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"A busca da verdade deve ser o objetivo de
nossa atividade; é o unico fim digno dela.
(...)

Entretanto, as vezes a verdade nos ame-
dronta. E de fato sabemos que por vezes ela
€ decepcionante, € um fantasma que s6 nos
aparece para fugir sem cessar, e que é pre-
Ciso persegui-la até mais e mais adiante, sem
Jjamais consegquir atingi-la."

Henri Poincaré



Resumo

Neste trabalho, propde-se uma versao discreta da equagao de reagao-advecgao-difusdo
de Fisher como modelo para o crescimento e dispersao de populagdées formadas por or-
ganismos de uma unica espécie, cujo habitat pode ser representado por um grafo. O
modelo consiste num sistema de equagdes diferenciais, o qual € denominado equagéo de
Fisher discreta. Sao fornecidas as condi¢des sob as quais uma populagao governada pela
equacao de Fisher discreta persiste ou nao persiste. Como redes hidrograficas podem ser
representadas como arvores binarias, a equacao de Fisher pode ser aplicada na modela-
gem da evolugéo espaco temporal de populagdes distribuidas sobre redes hidrograficas. A
partir da base de dados fornecida pela Agéncia Nacional de Aguas, representa-se a rede
hidrografica da bacia Amazénica como uma arvore bindaria. Utilizando a equacgéo de Fisher
discreta como modelo, sdo realizadas simulacées do processo de crescimento e disper-
sdo de uma populagdo composta por organismos de uma Unica espécie ao longo da rede
hidrografica da bacia Amazdnica, vista como uma &rvore binaria. Em um dos cenérios
considerados nas simulagdes, observou-se 0 surgimento de um grupo de organismos que
se isola dos demais durante o processo de dispersdo. Com o passar do tempo, este grupo
isolado pode passar a constituir uma espécie diferente da original. Tal situagédo é interes-
sante do ponto de vista da filogeografia, a qual procura explicar a diversidade genética a
partir de processos populacionais e demograficos, tais como 0s processos migratorios, e
revela a capacidade de reproduzir fen6menos causadores da formacao de novas espécies.
Por fim, assumindo que um curso d’agua (uma rede hidrografica sem ramificagdes) e uma
rede hidrografica sdo representados por arvores de Cayley de graus 2 e 3, respectivamente,
demonstra-se que populagées com pouca capacidade de mobilidade podem persistir numa
rede hidrogréfica, porém nao persistem num curso d’agua, independentemente do seu ta-
manho. Este resultado fornece uma evidéncia da importancia das ramificagbes de uma

rede hidrografica para a sobrevivéncia de espécies com pouca capacidade de mobilidade.

Palavras-chave: Dindmica populacional; Persisténcia; Rede hidrogréfica da bacia
Amazonica; Arvore binaria; Equagéo de Fisher discreta.



Abstract

In this work, a discrete version of the Fisher’s reaction-advection-diffusion equation is
proposed as a model to the growth and dispersion of single species populations whose
habitat can be represented by a graph. The model consists of a system of differential equa-
tion, and is termed discrete Fisher’'s equation. The conditions under which a population
governed by the discrete Fisher's equation persists or do not persists, are given. Since
hydrographic networks can be represented by binary trees, the discrete Fisher’'s equation
can be applied in the modeling of the spatiotemporal evolution of populations distributed
on hydrographic networks. From the database provided by the Brazilian National Water
Agency, the hydrographic network of the Amazon basin is represented by a binary tree.
Using the discrete Fisher’s equation as a model, simulations of the growth and dispersion
processes along the hydrographic network of the Amazon basin, seen as a binary tree, are
performed. In one of the scenarios considered in the simulations, we observed the emer-
gence of a group of organisms, isolated from rest during the dispersion. Over time, this
isolated group may became a distinct species, different from the original. This situation is
interesting from the point of view of phylogeography, which attempts to explain the genetic
diversity as a result of population end demographic processes, like migration, and reveals
the ability of the model in reproducing phenomena that mitigate the formation of new spe-
cies. Finally, assuming that a water course (a hydrographic network without ramifications)
and a hydrographic network are represented by Cayley trees of degrees 2 and 3, respec-
tively, it is demonstrated that populations composed by organisms with poor mobility may
persist in a hydrographyc network, but do not persist in a water course, independently of
its length. This result provides an evidence of the importance of the hydorgraphic network

ramification for the survival of species with poor mobility.

Key words: Population dynamics; Persistence; Hydrographic netowrk of the Amazon
basin; Binary tree; discrete Fisher’s equation.
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1 Introducao

Em ecologia, a dinamica de populacdes tem como objeto de investigacdo o mecanismo
pelo qual a distribuicdo espacial de organismos em seus habitats varia com o tempo. As
interagdes dos organismos com eles proprios e com o meio ambiente dao origem aos pro-
cessos de nascimento, morte e migracao, os quais determinam a heterogeneidade espaco
temporal de uma populacdo. Esses processos e seus impactos sobre a distribuicao da
populagédo sdo governados pelo principio da conservagao. O principio da conservagéo diz
que a quantidade de matéria acumulada numa dada regiao € igual a quantidade de matéria
que entra, menos a quantidade de matéria que sai, mais a quantidade de matéria criada,
menos a quantidade de matéria destruida (ELNASHAIE; GARHYAN, 2003, p. 339).

No contexto de dinamica de populacdes, o principio da conservacao pode ser enunci-
ado da seguinte maneira: O tamanho populacional num determinado instante de tempo é

igual ao saldo migratério mais o crescimento natural neste mesmo instante de tempo.

Seja 2 C R? uma regido que representa o habitat dos organismos que compdem uma

determinada populagao.

O tamanho populacional é representado pela densidade populacional, isto é, pelo nu-
mero de organismos por unidade de area. Seu valor em z € () e no instante de tempo ¢ é
denotado por p(z,t).

O crescimento natural € o nUmero de organismos que nascem por unidade de area
menos o0 numero de organismos que morrem por unidade de area. Seu valorem x € Q0 e

no instante de tempo ¢ é denotado por n(x,t).

O saldo migratério em x € o nUmero de organismos por unidade de area que chegam
a x menos o numero de organismos por unidade de area que saem de x. Seu valor no

instante de tempo ¢ é denotado por m(z, t).

De acordo com o principio da conservacao,

p(z,t) =m(x,t) + n(z,t). (1.1)



Da equacéo (1.1), obtém-se

dp

__On

onde p(z,t) = 9% (x,t) € denominada taxa de migragéo e n(z,t) = %%(x,t) € denominada

taxa de crescimento natural.

A taxa de migragao y(x, t) pode ser expressa em termos do fluxo populacional J(z,t) =
(Ji(z,t), Jo(x,t)) € R?, o qual é um vetor que representa a magnitude, a dire¢do e o
sentido do movimento migratério. A quantidade |J;(x,t)| € o nUmero de organismos por
unidade de area que saem de x na diregdo do eixo das abcissas. Se J;(z,t) > 0, os
organismos saem de = no sentido positivo do eixo das abcissas; se Ji(z,t) < 0, entdo o
organismos saem de x no sentido negativo do eixo das abcissas. A coordenada Jy(x,t)
tem o mesmo significando, exceto pelo fato de que o movimento ocorre na direcdo das
ordenadas. De maneira geral, 0 numero de organismos por unidade de area que saem de

x na diregdo de um vetor unitario v € R? é dado por [(J(x,t),u)

,onde < -,- > denota o

produto interno, e o sinal de (J(x,t), u) indica o sentido do movimento.

Sejam R C Q2 umaregido de Q2 tal que x € R, o a fronteira de R e u(y) o vetor unitario
normal a or em y € 0. Supondo-se que u(y) aponta para fora de R, se um individuo sai
de y no sentido positivo de u(y), entdo este individuo sai de R e se um individuo sai de y
no sentido negativo de u(y), entédo este individuo estad entra em R. Logo, pode-se definir
o saldo migratério em R através de y como — (J(y,t),u(y)). Portanto, a integral de linha
desta quantidade sobre oy fornece o saldo migratério em toda a regiao R. Ou seja, a

quantidade

- 74 (. 1), u(y)) do, (1.3)

OR

€ 0 numero de organismos por unidade de drea que entram em R menos o numero de
organismos por unidade de area que saem de R. Pelo teorema da divergéncia, a integral

(1.3) pode ser escrita como
—// (V- J)(z, t)dzdz,, (1.4)
R

onde V- denota o operador divergéncia. Como m(z,t) é o saldo migratério por unidade de

area em z € ), entdo o saldo migratorio em R também é dado por

//R m(x,t)drdzs. (1.5)

Das integrais (1.4) e (1.5), obtém-se u(z,t) = —(V - J)(z,t). Ou seja, a taxa de

migracao é o negativo da divergéncia do fluxo populacional.



Dessa forma, a equacéo (1.2) pode ser escrita como

%p(m,t) =—(V-J)(z,t) +n(z,t). (1.6)

A equacao (1.6) é conhecida como equacgao de conservagdo. A equacao de conser-
vacao serve como base para a elaboracdo de modelos matematicos para fen6menos que
envolvem o transporte, a producgéo e a destruicdo e matéria. Detalhes sobre a equacao de
conservagao e a interpretagcao de seus componentes podem ser vistos em Logan (2008,
p. 20-25), lannelli e Andrea (2014, p. 113—116) e Lewis et al. (2016, p. 61-63).

Supde-se que p(z,t), u(x,t) e n(x,t) sdo fungdes continuamente diferenciaveis de «
e de t. No restante deste capitulo, supde-se que 2 C R? com d € {1,2,3} e adota-se as

unidades de medida correspondentes a estes espagos.

Diferentes modelos populacionais podem ser obtidos adotando-se diferentes mecanis-
mos de migracao, de natalidade e de mortalidade (KOT, 2001, p. 269-274). Dois mecanis-
mos de migracao sao difusdo e a advecgao (STOCKER, 2011, p. 53-57). O movimento por
difusdo ocorre quando o fluxo populacional obedece a primeira lei de Fick, a qual diz que
o fluxo em um ponto x é proporcional ao negativo do gradiente da densidade populacional

em z. Nesse caso, o fluxo populacional é dado por

J(z,t) = =D(Vp)(x,1), (1.7)
onde D > 0 é um numero real denominado coeficiente de difusdo e V é o operador
gradiente.

O movimento por advecgao ocorre quando os organismos séo transportados por al-
gum material que se encontra em movimento. Nesse movimento, o organismo ndo des-
pende energia. Por exemplo, organismos aquaticos podem ser transportados ao longo
de um curso d’agua pela correnteza. O vetor que representa a velocidade do material
em movimento € denominado velocidade de advecgao. O fluxo populacional resultante do

movimento por advecg¢do com velocidade constante é dado por
J(z,t) = ap(x,t). (1.8)

onde a € R? é a velocidade de adveccéo.

Se os organismos se movimentam por difusdo e por advecgao, entéao o fluxo populaci-

onal é a soma dos fluxos correspondentes aos dois movimentos, isto é,

J(z,t) = —=D(Vp)(z,t) + ap(z,t). (1.9)



Substituindo-se (1.9) em (1.6), obtém-se

@
ot
onde V2. denota o operador de Laplace. A equacéo (1.10) é chamada equagéo de reacao-

(z,t) = D(V?*- p)(z,t) — a(Vp)(x,t) + n(z, ), (1.10)

adveccgao-difusdao. No caso em que o = 0, tal equagao é conhecida como equacao de
reacao-difusao.

Uma suposicao bastante comum é a de que a taxa de crescimento natural segue uma
fungéo logistica, isto €,
n(@,t) =rp(z,t) (1 - pz,t)/K), (1.11)

na qual » € denominada taxa de crescimento populacional per capita e K € a capacidade
de carga (KOT, 2001, p. 6). De acordo com (1.11), a taxa de crescimento natural per
capita r (1 — p(x,t)/K) decai na medida em que a densidade populacional se aproxima

da capacidade de carga.

Substituindo (1.11) em (1.10), obtém-se

dp

o (1) = D(V? - p) (. 1) = a(Vp) (@, t) + rp(e, 1) (1 = plx,1)/ K) (1.12)

A versao unidimensional da equacao (1.12) com a = 0 é conhecida como equagao
de reacgdo-difusdo de Fisher por ter sido primeiramente proposta por Fisher (1937) como
um modelo para propagacao de um gene com uma mutag¢ao benéfica ao longo de uma

populagao sobre R.

Dois importantes fenbmenos ecolégicos que podem ser modelados por equacoes de
reacado-advecgao-difusdo sdo a propagacao de frentes de migragcdo e a persisténcia de
uma populagao (VOLPERT; PETROVSKII, 2009; CANTRELL; COSNER, 2003).

Seja RY = {x = (x1,--- ,20)" € R4z, > 0,4 = 1,--- ,d}. Para o que se segue,
p(x,-) :[0,00) = R, é asolugdo de (1.12) com valor inicial p(x,0) > 0 e p(z,0) = 0 para
todo x # xg.

A propagagao de frentes de migracao esta relacionada a forma como a regido habitada
por uma espécie se expande com passar do tempo. Assumindo-se que 2 = R? e o = 0,
pode-se mostrar que, com o passar do tempo, a fronteira entre a regido habitada e a regiao
ndo habitada avanca a uma velocidade aproximadamente igual a v/4rD (MURRAY, 2002, p.
443; HOLMES et al., 1994). Isto equivale a dizer que a populacao se expande radialmente
em R com velocidade v/4rD.



A persisténcia de uma populacéo corresponde a sua capacidade de nao ser extinta. Se
p(x,t) se mantém positiva quando ¢ — oo, ou seja, tli)rgo p(x,t) > 0, diz-se que a populagéo
persiste ou que a populagao é persistente. Considera-se que, se tliglo p(x,t) = 0, entdo a
populacao se encontra em risco iminente de extingcao e, neste caso, diz-se que a populacao

nao persiste ou que a populacao nao é persistente.

No cenario descrito acima, a regido habitada se expande indefinidamente e isto implica
que a populacao é persistente. No cenario em que 2 = R e o > 0, 0s organismos
encontram-se submetidos a um movimento por advecao, e isto influencia negativamente a
capacidade de persisténcia. Pode-se mostrar que a populagao é persistente se, e somente
se, D > % (RYABOV; BLASIUS, 2008).

A questao da persisténcia populacional é importante nos casos em que €2 € uma regiao
limitada fora da qual as condi¢des sao hostis, tornando impossivel a sobrevivéncia do
organismo. Sejam {2 uma regiao limitada e 02 a fronteira de ). A hostilidade do meio
externo a () pode ser expressa assumindo-se que p(z,t) = 0 para todo x € 9€). Nesse
caso, € razoavel supor que quanto maior a regiao {2, maior a capacidade de persisténcia
da populagcdo. Também é razoavel supor que uma populacdo ndo é capaz de persistir
em regides “muito pequenas”. Com isso em mente, pode-se definir o tamanho minimo do
habitat {2 como sendo o menor tamanho que () deve ter para garantir a persisténcia da

populacdo que habita esta regiao.

Supondo-se d = 1, €2 é um intervalo limitado. Nesse caso, pode-se mostrar que a

populacao persiste se, e somente se
| D
1> ——, (1.13)
"= D

a extingdo da populacdo é iminente. Quanto maior a velocidade de advecgédo, maior o

comprimento minimo do intervalo €2 capaz de assegurar a persisténcia da populacao.

Se d = 2 e (2 é um quadrado de lado [, entdo a populagéo persiste se, e somente se

22
1> | (1.14)
"~ i 1D

onde o’ = (a1, ay) é a velocidade de advecgéo (RYABOV; BLASIUS, 2008). Quanto maior a

velocidade de advecgao, maior deve ser o comprimento minimo do lado do quadrado ().



No caso bidimensional, ndo apenas o tamanho de (2, mas também a sua geometria,
determinam a capacidade de persisténcia da populagéo (HOLMES et al., 1994). Por exemplo,
se ) é um retangulo de lados [; e [, e a = 0, entdo a populagao persiste se, e somente se

2D

Ap >/ (13 +13) — (1.15)

onde Ag denota a area de €2 (LEWIS et al., 2016, p. 78). Se l; = Iy = [, entdo (2 é um
quadrado. Neste caso, a populagao persiste se, e somente se
27T2D

Ag > /21 : (1.16)
T

onde Ag denota a dreade Q. Sel; = 1,1, = 2 el = /2, entdo as areas nas duas
situacoes sao iguais a 2. Entretanto, se D = 0,09 e » = 1, entdo a populagéo persiste na
regido quadrada, mas nao persiste na regiao retangular. De fato, sob estas condic¢des, 0
tamanho minimo do habitat quadrado é, aproximadamente, 1,88 < 2 = Ag, enquanto que
o tamanho minimo do habitat retangular €, aproximadamente, 2,11 > 2 = Ai. Pode-se

concluir que no caso bidimensional é preciso levar em conta a geometria do habtitat.

Uma versao mais geral da equagéo (1.10) pode ser obtida assumindo-se que os seus
parametros variam espacialmente. Sejam D(z), a(x), r(x) e K(z) fungdes que cujos
valores sao o coeficiente de difusdo, a velocidade de advecgéo, a taxa de crescimento per
capita e a capacidade de carga, respectivamente, em cada ponto = € R?. Neste caso, a
equacao de reagao-advecgao-difusdo com taxa de crescimento natural logistica fica dada
por

%(l“) = (V- J)(@) +r(z)p(z) (1 - p(z)/K(x)) (1.17)

onde J é o fluxo populacional

J(z,t) = =D(x)(Vp)(x) + a(z)p(x). (1.18)

Neste trabalho, a equacao (1.17) com o fluxo dado por (1.18) € chamada de equacao
de Fisher.

Cantrell e Cosner (2003) fornece um estudo aprofundado sobre persisténcia populacio-
nal com base em equacdes de reacado-adveccao-difusdo (1.17). Em Shigesada e Kohkichi
(1997) , Petrovskii e Bai-Lian (2006) e Lewis et al. (2016), encontram-se analises bastante
abrangentes sobre aspectos teoricos e praticos das equagdes de reagdo-advecgao-difusao
como modelos para o processo de invasao de habitats por espécies exéticas, incluindo t6-

picos sobre propagacao de frentes de migracao e persisténcia populacional.



As equacbes de conservacao (1.6) e a equacéao de Fisher (1.17) formam a base para
diversos modelos populacionais os quais descrevem fenédmenos como persisténcia e pro-
pagacao de frentes de migragdo. Entretanto, tais modelos assumem que a populagao

encontra-se distribuida sobre uma regiéo do R<.

Existem situagdes nas quais o habitat é representado por uma estrutura discreta. Or-
ganismos de agua doce habitam rios e outros tipos de cursos d’agua e corpos hidricos,
0s quais se conectam, formando uma rede hidrografica. Tais redes hidrograficas podem
ser representadas por arvores bindrias (ZALIAPIN et al., 2010; LI et al., 2010). Nesta repre-
sentagdo, os elos correspondem aos corpos hidricos que compdem a rede e 0s pontos
que conectam os corpos hidricos, bem como os pontos localizados na fronteira da rede,

correspondem aos vértices.

No caso em que o habitat é formado por um uUnico curso d’agua, este pode ser repre-
sentado simplesmente por um intervalo real. Neste caso, as equagbes (1.6) e (1.17) podem
ser utilizadas. Anholt (1995), Speirs e Gurney (2001), Pachepsky et al. (2005), Lutscher
et al. (2010) abordam as questdes da persisténcia populacional e do tamanho minimo do
habitat, no caso de populacdes distribuidas ao longo de um Unico curso d’agua, a partir de

equacgles de reacao-advecgao-difusdo unidimensionais.

No caso em que o habitat é formado por uma rede hidrografica, os modelos matemati-

cos devem levar em conta a estrutura de arvore que tais redes possuem.

Ramirez (2012) e Sarhad et al. (2014) propéem modelos que consideram os trechos
de curso d’agua entre confluéncias como segmentos continuos e, a partir destes modelos,
estabelecem condigdes sob as quais uma populagéo persiste ou néo persiste. Tais mode-
los assumem que a populagao se distribui continuamente ao longo dos vértices e dos elos
da arvore binaria. Assumindo que as populacdes se concentram nos vértices (ou nos elos)
da arvore bindria que representa a rede hidrografica, Casagrandi et al. (2007), Mari et al.
(2011) e Mari et al. (2014) propdem modelos para a invasao de mexilhdes zebra ao longo
da rede hidrografica da bacia do rio Mississippi. Essa abordagem permite incorporar aos
modelos a heterogeneidade espacial do habitat variando-se os parametros que controlam
a dispersao e o crescimento populacional de vértice para vértice. Com base em equagdes
de reacao-adveccgao-difusdo, Campos et al. (2006) e Bertuzzo et al. (2007) desenvolvem
modelos através dos quais pode-se calcular a velocidade de propagacao da frente de mi-
gracao ao longo do curso d’agua principal de uma rede hidrografica. Bertuzzo et al. (2008),
Bertuzzo et al. (2009) e Mari et al. (2011) propdem modelos para a disseminagéo da célera,

nos quais as redes hidrograficas atuam como corredores ecologicos.



O presente trabalho propée uma versao discreta da equacao de Fisher com o objetivo
de estudar o crescimento e a dispersao de populagdes distribuidas ao longo da rede hidro-
gréafica da bacia Amazoénica, vista como uma arvore binaria. A equacao de Fisher discreta
corresponde a um sistema de equacgdes diferenciais autbnomo, e pode ser utilizada como

modelo para populacdes cujo habitat pode ser representado por um grafo.
O trabalho se encontra organizado da seguinte maneira.

No capitulo 3, encontra-se a maioria dos resultados téoricos necessarios para a aplica-
cao da equacéao de Fisher discreta como modelo para populagdes distribuidas sobre gra-
fos. Na secéo 3.1, sdo introduzidas definicoes e terminologia relativas a grafos utilizadas
no decorrer deste trabalho. Na secao 3.2 e 3.3, sdo apresentadas as versdes discretas
da equacao de conservagao, da equacao de reagao-adveccao-difusao e da equacgao de
Fisher. Na secédo 3.4, sdo deduzidos os critérios para persisténcia ou extincdo de uma
populacao governada pela equacao de Fisher discreta. Na secao 3.5, a equacao de Fisher

discreta é formulada assumindo-se que o habitat possui restrigoes.

No capitulo 4, explica-se como uma rede hidrografica pode ser convertida em uma

arvore binaria e formula-se a equacao de Fisher para redes hidrograficas.

No capitulo 5, sdo realizadas as simulagdes do processo de crescimento e dispersao
populacionais ao longo da rede hidrografica da bacia Amazénica. A se¢do 5.1 explica
como extrair da base de dados da Agéncia Nacional de Aguas (ANA), a &vore binaria que
representa a rede hidrografica da bacia Amazénica. A se¢édo 5.2 mostra o procedimento
utilizado para estimar a velocidade do fluxo da agua em cada um dos vértices que com-
pdem a arvore bindria. Tais velocidades sado utilizdas posteriormente nas simulagdes. A
secao 5.3 contém os resultados das simulagoes, incluindo analises e mapas de calor, 0s
quais descrevem a evolucao temporal da distribuicdo da populacdo ao longo da rede hi-
drogréfica.

Como um resultado adicional, no capitulo 6, utiliza-se a equacao de Fisher discreta
para demonstrar a importancia das ramificagdes das redes hidrogréaficas na sustentagao
da vida aquaética.

O capitulo 7 apresenta algumas consideragdes finais e perspectivas para trabalhos
futuros.



2

2.1

Objetivos

Geral

Simular o processo de crescimento e dispersao de uma populagdo composta por orga-

nismos aquaticos de uma Unica espécie ao longo da rede hidrografica da Bacia Amazénica.

2.2 Especificos

. Desenvolver uma versao discreta da equagao de Fisher que possa ser utilizada como

modelo para o crescimento e dispersao populacionais sobre redes hidrograficas;

. Estudar o comportamento assintético da equacgao de Fisher discreta;

. Estabelecer as condi¢des sobre as quais uma populacdo governada pela equacao

de Fisher discreta persiste ou nao persiste;

. A partir da base de dados da Agéncia Nacional de Aguas (ANA), obter a arvore

binaria que representa a rede hidrografica da Bacia Amazdnica;

. A partir da base de dados da ANA, estimar as velocidades médias da correnteza ao

longo da rede hidrogréfica da Bacia Amazénica;

. Desenvolver um programa para obter solugdes numéricas da equacgao de Fisher dis-

creta;

. Utilizar o programa desenvolvido para simular o crescimento e dispersdo populacio-

nais ao longo da rede Hidrografica da bacia Amazénica sob varios cenarios;

. Analisar os resultados das simulacées;

. Gerar mapas de calor exibindo a evolucéao espacgo temporal da populacéo.
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3 Um modelo para a distribuicao de
populacoes sobre grafos

Este capitulo apresenta uma versao discreta da equagao de Fisher. Demonstra-se
que a equacgao de Fisher discreta possui certas propriedades as quais permitem utiliza-la
como modelo para o crescimento e a dispersao de populacdes cujos habitats podem ser
representados por grafos. Sdo estabelecidas as condi¢cdes sob as quais uma populagédo
governada pela equacao de Fisher discreta persiste ou nao persiste. Por fim, a equacao

de Fisher discreta é formulada levando-se em conta a existéncia de restricdes no habitat.

3.1 Nocoes basicas sobre grafos

Um grafo direcionado é um par ordenado G = (V, E) no qual V' é um conjunto enume-
ravel cujos elementos sdo chamados de vértices e £ € um conjunto de pares ordenados
de vértices distintos chamados de arcos (BANG-JENSEN; GUTIN, 2008). Os vértices sao de-
notados por v;, onde ¢ € Z, e Z, € o conjunto dos nameros inteiros positivos. O arco
(v;,v;) é denotado por (4, j). Se (i,j) € E, entdo v; e v; sdo ditos serem vizinhos. Neste
caso, escreve-se 1 ~ j. O grau de um vértice é a quantidade de vizinhos que ele tem. A

ordem de G, a qual é denotada por |G

, € 0 seu numero de vértices. Dependendo da sua

ordem, GG pode ser finito ou infinito.

De acordo com a definicdo acima, um grafo direcionado nao possui arcos multiplos,
arcos paralelos e nem lagos (BANG-JENSEN; GUTIN, 2008, p. 3).

Se (i,j) € E = (j,i) € FE, entdo G é dito ser simétrico. Se G é simétrico, entdo o

conjunto {(4, 5), (j,4)}, o qual é denotado por {i, j}, é dito ser um elo de G.

Se |G| = n, entdo a matriz de adjacéncia de GG é a matriz M de dimensdes n X n cujo
elemento m;; situado na sua i-ésima linha e na sua j-ésima coluna é iguala 1 se (i,j) € £

e 0se (i,7) ¢ E. Se G é simétrico,entdo M é simétrica.
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Um grafo direcionado C' = (V, E) tal que |C| = n, V = {v,v5--- ,v,} e E = E' =
{(1,2),(2,3),---,(n—=1,n)}ou E = E" = {(2,1),(3,2),--+ ,(n,n — 1)}, é dito ser um
caminho entre v; e v,. Se £ = F’, entdo C' é um caminho de v; para v,. Se £ = E”,
entdo C' é um caminho de v, parav;. Se £ = E'U{(n,1)} ou E = E"U{(1,n)}, entdo C

é dito ser um ciclo.

Um subgrafo direcionado de G é um grafo direcionado cujos vértices pertencem a V/
e cujos arcos pertencem a E. Um caminho em G é um subgrafo direcionado de G que
também é um caminho. Se entre quaisquer dois vértices de GG existe um caminho, entao
G é dito ser conectado. Se GG é conectado, entdo cada vértice de GG possui a0 menos um

vizinho.

Se G = (V, F) é um grafo direcionado conectado e sem ciclos, entdo G é dito ser uma
arvore direcionada. Neste caso, existe um Gnico caminho de v; para v; € um Gnico caminho

de v; para v;. Além disso, se |G| = n, entdo G possui n — 1 elos.

Seja GG uma arvore direcionada. Se um dos vértices de G é destacado, G é dita ser
enraizada. Tal vértice é a raiz de G. Se o caminho C' da raiz para o vértice v; contém k
vértices, entdo v; é dito ser um vértice do nivel k. O conjunto de tais vértices € dito ser o
nivel k£ de GG. Pode-se ver que C' possui um vértice de cada nivel, do 1 até o k. O vértice
de nivel k — 1 de C' é dito ser o pai de v; e v; é dito ser seu filho. Todo vértice possui um
unico pai.

Os vértices de uma arvore direcionada GG enraizada podem ser classificados como
vértices internos, externos e raiz. Os vértices internos sdo aqueles que possuem filhos
e sdo diferentes da raiz e os vértices externos sao aqueles que nao possuem filhos. A
fronteira de uma arvore direcionada G é definida como sendo o conjunto formado pelos

vértices externos de G e pela sua raiz.

Seja GG uma arvore direcionada enraizada. Se os vértices internos de GG e a raiz pos-
suem um filho, entdo G € um caminho. Se os vértices de GG possuem no maximo dois
filhos, entdo GG é dita ser uma arvore direcionada binaria. Se cada vértice interno de GG

possui dois filhos, entdo G é dita ser uma arvore direcionada binaria completa.

Seja G uma arvore direcionada binaria enraizada com ordem n tal que a raiz possui
apenas um filho. Conforme ja mencionado, o numero de elos de G é n — 1. Sejam nyg
0 numero de vértices externos, n; 0 numero de vértices internos com um filho e ny 0
numero de vértices internos com dois filhos. Entao, n = ng + n; + ny + 1 € a matriz de
adjacéncia de G possui ng + 2n; + 3ns + 1 elementos nao nulos. Cada um dos n; vértices

internos com um filho corresponde a um elo, cada um dos n, vértices internos com 2 filhos
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corresponde a dois elos e a raiz corresponde a um elo. Logo, n — 1 = ny + 2ny + 1,
ny = (n—mny;—2)/2eny=ny+1=(n—mny)/2. Dai, obtém-se que a matriz de adjacéncia
de G possui (n —ny)/242ny +3(n—ny —2)/2+ 1 = 2(n — 1) elementos ndo nulos. Para
valores grandes de n, a matriz de adjacéncia de G é altamente esparsa. Por exemplo, se

n = 10.000, entdo menos de 0,02% dos elementos da matriz de adjacéncia ndo sao nulos.

Se a raiz de GG possui k& — 1 filhos, seus vértices internos possuem k vizinhos e seus
vértices externos sdo do mesmo nivel m, entdo G é dita ser uma arvore de Cayley de grau
k e nivel m (OSTILLI, 2012). Tal estrutura também €& conhecida como arvore de Bethe de
grau k e nivel m (ROJO; SOTO, 2005). Neste caso, denota-se G por By ).

Uma fungéo v : V. — R é denominada fungao vértice sobre GG e seu valor em v; é
denotado por ;. Uma funcédo o : £ — R é denominada fungao arco sobre GG e seu valor
em (i, j) é denotado por «a;;. Se G é simétrico e «;; = «;; para todo (i, j) e (j,7) em E,

entdo « é dita ser simétrica.

Seja G = (V, E') um grafo direcionado e w uma fungéo arco positiva. O trio (V, E,w) é

dito ser um grafo direcionado e ponderado com fungéo peso w : £ — R,.

Seja G = (V,E,w) um grafo direcionado, ponderado e conectado e sejam v e «
fungdes vértice e arco sobre G, respectivamente. A derivada de v na diregdo de (7,j) é

definida como

(dvj)i = wi(v; — 1) (3.1)
e a divergéncia de o« em v; é definida como

(V-a)i =Y Wil — az). (3.2)

Jiir~g

Detalhes sobre os operadores diferenciais definidos acima e suas propriedades podem
ser vistos em (ELMOATAZ et al., 2008).

No restante deste capitulo, o grafo direcionado e ponderado G = (V, E, w) é assumido
ser simétrico e conectado e |G| = n. Os vértices de G representam posiges no R? e o
elo {i, j} corresponde ao trajeto entre os vértices v; e v;. O valor de w em (i, j) é definido

como w;; = 7, onde /;; é o comprimento de {i, j}.
ij
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3.2 O principio da conservacao

Supde-se que G representa uma regido habitada por organismos de uma mesma es-

pécie e que tais organismos habitam apenas as posi¢des correspondentes aos vértices.

O tamanho da populagédo num vértice v; € a quantidade de organismos neste vértice e

seu valor no instante ¢ é denotado por p;(t).

O saldo migratério em v; é a quantidade de organismos que entram em v; menos
a quantidade de organismos que saem de v; num dado instante de tempo. A taxa de
migragdo em v; € a taxa de variacao do seu saldo migratério. O valor da taxa de migragcao

em v; no instante ¢ é denotado por y;(t). Sua unidade de medida é organismos/tempo.

O crescimento natural em v; é a taxa de natalidade menos a taxa de mortalidade ins-
tantaneas em v; e seu valor no instante ¢ é denotado por 7;(¢). Sua unidade de medida é

organismos/tempo.
Supde-se que p;(t), 1i(t) e n;(t) séo fungdes continuamente diferenciaveis de t.

De acordo com o principio da conservagao, a taxa de variagdo de p; no instante ¢ é

igual a y;(t) mais n;(t). Isto é,

Ip; o
ot

O fluxo populacional F': E xR, — R, é afungéo cujo valor no arco (i, j) e no instante
de tempo t é tal que F;;(t)/l;; é a taxa de organismos que se movem na diregdo de (7, j)

no instante ¢. A taxa de migragdo em v; € dada por
pit) = > (=Fy(t) /L + Fji()/li;) = =(V - F(8)):. (3.4)

Jiinvg

Substituindo (3.4) em (3.3), obtém-se

dp;
ot

(t) = —(V - F(t)); +ni(t), i=1,-,n. (3.5)

O sistema de equacdes (3.5) € a equacao de conservagao discreta sobre G. A equacao
de conservacao discreta pode ser obtida diretamente a partir da equacéao de conservacao
continua (1.6). Para isso, basta assumir que a variavel x na equacao de conservagao
continua representa um vértice de G ao invés de um ponto em R? e substituir o operador

divergéncia continuo pelo operador divergéncia discreto.
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3.3 A equacao de Fisher discreta

A equacéo de Fisher discreta corresponde a equacao de conservacao discreta acres-
cida da suposicao de que fluxo populacional é devido ao movimento por difusdo e do

movimento por advecg¢ao dos organismos.

No movimento por difusdo, F;;(t) é dado por

Fij(t) = —Di;(dp;(t))s, (3.6)

onde D;; = D;; € uma constante positiva denominada coeficiente de difuséo. O coeficiente
de difusdo é medido em % A equacéo (3.6) € uma versao discreta da primeira lei de
Fick. De fato, de acordo com a primeira lei de Fick continua, o fluxo de organismos numa
dada direcdo é proporcional ao negativo do gradiente da densidade populacional nesta
diregdo. A equacéo (3.6) diz que o fluxo liquido na diregao (i, j) é proporcional ao negativo

da derivada do tamanho populacional na dire¢éo (i, 7).

No movimento por advecg¢éo, os organismos séo transportados por algum material com
o qual eles estdo continuamente em contato e que se move a uma determinada velocidade
na direcdo de cada um dos arcos de (G. Se o material se move na diregdo (7, j) com

velocidade «;;, entdo a taxa de organismos que séo transportados nesta dire¢cdo por este

material é F;;/l;; = O‘”(t) pi(t). Portanto, no movimento por advecgao, o fluxo populacional

na diregéo (7, j) € no mstante t é dado por

O valor de Fj; correspondente & atuagéo conjunta dos dois movimentos é

=2 (py(8) = (8 + ). 3.8)

Substituindo (3.8) em (3.4), obtém-se

SUCTEN O R LA RIS o -

752~ J5e~] J5~]

) i), 09)

Finalmente, substituindo (3.9) na equagao de conservagao discreta (3.5), obtém-se

apZ B < Z alﬂ) Z ( aﬂ) pi(t) + mi(t), (3.10)

Jyinj ” jiing Jyinj li

paratodoi=1--- ,n
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O sistema de equacgdes (3.10) € uma versao discreta da equacao reacao-adveccao-
difuséo (1.17).

Assumindo-se que o crescimento natural em v; € governado pela funcéo logistica

pi(t) Ti 2
(1) =ripi(t) (1 — ——= ) =ripi(t) — —=pi A1
w0 =rip(®) (1= 200 ) = ) = 20, @.11)
na qual r; é a taxa de crescimento populacional per capita e K; é a capacidade de carga,
obtém-se
dp; Dy; Qi Dy ay
0 = (=2 F -2 7|0+ (F+77) -
ot — [ — i — \ [ li
giing Y Jsirj Jiing K
— Al =1 (3.12)

Seja A a matriz n x n cujo elemento situado na :-ésima linha e j-ésima coluna é

Di' (6791 . .
ri— 2 s 2, sei=
Jying Y Jiinv]
ij 2
0 outro caso.

Sejam p(t) e g(p(t)) os vetores de dimens&o n cujos elementos séo p;(t) e g;(pi(t)) =

%pi(t)Q, respectivamente. O sistema (3.12) pode ser escrito como

O 1) = Ap(t) — glp(t)). (3.14)

ot
A equacédo (3.14) é a equagao de Fisher discreta sobre G com parametros D;;, o,
ri, K; e l;;, sdo os parametros da equagdo. A matriz A é dita ser a matriz da equagéao de

Fisher discreta.

A equagéo de Fisher discreta pode ser escrita como
dp
— = 3.15
5 = 1 (P): (3.15)

onde f(p) = Ap — g(p), p = (p1.-+ » pu) € 2 = fi(p).

O jacobiano do sistema (3.15) é dado por

8f T .
= 2 (p)=A—-2-diag{ —pi,i=1,--- ,np, 3.16
J(p) ap“ﬂ mag{F%p i n} (3.16)
onde diag {z;,i = 1,--- ,n} denota a matriz diagonal n x n cujo elemento situado na i-

ésima linha e na i-ésimacolunaé z;,i=1,--- ,n.
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E facil ver que f é continuamente diferenciavel em R™. Logo, o sistema (3.15) possui
uma unica solugao local, a qual assume o valor z no instante ¢ = 0. Isto €, existe uma
unica fungéo ¢(-,z) : R — R”" continua e diferenciavel em R tal que %(m,t) = f(o(x,t))
e ¢(0,z) = z, a qual é dita ser a solugdo de (3.15) com valor inicial z. A fungéo ¢(-, )
descreve a evolucao temporal do tamanho populacional em cada vértice de GG. A i-ésima
componente de ¢(t, x), a qual é denotada por ¢;(t, z), € o tamanho populacional em v; no

instante de tempo t.

Os elementos nao necessariamente nulos de A sdo os elementos da sua diagonal e
os elementos em comum com a matriz de adjacéncia de G. Se a matriz de adjacéncia
possui n’ elementos ndo nulos, entdo A possui no maximo n + n’ elementos ndo nulos.
Conforme visto na se¢éo 3.1, se G € uma arvore binaria cuja raiz possui apenas um filho,
entdo n’ = 2(n — 1). Sendo assim, A possui, no maximo, 3n — 2 elementos nao nulos.
Portanto, para valores grandes de n, A é altamente esparsa. Pode-se ver pela expressao

(3.16) que, nesse caso, o jacobiano do sistema também é altamente esparso.

3.4 Persisténcia populacional

Sejam 27 = (xy,--+ ,2,) ey = (y1, -, y,) dois vetores em R™. Escreve-se v < y
quando z; < y; paratodo i € {1,...,n}, x < yquando = # y e x; < y,; para todo
i€ {l,...,n}ex << yquando z; < y; paratodo i € {1,...,n}. As expressdes z < 0
(x>0),z<0(x>0)ex<<0(x>>0)tém significados analogos. Se x >> 0, = é dito

ser estritamente positivo.

Um ponto p* € R™ é um ponto de equilibrio do sistema (3.15) se f(p*) = 0 ou, equiva-

lentemente, ¢(t, p*) = p* para todo t > 0. E facil ver que 0 & um ponto de equilibrio.

Pela expressao (3.13), pode-se ver que os elementos de A fora da sua diagonal sdo
nao negativos. Portanto, A € uma matriz quasi positiva (SMITH, 1995, p. 60). Consequente-
mente, J(p) é também uma matriz quasi positiva para todo p € R". Logo, o sistema (3.15)
€ cooperativo (SMITH, 1995, p. 33).

Pela observagao 3.1.1 em Smith (1995, p. 33), f satisfaz a condicdo de Kamke, pois
o dominio de f é convexo e o sistema (3.15) é cooperativo. Isto é,se z < y e x; = y;,
entdo f;(r) < f(y). Portanto, ¢(¢,-) € uma fungcdo monétona, isto é, se <, denota uma
das relagbes >, < ou <<, entdo = <, y implica ¢(t,x) <, ¢(t,y), paratodo ¢t > 0. Em
particular, se x > 0, entdo ¢(t,z) > ¢(t,0) = 0 para todo ¢ > 0, pois 0 € um ponto de
equilibrio. Logo, se z > 0, ¢(t, z) é limitada inferiormente por 0 para todo ¢ > 0.
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O conjunto v*(z) = {¢(t,z);t > 0} é dito ser a 6rbita positiva de x. Pelo que foi
demonstrado acima, se z € R}, entdo v*(z) C R’}. Portanto, R”! é um conjunto positiva-

mente invariante. E facil ver que se p* é um ponto fixo, entdo v (z) = {p*}.

Lema 3.4.1. Se 0 <, f(x) ou f(x) <, 0, entao 0 < tlim (t,z) = p* onde p* é um ponto
—00
de equilibrio. Para todo x > 0,0 < ltim o(t,x) < p*.
—

Demonstragdo. Pela proposi¢édo 3.2.1 em Smith (1995, p. 34), se 0 <,. f(x), entdo ¢(t, )
é ndo crescente em t. Logo, ¢(t,z) < ¢(0,z) = = para todo ¢t > 0. Como ¢(t,z) > 0 para
todo ¢ > 0, v (x) é limitada e, portanto, tem fecho compacto. Logo, pela proposicéo 3.2.1
em Smith (1995, p. 34), tlggo ¢(t,z) = p* onde p* é um ponto de equilibio.

Seja x > 0. O limite de f(y) quando y tende para infinito é

fn 100 = fin [ (40 { oo ) - dan{ o ] < o
onde h(y)? = (32,--- ,4?%). Ou seja, para todo = > 0, pode-se encontrar um y > z tal que
f(y) < 0. Pela monotonicidade de ¢(t, ), ¢(t,x) < ¢(t,y) < y para todo ¢ > 0. Logo, pelo
que foi demonstrado acima, tli>rg> o(t,x) < tlggo o(t,y) = p*, pois f(y) > 0. Em particular,
se 0 <, f(x), pela proposi¢édo 3.2.1 em Smith (1995, p. 34), tliglo o(t,x) = p*, onde p* é
um ponto de equilibio. ]

Segue-se do fato de ¢(t, z) ser limitada que ¢(t, z) é definida em todo ¢ > 0.

A matriz A é dita ser irredutivel se, paratodo I € N = {1,--- ,n}, existe i € [ e
j € N\ tais que a;; # 0 (SMITH, 1995, p. 56). Como G é conectado, todo vértice v; possui
ao menos um vizinho v;. Pela expresséo (3.13), a;; = ?TJ] + aj;l;5. Como D;; > 0, entéo,
para todo ¢, existe um j tal que a;; > 0. Portanto A é irredutivel e o sistema (3.15) é

cooperativo e irredutivel.

Seja \,... 0 autovalor de A com maior parte real e seja u 0 autovetor de A correspon-

dente a A,z

Lema 3.4.2. Se A é quasi positiva, entdo \,,.. € um numero real e u > 0. Se A é quasi

positiva e irredutivel, entao

i) u>> 0 e qualquer autovetor w > 0 de A é um mudltiplo positivo de u;

i) € A\maz < 0, entdo —A~! >> 0, isto é, todos o0s elementos de — A~ sdo positivos.

Demonstragdo. Smith (1995, p. 60). O
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O teorema a seguir € o principal resultado desta secéao.

Teorema 3.4.3. Seja ¢(t,x) a solugdo de (3.15) com valor inicial $(0,x) = x > 0.

i) Se Aae < 0, entdo tlim o(t,x) = 0.
—00

i) Se Anaz > 0, entdo existe um ponto de equilibrio p* >> 0 e tlim o(t,x) = p*.
—00

Demonstragdo. Suponha que \,,.. < 0 e que p* > 0 é um ponto de equilibrio. Neste caso,
p* satisfaz 0 < p* = A~ 1g(p*). Pelo lema 3.4.2, A~! << 0. Logo, p* = A 1g(p*) <0,
pois g(p) > 0. Portanto, 0 < p* = A7 lg(p*) < 0, isto &, p* = 0. Pelo lema 3.4.1,
0< tliglo o(t,z) < p* = 0. Logo, tlgcr)lo o(t,z) = 0.

A prova do item (ii) pode ser feita assumindo-se que x >> 0, ao invés de = > 0. De
fato, como (3.15) é cooperativo e irredutivel, pelo teorema 4.1.1 em Smith (1995), ¢(¢, x)
é fortemente monoétona. Isto é, se = < y, entdo ¢(t,x) << ¢(t,y) para todo ¢t > 0.
Em particular, para qualuer 6 > 0, x > 0 = x5 = ¢(d,x) >> 0. Logo tlim o(t,x) =

—00
lim (¢ +6,2) = lim (¢, z5).

O jacobiano de (3.15) em zero é J(0) = A. Como A é uma matriz irredutivel e quasi-
positiva, \; > 0, u >> 0 and v (x) tem fecho compacto para qualquer z, o teorema 4.3.3
em (SMITH, 1995) garante que existe um ponto de equilibrio p* tal que p* >> 0. Ainda de
acordo com este teorema, existe um € > 0 tal que, se 0 € [0, ¢), entdo tli%o o(t, du) = p*.

Assumindo que x >> 0, é possivel escolher um ¢ € [0, €) tal que du < x, 0 que implca
a dizer que ¢(t, 6u) < ¢(t, z). Pelo que foi demonstrado no paragrafo anterior e pelo lema

34.1,0<< pu* = tlim o(t, ou) < tlim o(t,x) < p*, onde p* é um ponto de equilibrio.
— 00 — 00

Ambos u* e p* sdo pontos de equilibrio estritamente positivos. Como f satisfaz a
condigdo de Kamke, f & quasi crescente (KENNAN, 2001). Além disso, se p* >> 0 € um

ponto de equilibrio e 0 < € < 1, entdo
flep*) = eAp* — €g(p*) > eAp™ — eg(p™) = ef (p*) = 0.

Portanto, f é estritamente radialmente quasi concava (KENNAN, 2001). Pelo teorema
3.1 em Kennan (2001), existe um unico ponto de equilibrio estritamente positivo. Logo,

u* = p* e, portanto, tlim o(t,x) = p*. O
—00

Seja P uma populacéo cujo crescimento e dispersado populacionais sdo governados
pela equacao de Fisher discreta com matriz A. De acordo com o teorema 3.4.3, se \,,u; >

0, entao é persistente e se \,,... < 0, entdo a extingao de P é eminente.
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3.5 Regioes habitaveis e subgrafos

Diz-se que o vértice v; ndo é habitavel se p;(t) = 0. Isto pode, representar, por exem-
plo, o fato de que as condigbes em v; sdo tdo hostis que tornam impossivel a sobrevivéncia

dos organismos neste vértice.

Seja v; um veértice habitavel e v; um vizinho de v; ndo habitavel. A taxa de organismos

que saem de v; para v; €

Dy ay
om0 = (5 + 5 ) pi) =0
ij

Entretanto, a taxa de organismos que saem de v; para v; é

Portanto, ndo ha fluxo de organismos de v; para v;, porém ha fluxo de v; para v;. Isto
significa que, de acordo com a equacao de Fisher, os organismos podem migrar para um

ambiente hostil, mas ndo podem retornar para um ambiente favoravel.

Pode-se ver que, se A(;) € a matriz A sem a j-ésima linha e sem a j-ésima coluna e

p(j) € 0 vetor p sem a j-ésima coordenada, entéo

f(p) = Ap—g(p) = Ayry) — 9(pG)) = flpG)):

onde g(;)(p) é o vetor g(p) sem a j-ésima coordenada e f(p;)) € o vetor f(p) sem a j-ésima
coordenada. Se o subgrafo G’ que correspone a G sem o vértice v; possui as mesmas
propriedades que G, entdo A;) é a matriz da equacéo de Fisher sobre G'. O vetor p(;

contém os tamanhos populacionais no vértices de G'.

Seja (¢’ seja um subgrafo de G tal que (i) G’ possui as mesmas propriedades de G
e (i) todos os vértices de G que ndo fazem parte de G’ ndo sédo habitaveis. O subgrafo
G' é uma regido de G fora da qual os organismos ndo conseguem sobreviver. Pelo que
foi exposto acima, se v; € um vértice ndo habitavel, entdo o a;; = 0 para todo j e se v; é

habitavel, entéo a;; € dado por

Dz“ (o791 . .
Ty — Z 12‘]_ Z lijj ser =)
jiimg U i
J— D;,; i . . , e
Gij =y T+ - se i~ j e v; é habitavel (3.17)

0 outro caso.
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Seja I o conjunto dos indices dos vértices de G que pertencem a G'. Paracada i € I,
descarta-se a i-ésima linha e a i-ésima coluna de A. Seja Ay a matriz que resulta desta
operagdo. Seja p(;) 0 vetor p sem as coordenadas correspondentes aos indices em /.

Pode-se ver que

)
flp) =22 = 4p—g(p) = Ampay — 9(pmy) = flom), (3.18)

S ot
onde g(p)) e f(pw)) sa@o os vetores g(p) e f(p) sem as coordenadas correspondentes
aos indices em I, respectivamente. A equacgao de Fisher discreta para G’ C G é definida
como

dp
a? = Anrm — 9(pw) = flpw), (3.19)

Como G’ possui as mesmas propriedades que G, todos os resultados sobre a equagéo
de Fisher discreta obtidos neste capitulo aplicam-se a equacéao (3.19). Seja n; o nimero
de vértices de G'. A equacao (3.19) corresponde a um sistema de equagdes diferenciais
contendo n — n; equagdes. A equacao (3.19) descreve a evolugao temporal da distribui-
¢ao de uma populagédo sobre GG com a restricdo de que 0s organismos que compdem a

populacdo ndo conseguem sobreviver nos vértices cujos indices pertencem a [.
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4 Equacao de Fisher discreta sobre
redes hidrograficas

Este capitulo apresenta uma formulacdo da equagéo de Fisher discreta para popula-
cOes sobre redes hidrograficas, assumindo que tais redes constituem uma arvore binaria.
Um rede hidrografica apresenta propriedades tais como, o fluxo da agua ao longo dos
seus cursos d’agua e a existéncia de uma foz, as quais dao aos elementos da matriz da
equacao uma forma diferente daquela apresentada no capitulo 2. A equagao também é
formulada considerando-se que a fronteira da arvore que representa a rede hidrografica

nao é habitavel.

4.1 Representacao de redes hidrograficas e cursos d’agua
como arvores

Uma rede hidrografica é representada por uma arvore direcionada, binéria, ponderada
e enraizada. Os elementos que compdem a rede tais como cursos d’agua e confluéncias
se correspondem com os vértices e elos da arvore conforme descrito em Zaliapin et al.
(2010). Cada vértice interno da arvore corresponde a uma confluéncia entre cursos d’agua
e o0s elos representam os préprios cursos. O elo que conecta um vértice interno v; ao seu
filho corresponde a um cursos d’agua. Cada vértice externo pode corresponder a uma
nascente ou simplesmente a um ponto que limita a rede. A raiz da arvore corresponde a
foz da rede hidrografica. Portanto, o deslocamento no sentido de um vértice pai para um
de seus filhos equivale a um deslocamento no sentido de montante da rede hidrogréfica,
enquanto o deslocamento de um vértice filho para o seu pai equivale a um deslocamento
no sentido de jusante, isto é, a favor do fluxo da agua. Considera-se que apenas um curso
d’agua desagua na foz e, portanto, a raiz da arvore possui um unico filho. O valor da fungéo

peso no elo {i,j} é w; = 1/I%;, onde I;; é o comprimento do curso d’agua correspondente
a{ij}.
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A Figura 1(a) € o desenho de uma pequena rede hidrografica ficticia, enquanto que
a Figura 1(b) é sua representagdo como arvore binaria. Neste exemplo, a arvore contém
18 vértices. Os vértices se encontram codificados de acordo com uma arvore de busca

binaria. As setas indicam o sentido de jusante.

<
3¢ Ls “ B . !_/o
~_~4 /_1.{;13 e
1 g2 \\‘10/ "
/ e15 /"
\/k s 0%017 =0
a 4
I, 1
(a) Rede hidrografica (b) Arvore binaria (c) Sobreposicao

Figura 1: Rede de drenagem ficticia e sua representacao por uma arvore binaria.

Pode-se notar que a rede hidrografica na Figura 1(a) possui um corpo hidrico que nao
€ necessariamente um curso d’agua podendo ser, por exemplo, um lago ou um agude.
Na realidade, além dos cursos d’agua, uma rede hidrografica pode conter diversos outros
tipos de corpos hidricos. E possivel também que alguns cursos d’agua bifurquem, isto
€, que se dividam em dois ou mais cursos d’agua, criando assim cursos d’agua distribu-
tarios dos cursos d’agua originais. Em casos como este, modifica-se a rede hidrogréfica
subsituindo-se, por exemplo, tais corpos hidricos por linhas artificiais, de maneira a torna-la
uma arvore binaria. A Agéncia Nacional de Aguas (ANA) fornece um manual que contém
uma descrigao detalhada do procedimento de extracdo das redes hidrogréaficas brasileiras
a partir de modelos de elevagao digital e do procedimento de conversao de tais redes em
arvores binarias (ANA, 2007).

Um curso d’agua corresponde a uma rede hidrografica sem ramificagoes, isto €, sem
afluentes, sub afluentes, etc. Neste trabalho, representa-se um curso d’agua por um cami-
nho. Ou seja, um curso d’dgua é representado por uma arvore direcionada cujos vértices
internos possuem um filho. Equivalentemente, um curso d’agua contendo m pontos é re-
presentado por uma arvore de Cayley de grau dois e nivel m. A arvore direcionada (ou
caminho) que representa um curso d’agua contém apenas um veértice externo, o qual é dito

ser a sua cabeceira do curso d’agua. A raiz da arvore € dita ser a foz do curso d’agua.
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4.2 Formulacao da equacao

Seja G = (V, E,w) uma arvore direcionada binaria completa ponderada e enraizada
que representa uma rede hidrografica.

O movimento por advecgdo em G ocorre devido ao fluxo da agua. Os arcos (i, ) e
(7,7) de G representam as duas dire¢bes nas quais um mesmo curso d’dgua, o qual é
representado pelo elo {i,j}, pode ser percorrido. Dessa forma, «;; é a velocidade com
a qual a agua corre na diregdo (i,7). Sabe-se que a agua corre apenas na dire¢cdo de
um vértice filno para o seu pai. Ou seja, se v; € pai de v;, entdo «;; > 0 e se v; é filho
de v;, entdo «;; = 0. Portanto, sem que haja confusao, pode-se denotar a velocidade da
correnteza em v; por a;.

Neste trabalho, considera-se que a foz da rede hidrografica representa um ambiente

inospito. Portanto, a raiz de G é um vértice ndo habitavel.

O pai do vértice v; é denotado por v;,. Se v; € um vértice interno, entdo v;, e v;,
denotam seus dois filhos (quando houver). Seja a;; 0 elemento da matriz A da equacéo de

Fisher discreta. De acordo com (3.13), se v; € um vértice interno, entao

Ti_lz_.l_%_ZZQ se i = j e v; tem um filho
(251 T iig
ri— gt — P -t — 2t sei=jewv; tem dois filhos
(251 3 iig ii3
Dy . . ~ .
R se j =1 ev; Nao é araiz
a;j = A (4.1)

lT“rﬁ sej =1y0U ] =13

ij

D’L” . . . . .

e se v; tem dois filhos e j = i3

ij Z.

\ 0 caso contrério,
e, se v; é um vértice externo, entao
ri— gt — 1 sei=]
9% ?
D, . .
Q5 R sej =1 (4.2)
ij

0 caso contrario,

Pode-se ver que existe difusdo de todo vértice para o seu pai. A difusdo do vértice
pai para o vértice filho ocorre em todos os vértices com exceg¢do do vértice cujo pai é
a raiz, pois, conforme visto na sec¢do 3.5, ndo existe fluxo de um vértice ndo habitavel
para um vértice habitavel. Além disso, pode-se ver pela expressao (4.2) que organismos
localizados em vértices externos podem permanecer nele ou retornar para o vértice pai.

Portanto, quando a populagéo atinge a fronteira da rede hidrogréfica ela é refletida. Nesse



24

caso, diz-se que G possui fronteira reflexiva.

Supondo-se agora que a fronteira de G ndo é habitavel, o elemento a,; da matriz da
equacao de Fisher discreta sobre GG é

4 o D'Lil ay DiiZ . ) t f.Ih
ri— 7w T T se 1 =) e wv; temum tinos
%] 119
ri— gt — ¢ -t -t sei=jev; temdois filhos
3] g 119 i3
Dl ~ Ve . . .
R sev;, ndoéaraize j =1
Y%= b, | L
2 T —j se j = i3 € i3 N30 é exteno
ij ?
Di. . . . . . . ~ 7
2 T & se v; tem dois filhos, j = i3 e 73 ndo é externo
ij tj
0 caso contrério,

(4.3)

Pode-se ver que existe fluxo dos vértices internos na diregdo dos seus filhos. Entre-
tanto, se um vértice v; possui um filho v; na fronteira, entdo n&o existe fluxo de v; para v;.
Um individuo num vértice com um filho na fronteira pode permanecer no vértice, retornar
para um vértice interno, ou migrar para um vértice na fronteira. Nesse ultimo caso, o indi-
viduo nao retorna a rede hidrografica. Em outras palavras, quando a populacao atinge a

fronteira, ela é absorvida. Nesse caso, dizemos que G possui fronteira absorvente.

Tanto no caso em que a fronteira de G é reflexiva quanto no caso em que sua fron-
teira é absorvente, o subgrafo GG’ formado pelos vértices habitaveis de G é uma arvore
direcionada binaria completa. No primeiro caso, G’ corresponde GG sem a raiz. A matriz
da equacgdo de Fisher discreta sobre G’ é obtida eliminando-se as linhas e as colunas de
A correspondentes aos vértices ndo habitaveis, conforme descrito na se¢do 3.5. Seja I o
conjunto dos indices dos vértices n&o habitaveis e A ;) a matriz que resulta desta operagéo,
a equacéo de Fisher discreta sobre G’ é dada por

dp
ail) = Ao — 9(pw)), (4.4)

onde p(1y € g(p(r)) sa@o os vetores p e g(p) sem as coordenadas com indices em /.

A equacao (4.4) descreve a evolucao temporal da distribuicdo de uma populagéo so-
bre G' com fronteira reflexiva ou com fronteira absorvente, dependendo dos indices em [.
Se a fronteira de G é reflexiva, entdo I contém apenas o indice da raiz e a equagao (4.4)
corresponde a um sistema de equagdes diferenciais composto por n — 1 equagdes. Con-

forme visto na secédo 3.1, para valores grandes de n, 0 jacobiano deste sistema € altamente
esparso.
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5 Crescimento e dispersao
Populacionais na Rede
Hidrografica da Bacia Amazonica

Neste capitulo, a equacéao de Fisher discreta € utilizada para simular o crescimento e a
dispersao de uma populagao formada por organismos aquaticos de uma Unica espécie ao
longo da porgao brasileira da rede hidrogréafica da Bacia Amazoénica. A Figura 2 exibe um

mapa com os principais corpos hidricos que compdem a rede.

A Agéncia Nacional de Aguas (ANA) dispde de um conjunto de dados no qual a rede
hidrografica da bacia Amazonica é representada por trechos de curso d’agua, os quais
se conectam de acordo com uma arvore direcionada binaria. Utilizando as informacdes
contidas neste conjunto de dados, sao identificados os vértices, os elos e a raiz da arvore,
bem como o comprimento dos elos, o pai e os filhos de cada vértice e suas coordenadas

geograficas.

As simulacdes sao realizadas sob quatro cenarios distintos, os quais correspondem a
uma combinacdo de valores dos parametros da equacao de Fisher discreta. Em um dos
cenarios, a velocidade da correnteza € nula e em outro € positiva e constante. Nos outros
dois, a velocidade da correnteza em cada vértice € estimada a partir de dados também
fornecidos pela ANA.

Os conjuntos de dados fornecidos pela ANA sao obtidos através do portal HidroWeb
cujo endereco é http://hidroweb.ana.gov.br. Esse portal encontra-se em processo de refor-
mulagao e ao usuario é permitido escolher entre acessar a versdo antiga ou a versao nova

do portal. Neste trabalho, utiliza-se a versdo antiga do HidroWeb.
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Figura 2: Porgao brasileira da rede hidrografica da Bacia Amazdnica.
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5.1 Descricao e pré-processamento dos dados

Esta secao descreve a obtencéo e a preparacao dos dados para o uso posterior nas
simulagbes. Todos os procedimentos de leitura e pré-processamento dos dados foram

executados através de programas escritos em linguagem R (R CORE TEAM, 2015).

Os dados relativos a estrutura da rede hidrogréafica da Bacia Amazodnica encontram-se
na pasta Bacia1l.zip, a qual pode ser baixada através do portal HidroWeb acessando-se

os links Mapas — Baixar Bacias localizados na pagina principal deste portal.

Nesse conjunto de dados, a rede hidrografica encontra-se dividida em segmentos de-
nominados cursos d’agua e cada curso d’agua é dividido em subsegmentos denominados
trechos de curso d’agua.

O shapefile Hidrografia 100000.shp na pasta Bacia1.zip contém as linhas poligonais
que definem os trechos de curso d’agua, bem como os valores de 32 variaveis (ou atributos)
referentes aos 75.756 trechos de curso d’agua que compdem a rede. A rede hidrografica
da bacia Amazénica gerada a partir do shape Hidrografia 100000.shp pode ser visualizada
na Figura 3. A descricao das 32 variaveis pode ser vista em ANA (2006). Este trabalho fez

uso de apenas 10 variaveis, as quais encontram-se descritas a seguir.

e cotrecho: cédigo do trecho de curso d’agua;
e cocursodag: cddigo do curso d’agua onde o trecho se insere;
e nucomptrec: comprimento do trecho de curso d’agua;

e nudistcdag: distancia ao longo do curso d’agua da foz do trecho a foz do curso

d’agua onde ele se insere;

e norio: Nome do corpo d’agua no trecho propriamente dito, obtido na carta do milio-

nésimo, ja sistematizado;

e nutrjus: cédigo do trecho imediatamente a jusante da confluéncia; codigo do trecho

no qual o curso d’agua desagua;
e nulongnopa: longitude em graus decimais da foz do trecho de curso d’agua;
e nulatnopa: latitude em graus decimais da foz do trecho de curso d’agua;
¢ nulongnode: longitude em graus decimais da cabeceira do trecho de curso d’agua;

e nulatnode: latitude em graus decimais da cabeceira do trecho de curso d’agua.
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Figura 3: Shape da rede hidrografica da Bacia Amazdnica.
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Os cinco primeiros valores dessas variaveis podem ser visualizados na Tabela 1.

Tabela 1: Cinco primeiros valores das dez variaveis utilizadas na identificagdo da arvore
binaria.

cotrecho cocursodag nucomptrec nudistcdag norio nutrjus  nulongnopa nulatnopa nulongnode nulatnode
90961 3966992 11,27 0,00 <NA> 90948 -53,23 2,33 -53,31 2,34
91045 396994 4,51 0,00 Queriniutu 91055 -53,25 2,21 -53,28 2,19
91055 396 25,57 315,96 Queriniutu ~ -9999 -53,05 2,18 -53,25 2,21
91062 396 4,31 341,53 <NA> -9999 -53,25 2,21 -53,26 2,17
91064 396 8,03 307,92 Queriniutu ~ -9999 -52,98 2,17 -53,05 2,18

As variaveis cotrecho e cocursodag sdo numeros que identificam unicamente os tre-

chos e os cursos d’agua, respectivamente.

A cabeceira de um trecho é o ponto do trecho localizado mais a montante e a foz de
um trecho é o seu ponto localizado mais a jusante. A cabeceira de um curso d’agua € o
ponto do curso localizado mais a montante e a foz do curso é o seu ponto localizado mais
a jusante. O trecho cabeceira de um curso € aquele cuja cabeceira é igual a cabeceira do

curso. O trecho foz de um curso é aquele cuja foz é igual a foz do curso.

O valor da variavel nudistcdag correspondente a um determinado trecho de curso
d’agua é a distancia entre a foz deste trecho e a foz do curso d’agua ao qual ele pertence. O
trecho cabeceira de um curso d’agua X possui 0 maior valor de nudistcdag dentre aqueles
que pertencem a X, enquanto que o valor de nudistcdag correspondente ao trecho foz de

X é o menor.

Se a cabeceira de um trecho z € igual a foz de um trecho y, entdo y desagua em z. Um
caminho de trechos é uma sequéncia de trechos de curso d’agua z = x1,--- ,,, = y tal
que, para todo i > 1 z; desdgua em x,,;. Dois trechos z e y sdo ditos serem conectados

se existe um caminho de trechos entre eles.

Os trechos que compéem um determinado curso d’agua podem ser ordenados de ma-
neira a formarem um caminho de trechos. Seja + = =, --- ,x,, = y 0 caminho corres-
pondente ao curso d’agua X. Os trechos = e y sdo os trechos cabeceira e foz do curso
d’agua, respectivamente. O curso d’agua X desagua no mesmo trecho em que seu trecho
foz y, desagua. O valor da variavel nutrjus € o codigo do trecho no qual y desagua. Se
nutrjus assume o valor -9999, entdo y e, consequentemente, X desaguam numa foz da
rede hidrografica, o que significa dizer que a rede hidrogréfica ndo se extende além do
curso d’agua X (ou do trecho y). A foz de um curso d’agua pode ser uma confluéncia ou
uma foz da rede hidrografica.
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Construcao da matriz de dados dos vértices

A ANA construiu seu conjunto de dados de forma que todos os trechos de curso d’agua

desaguam em, no maximo, um outro trecho e, dado um trecho z, existem no maximo dois

outros trechos que desaguam em x (ANA, 2006, 2007). Essas duas propriedades garantem

que a rede hidrogréfica corresponda a uma arvore direcionada binaria. Os elementos que

compdem a arvore, isto é, a raiz e os demais vértices, seus pais, seus filhos e os elos,

podem ser obtidos a partir das dez variaveis descritas na secao 5.1. Tais elementos sdo

obtidos executando-se as seguintes etapas:

1)

Ordenacao os trechos de curso d’agua dentro de cada curso d’agua. Nesta
etapa, os trechos de curso d’agua sao postos em ordem crescente com relagéo a
variavel cocursodag e os trechos que compéem um mesmo curso d’agua sao postos
em ordem decrescente com relagdo a variavel nudistcdag. Dessa forma, trechos em

sequéncia e do mesmo curso d’agua correspondem a um caminho de trechos.

Identificacao do trecho de curso d’agua no qual cada trecho desagua. Seja
x1,--- , T, a sequéncia de trechos correspondente a um curso d’agua X. Com a
ordenacao fixada na etapa 1), paracada: = 1,--- ,m — 1, x; desdgua em z;.;. O

cédigo do trecho no qual z,,, desagua é o valor da variavel nutrjus.

Identificacao e exclusao dos trechos de curso d’agua que nao se conectam ao
rio Amazonas. Cruzando-se os valores das variaveis norio e cocursodag, pode-se
ver que o rio Amazonas faz parte do curso d’agua com cédigo 4. Este curso d’agua
é dito ser o curso d’agua principal da rede hidrografica. Um trecho x se conecta ao
rio Amazonas se existe um caminho de trechos x = z4, - - - , x,, tal que z,, faz parte
do curso d’agua 4. Nesta etapa, os trechos que ndo se conectam ao rio Amazona

sao excluidos.

Identificacao dos elementos da arvore binaria. A raiz é a foz do rio Amazonas,
a qual é a foz do curso d’agua principal. Os demais vértices sdo as cabeceiras dos
trechos de curso d’agua. Isto &, a cabeceira v, do trecho x é um vértice. Se x
desagua em y, entdo v, € o pai de v,. Consequentemente, v, € filho de v,. O trecho

do qual v, é a cabeceira € o elo que conecta v, a v,.

Ao executar essas etapas, obtém-se 73.987 trechos que se conectam ao rio Amazo-

nas. Os vértices da arvore binaria correspondente a rede hidrografica da bacia Amazoénica

podem ser vistos na figura 4.
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Figura 4: Vértices da arvore binaria correspondente a rede hidrografica da Bacia Amazé-
nica.
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Os vértices recebem rétulos de 1 até 73.948 e suas informacdes sdo armazenadas
numa tabela contendo seis colunas. Os cinco primeiros registros dessa tabela encontram-
se na Tabela 2. Os rétulos dos vértices identificam a posicao do vértice na tabela. Cada
linha corresponde a um vértice e cada coluna a uma variavel. A primeira coluna é o com-
primento do elo que conecta o vértice ao seu pai. As segunda e terceira colunas sao
as longitude e a latitude, respectivamente, do vértice. As quarta, quinta e sexta coluna
sdo indices do pai, do filho 1 e do filho 2 do vértice. Se um vértice ndo tem filhos, seus
campos filho 1 e filho 2 recebem o c6digo -9999. Se um vértice tem apenas um filho, entao
o campo filho 1 recebe o indice do seu unico filho e seu campo filho 2 recebe o cédigo

-9999. Além disso, como a raiz ndo possui pai, seu campo pai recebe o codigo -9999.

Tabela 2: Cinco primeiros valores das variaveis associadas aos vértices.

Comprimento do elo  Longitude Latitude Pai Filho1 Filho 2

0,78 -69,92 -4,35 2 10268 37014
13,68 -69,91 -4,35 3 1 35470
5,40 -69,79 -4,37 4 2 30297
3,22 -69,74 -4,36 5 3 30295
9,95 -69,71 -4,36 6 4 60900

5.3 Estimacao das Velocidades da Correnteza

As velocidades da correnteza em cada um dos vértices da rede hidrografica da bacia
Amazobnica foram estimadas com base nas séries temporais das velocidades da correnteza
observadas em diversas estacoes fluviométricas localizadas na bacia Amazénica. A ANA
disponibiliza através do HidroWeb uma base de dados que contém as velocidades medidas

em m/s para cada estacédo. O procedimento de aquisicao destes dados é descrito a seguir.

Primeiramente, obtém-se os codigos que identificam cada uma das estagdes na bacia
Amazobnica e suas coordenadas geograficas. Isto é feito acessando-se os links Dados
Hidrolégicos — Estacdes na pagina principal do HidroWeb. Estes links levam a um
formulario no qual pode-se informar o tipo da estagédo e o cddigo da bacia hidrografica na
qual ela esta localizada. O tipo da estagao é Fluviométrica e o codigo da bacia Amazénica
€ 1. Em seguida, informa-se o formato do arquivo que contém os dados das estagdes:
ACCESS ou TXT. O formato utilizado neste trabalho € o ACCESS. Feito isso, 0 arquivo é
baixado acessando-se o link gerado no topo do formuléario. A tabela Estacao contida neste
arquivo ACCESS contém o cddigo e as coordenadas geograficas. Pode-se ver por esta

tabela que existem 1.285 estacdes fluviométricas na bacia Amazénica.
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Os links Dados Hidrolégicos — Séries Historicas na pagina principal do HidroWeb
levam a um formulario no qual pode-se informar o codigo da estagédo cujos dados séo
pretendidos. Apoés informar o cédigo e clicar no botao Listar, uma tabela é gerada acima
do formulario. O campo Cédigo desta tabela é um link que leva a uma pagina contendo
informacdes sobre a estacdo. A caixa Consultar série de: nesta pagina contém as ta-
belas de dados disponiveis para a estacdo. A série temporal de velocidades médias da
correnteza esta contida na tabela Resumo de Descarga. Esta tabela pode nao estar dis-
ponivel em algumas estacdes. Feito isso, informa-se o formato da tabela, o qual pode ser
ACCESS ou TXT, e clica-se no botado correspondente. No topo da péagina, é gerado um
link através do qual uma pasta compacatada contendo a tabela RESUMODESC pode ser
baixada. O Nome da tabela ¢ RESUMODESC. A coluna 10 desta tabela, a qual é rotulada
como VelMedia, contém as observagoes da velocidade média para a estacéo cujo cédigo

foi informado inicialmente.

Neste trabalho, desenvolveu-se um programa em linguagem R que verifica a disponi-
bilidade da tabela RESUMODESC para cada estacao e baixa as pastas compactadas que
contém estas tabelas, caso estejam disponiveis. Também foi desenvolvido um programa
em linguagem R, o qual calcula as médias das velocidades em cada uma das tabelas

baixadas.

Das 1.285 estagOes fluviométricas, 442 contém a tabela RESUMODESC e em duas
destas estacdes, a tabela ndo contém a velocidade meédia, resultando em 440 estagdes.

Os pontos de cor vermelha na Figura 5 correspondem as posi¢oes destas estagoes.

Latitude
-5
|
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-15

T
-80 -70 -60 -50
Longitude

Figura 5: Estacbes fluviométricas para as quais a velocidade média da correnteza
encontra-se disponivel.
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A partir da amostra composta pelas 440 velocidades médias calculadas para cada
estacao, obteve-se as estimativas das velocidades em cada vértice da rede aplicando-se
estimador de Nadaraya-Watson com nucleo Gaussiano (KVAM; VIDAKOVIC, 2007).

Para cada vértice v;, 0 peso w;; da estagéo e; com relagdo a v; € definido como

~ p(di; h)

= — , (5.1)
Z Y(dij; h)
7j=1

ij

2
ds;
2h

onde d;; é a distancia geogréfica entre v; e e;, 1(d;;; h) = exp (— ) e h € o parametro
de suavidade. Seja a; a velocidade observada em ¢;. A estimativa da velocidade em v; €

dada por

j=1

Pode-se ver que o estimador é uma média ponderada das velocidades observadas. O
valor de h regula o peso que cada observagao tem sobre a estimativa num determinado
ponto; quanto maior o valor de h, maior o peso de observagdes distantes; quanto menor o

valor de h, menor o peso das observacoes distantes.

O valor de h é obtido pelo método leave-one-out (SIMONOFF, 1996). Neste método,
para cada ponto no qual a velocidade é observada, calcula-se a estimativa da velocidade
no ponto a partir do conjunto de dados sem este ponto. O valor de i é aquele que minimiza
0 erro quadratico médio obtido por esse procedimento. A Figura 6 contém o grafico do erro
quadratico médio para cada h = 100, 200, 300, - - - , 1000. Pode-se ver que erro quadratico

médio tem um minimo local em h = 600. Este foi o valor adotado no presente trabalho.

EQM

202 204 206 208 210 212 214

T T T T T
2000 4000 6000 8000 10000

o 4

Figura 6: Erro quadratico médio obtido pelo método leave-one-out.
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A Tabela 3 contém um resumo estatistico das velocidades estimadas, convertidas para

km/h. O mapa de calor na Figura 7 mostra a distribuicao espacial das estimativas.

Tabela 3: Estatisticas sobre as velocidades estimadas (km/h).

Minimo 1° Quartii Mediana Média 2° Quartii  Maximo
0,32 1,75 2,29 2,51 2,79 25,21

.

- 20

- 15

Latitude
5
|

10

-10

-15

Longitude

Figura 7: Velocidades estimadas em km/h.

5.4 Simulacoes

Nesta secdo, utiliza-se a equacao de Fisher discreta para simular o processo cres-
cimento e dispersdao populacionais ao longo da rede Hidrografica da bacia Amazoénica,

assumindo-se que a rede hidrografica possui bordas reflexivas.

Conforme visto na secéo 3.4, a populacéo cujo comportamento € governado pela equa-
¢ao de Fisher discreta é persistente se 0 maior autovalor da matriz da equagéo é positivo.
Como a matriz da equacao de Fisher discreta ndo depende da capacidade de carga, pode-
se concluir que o fato da populacao ser ou nao ser persistente independe da capacidade
de carga. Isto significa que, fixados os comprimentos dos elos, 0s quais correspondem aos
comprimentos dos trechos de curso d’agua, a persisténcia populacional depende apenas

do coeficiente de difusédo e da taxa de crescimento natural percapita.
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A Figura 8(a) exibe os valores do maior autovalor em fungéo do coeficiente de difu-
sdo e da taxa de crescimento natural percapita. Pode-se ver que o autovalor se comporta
como fungao crescente dos dois parametros. A curva na Figura 8(b), denominada curva de
persisténcia, representa os valores da taxa crescimento natural percapita e do coeficiente
de difusdo para os quais o autovalor é igual a zero. Qualquer combinacao desses dois
parametros acima da curva resulta num autovalor positivo; qualquer combinagdo abaixo
da curva resulta num autovalor negativo. Pode-se ver que, quanto menor a taxa de cresci-
mento natural percapita, maior deve ser o coeficiente de difusdo. Isto ocorre por conta da
acao do fluxo da agua. Devido ao fluxo, os organismos sao continuamente arrastados para
a foz. A perda da populagdo num dado ponto € compensada pela reproducao, a qual é de-
terminada pela taxa de crescimento populacional percapita, ou pela capacidade de nadar
contra o fluxo, a qual é determinada pelo coeficiente de difusdo. Sendo assim, populacdes
com baixa taxa de natalidade precisam ter elevada capacidade de nado para conseguirem

se fixar em algum ponto da rede hidrogréfica.
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Figura 8: (a) Maior autovalor da matriz do sistema vs coeficiente de difusdo. (b) Curva de
persisténcia.

Com base na curva de persisténcia, considera-se 4 cenarios para as simulagdes. Os
parametros correspondentes a cada cenario encontram-se na Tabela 4. A distancia é

medida em km e o tempo é medido em dias.

Tabela 4: Cenarios e os respectivos parametros

Cenario r; K; D; (%]
1 0,05 1 1.600 0
2 0,05 1 1.600 43,2
3 0,05 1 1.600 Q;
4 005 1 min{3al;1.600} &
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Em todos os cenarios, a taxa de crescimento natural per capita e a capacidade de
carga sao iguais a 0,05 e 1, respectivamente. Nos cenarios 1, 2 e 3, o coeficiente de
difusdo é constante e igual a 1.600 Km?/dia. No cenario 1, a velocidade da correnteza é
zero em todos os vértices. No cenario 2, a velocidade da correnteza é constante e igual
a 43,2 km/dia, a qual corresponde a 0,5 m/s. Nos cenarios 3 e 4, utilizam-se as veloci-
dades da correnteza estimadas conforme descrito na secdo 5.2. Como tais velocidades
se encontram em m/s, € necessario converté-las para Km/dia multplicando-as pelo fator
60 x 60 x 24/1000 = 86, 4. No cenario 4, o valor do coeficiente de difusdo em v; € o minimo
entre 3¢;l; e 1.600. Neste caso, o coeficiente de difusdo varia de acordo com a velocidade
da correnteza: quanto maior a velocidade, maior a coeficiente de difusdo. Entretanto, seu
valor so cresce até 1.600 km?/dia. Em todos os cenarios, considera-se que a fronteira da

rede hidrografica é reflexiva.

Seja p(t) a solugdo da equagdo de Fisher discreta com p(0) = py como populagdo
inicial. Seja0 =t,,---,t, =T uma sequéncia de instantes de tempo. Simular a evolu¢ao
temporal da distribuicdo de uma populacdo com base na equacao de Fisher discreta signi-
fica obter numericamente o valor de p(¢;) paracadai = 1,--- ,n, dada a populagéo inicial
po- Como a rede contém 73.987 vértices e sua fronteira é reflexiva, a equacao de Fisher
discreta corresponde a um sistema composto por 73.987 equacdes. Apesar do elevado
namero de equagdes, o jacobiano deste sistema € altamente esparso. Neste trabalho,
este sistema é resolvido numericamente utilizando-se o0 método LSODES, o qual é ade-
quado para resolver sistemas stiff ou nao stiff contendo um grande niumero de equagdes
e com jacobiano esparso (HINDMARSH, 1983). Este método encontra-se implementado na
subrotina LSODES do pacote ODEPACK escrito em Fortran (HINDMARSH, 2001). Neste
trabalho, desenvolveu-se um programa em linguagem R que utiliza a funcao Isodes do
pacote deSolve, a qual fornece uma interface para a subrotina LSODES (SOETAERT et al.,
2010).

Em todos os cenarios, t; = t;_1 + 10, paratodo: = 2,--- ,T, e T' = 4.500. Ou seja,
observa-se os tamanhos populacionais durante os 4.500 primeiros dias em intervalos de

10 em 10 dias. Considera-se também que py = 1 em todos os cenarios.

Os graficos na Figura 9 representam o processo de dispersdo simulado sob as condi-
¢bes do cenario 1. Os mapas de calor nas Figuras 9(a), 9(b), 9(c) e 9(d) correspondem
a distribuicao espacial da populacao nos instantes de tempo indicados. Os pontos de cor
preta representam os locais nos quais 0s organismos foram introduzidos. Pode-se ver que
a populacédo se expande mais rapidamente a partir do centro. O mapa de calor na Figura

9(e) corresponde ao ponto de equilibrio do tamanho populacional. Por este mapa, todos
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os vértices tendem a ser ocupados, com excecao da foz, pois este € um vértice nao habi-
tavel. Pode-se ver também que o tamanho populacional em pontos proximos a foz tende
a ser menor do que em pontos mais distantes. O tamanho populacional maximo obser-
vado na distribuicdo populacional de equilibrio € igual a 1 em cerca de 99% dos vértices,
considerando-se uma aproximagao por trés casas decimais. Além disso, o tamanho po-
pulacional total no equilibrio € 73.972,24, o que corresponde a uma média de 0,9998 por

vértice, excluindo-se a foz.

O grafico na Figura 9(f) € o tamanho populacional versus o tempo nas duas situa-
coes sendo consideradas. Este grafico confirma o fato j& mencionado de que a populagao
cresce mais rapidamente a partir do centro. O tempo que a populacao leva para atingir o
equilibrio, denominado tempo de convergéncia e denotado por 74, € estimado tomando-se
o menor instante de tempo para o qual a maior diferenca entre a populagéo e a populagao
de equilibrio em cada vértice é menor que 10~°. O tempo de convergéncia no caso em que
a populagao é introduzida na cabeceira do curso d’agua principal é 1.481 dias, enquanto
que o tempo de convergéncia no caso em que 0 organismo é introduzido no meio do curso

d’agua principal € 1.121 dias.

Os graficos nas Figuras 9(g) e 9(h) mostram a curva suavizada do tamanho populaci-
onal ao longo do curso d’agua principal em fungédo da posi¢cdo com relagdo aos pontos de
concentragao da populacao inicial. Esses gréaficos representam o avango das frentes de
migracdo ao longo do curso d’agua principal. No gréfico na Figura 9(g), a frente avanca
a jusante na medida em que os trechos a montante sdo ocupados. Ja no gréfico 9(h),
pode-se ver que existem duas frentes de migracdo, uma a montante e outra a jusante, as

quais avangam na medida em que a regiao central do curso d’agua é ocupada.

O espagamento entre as curvas na Figura 9(g) € aproximadamente constante, o que

significa que, neste caso, a frente avanga a uma velocidade aproximadamente constante.
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Figura 9: Disperséo populacional sob o cenario 1.
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Os resultados da simulacédo no cenario 2 pode ser visto na Figura 10. Pelos mapas
nas Figuras 10(b), 10(c) e 10(d), a expansao espacial da popula¢ao ocorre de forma mais
restrita quando se leva em conta o fluxo da dgua. O mapa na Figura 10(d), o qual é o ponto
de equilibrio do tamanho populacional, confirma esta tendéncia. Neste cenario, o tamanho
populacional em alguns vértices € maior do que 1. No equilibrio, 904 vértices apresentam
tamanho populacional maior que 2, e o maior tamanho populacional é 5,77. Entretanto,
estes vértices representam uma fragcdo muito pequena da rede: o tamanho populacional
em 75% dos vértices é inferior a 0,42. O tamanho populacional no equilibrio é 23.517,75,

o qual é bem inferior ao tamanho populacional no cenério 1.

A classificacdo de Horton-Strahler ordena os trechos de curso d’agua numa rede hi-
drografica (os elos da arvore) de acordo com a importancia de seus afluentes. Os Trechos
externos, isto é, os trechos cuja nascente sédo vértices externos, recebem ordem 1, pois
nao possuem afluentes. Se um trecho se conecta a dois outros de ordem j, sendo j > 1,
entdo ele recebe ordem j + 1. Se um trecho se conecta a dois outros de ordens diferentes,
ele recebe a maior ordem dentre os dois trechos. A Tabela 5 contém a quantidade de

trechos por ordem de Horton-Strahler.

Tabela 5: Quantidade de trechos por ordem de Horton-Strahler

Ordem 1 2 3 4 5 6 7 8
36.989 17.118 9.398 5.741 2835 1.438 401 67

O mapa na Figura 10(f) contém os cursos d’dgua com as 5 maiores ordens. Pode-se
ver a semelhancga entre este mapa e o mapa de calor na Figura 10(e). Isto indica que a
populacdo tende a se distribuir ao longo dos principais cursos d’agua, de acordo com a

classificacao de Horton-Strahler.

O gréfico na Figura 10(h) mostra o avango da populagdo ao longo do curso d’agua
principal. Na medida em que os vértices a montante sdo ocupados, a frente de migracao
avanca a jusante no curso d’agua principal. O tempo de convergéncia estimado é de 6.110

dias.
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A Figura 12 exibe os gréficos relativos a simulagcéo sob o cenario 3. A diferenga entre
esse cenario e o cendrio 2 € que as velocidades da correnteza utilizadas neste cendrio
sao as velocidades estimadas, enquanto que no cenario 2, a velocidade é constante. No-
vamente, pode-se ver a tendéncia da populagdo de se distribuir ao longo dos principais
cursos d’agua, de acordo com a classificacdo de Horton-Strahler. Entretanto, ha uma ni-
tida reducao na quantidade de cursos d’agua ocupados com relagdo ao cenario 2. Isto se
deve ao fato de que em cerca de 73% dos vértices a velocidade da correnteza € maior do
que os 43,2km/dia fixados no cenario 2. A Tabela 6 apresenta um resumo dos tamanhos
populacionais nos vértices com velocidade abaixo de 1,75 km/h (grupo 1), entre 1,75 km/h

e 2,79 km/h (grupo 2) e acima de 2,79 km/h (grupo 3).

Tabela 6: Estatisticas dos tamanhos populacionais no cenario 3.

Minimo 1° Quartii Mediana Média 2° Quartii  Maximo

Grupo 1 0 0,07 0,28 0,43 0,65 8,81
Grupo 2 0 0 0,01 0,16 0,16 4,85
Grupo 3 0 0 0 0,10 0,02 8,18

A média e a mediana dos tamanhos populacionais nos vértices do grupo 1 séo siginfi-
cativamente maiores do que aquelas observadas nos vértices dos outros dois grupos. Os
tamanhos populacionais totais nos grupos 1, 2 e 3 sao 7.913,99, 6.085,151 e 1.860,22,
respectivamente. Como a populagao total € 15.859,66, cerca de 50% da populagdo se
concentra no grupo 1, 38% no grupo 2 e 12% no grupo 3. Estes fatos indicam que vérti-
ces com maiores velocidades tendem a ser menos habitados. O tempo de convergéncia
estimado é de 57.800 dias.

As Figuras 12(a) e 12(b) destacam uma regiao da rede hidrografica formada por 181
vértices. O tamanho populacional nesses vértices é superior a 0,5 e a média é 0,78. Ao
longo do caminho que conecta esses vértices a raiz, existe um subcamiho formado por 26
vertices com populagéo inferior a 0,081 e média igual a 0,06. Tal subcaminho pode ser visto
como um habitat indspito no qual a sobrevivéncia dos organismos é dificultada. Isso pode
fazer com que haja pouca interacao entre os organismos que habitam regiées a montante
desse caminho e os organimos que habitam a regido a jusante, o que implica no isolamento
da populacao que habita a regido formada pelos 181 vértices. Os organismos nessa regiao
podem se encontrar sob diferentes condigcbes ambientais e, portanto, diferentes pressdes
de selecdo. A longo prazo, isso pode ocasionar no surgimento de uma espécie distinta da
original. Essa nova espécie surge como consequéncia da dispersdo populacional. Isso é
0 que prevé a filogeografia, ramo no qual se estuda as variagdes genéticas entre espécies

como causa de processos populacionais e demograficos (AVISE, 2000).
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No cenario 4, o movimento por difusdo é regulado pela velocidade da correnteza. Se a
velocidade da correnteza for suficientemente pequena num determinado vértice, a difuséo
neste vértice ocorre a uma taxa menor do que 1.600. Na medida em que a velocidade
aumenta, o organismo, procurando resistir a correnteza, aumenta sua capacidade de au-
mentando, portanto, a capacidade de difusdo da populagdo. Entretanto, a difusdo pode
chegar até 1.600 Km?/dia. Os resultados da simulagéo sob o cenario 4 podem ser vistos
na Figura 13.

Com a possibilidade de redugéo da capacidade de difusao, também se reduz o terri-
toério ocupado. De acordo os mapas de calor, a populagédo tende a ocupar apenas alguns
rios, dentre 0s quais encontram-se o rio Amazonas e trés dos seus principais principais
afluentes: os rios Solimdes, Negro e Madeira. No equilibrio, o tamanho populacional total
€ igual a 1.760,036. O tempo de convergéncia € 12.180 dias.
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6 Sobre o papel das ramificacoes de
uma rede hidrografica na
sustentacao da vida

Este capitulo fornece uma evidéncia matematica de que as ramificacées de uma rede
hidrografica favorecem espécies com pouca capacidade de se locomoverem contra o fluxo

da agua.

Utilizando a equacdo de Fisher discreta como modelo e assumindo que um curso
d’agua e uma rede hidrografica sao representados por arvores de Cayley de graus 2 e 3,
respectivamente, demonstra-se que populagdes com coeficiente de difusdo abaixo de um
certo patamar persistem numa rede hidrografica, porém nao persistem num curso d’agua,
por mais longo que ele seja. Como um curso d’agua equivale a uma rede hidrografica sem
ramificagdes, isto é, sem afluentes, subafluentes, etc, pode-se concluir que a eliminagao
de afluentes e subafluentes de um curso d’agua impacta negativamente, e de maneira
mais severa, a capacidade de sobrevivéncia de populacdes formadas por espécies com
pouca capacidade de locomogéao. Este resultado também revela a influéncia que a topolo-
gia da rede hidrogréafica exerce sobre sua capacidade de sustentacdo de uma populagao:
s trechos de curso d’agua dispostos em sequéncia formam um habitat incapaz de susten-
tar uma populagédo com coeficiente de difusédo suficientemente pequeno, enquanto que os
mesmos s trechos conectados de acordo com uma arvore bindria, formam um habitat no

qual a populacéo persiste.

6.1 A Equacao de Fisher discreta sobre arvores de Cayley

Seja G = (V, E,w) uma arvore direcionada, ponderada e enraizada com m -+ 2 niveis
tal que sua raiz possui um unico filho, todos os vértices internos possuem k — 1 filhos e
todos os vértices externos sdo do mesmo nivel. A funcdo peso w € definida de tal forma

que seu valor em (i, j) é w;; = 7, onde I;; € o comprimento do elo {7, j}.
ij
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Seja P uma populagao cujo habitat &€ G. Supdem-se que P é governada pela equacgao
de Fisher discreta com parametros constantes na qual D denota o coeficiente de difuséo,
« a velocidade de advecgéo, r o crescimento natural per capita, K a capacidade de carga
em cada vértice e [ o comprimento do elos. Supde-se que 0 movimento por advecgao
ocorre apenas na direcao de um vértice filho para seu pai, como no caso de uma rede

hidrografica e que a fronteira de G nao é habitavel.

Seja a;; 0 elemento situado na i-ésima linha e na j-ésima coluna da matriz A da equa-

céo de Fisher discreta sobre G. Se v; ndo é um vértice habitavel, entdo a;; = 0, para todo

j=1,---,n. Se v; € um vértice habitavel de GG, entao
(r— kD o gpi=
L se j =i, e v;, ndo é a raiz
a; =4 H+4 se j = i € i, NA0 é exteno
Z+e j =3 € i3 nd0 & externo
0 caso contrario.

Seja G’ a subarvore formada pelos vértices habitaveis de (G. Pode-se ver que G’ =
B,m), isto é, G’ € uma é&rvore de Cayley de grau k e nivel m. A raiz de G’ é o filho da raiz
de . Seja n; o nimero de vértices no nivel m — j + 1 de G'. Isto é, n; é 0o nUmero de
vértices no ultimo nivel m, n, € o nimero de vértices penultimo nivel m —1 e, prosseguindo
dessa maneira, n,, € o nimero de vértices no nivel 1. Dessa forma, n; = k™7 e, portanto,

nj/nj1 =k, paratodo j =1,--- ,m — 1. Denote por n 0 nimero de vértices em G'.

Seja A’ a matriz da equacao de Fisher discreta sobre GG, a qual é obtida excluindo-se
as linhas e as colunas de A correspondentes aos vértices ndo habitaveis. Supde-se que
os vértices de (G sdo indexados de acordo com Rojo e Soto (2005). Ou seja, atribui-se os
indices© = 1,...,n a cada um dos vértices pecorrendo-se a arvore da esquerda para a
direita em cada nivel a partir do ultimo até primeiro nivel. Neste caso, o vértice v,, é a raiz
de G'. Se v; é pai de v;, entdo j > i e se v; € um dos filhos de v;, entdo j < i. Pode-se
ver que o termo 122 esta presente em todos os elemetos de A’ correspondentes a vértices
vizinhos e que o termos ZQQ + ¢ esta presente apenas nos elementos da parte triangular

inferior de A’ correspondentes a vértices vizinhos. Portanto, A’ pode ser escrita como

D _ ~ _ -
A'_(7“—%D_%>fn+1_2A/+%Al_“[n+bz4/+(c—b)f4la 6.1)

onde A’ é a matriz de adjacéncia de G/, A’ é a parte triangular inferior de A’, I,, é a matriz

identidade de ordemn x n,a=r— 52 —2¢ b=DBec=5 + 2
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Seja u; 0 vetor coluna de dimenséao k cujas coordenadas sdo iguaus a 1 e, para todo

Jj=1,---m, seja U; a matriz diagonal em blocos de ordem n; x n;, definida como

Uk
Uk
0

0 U

Segundo Rojo e Soto (2005), a matriz de adjacéncia de G’ é dada por

0 U
ub o U,
ul -
A= (6.3)
0  Una
Unsr 0 Un
Ur 0
Logo, a parte triangular inferior de A’ é dada por
0
Ur 0
Uy
A = (6.4)
0
U, 0
Ul o

Portanto, a matriz da equacgéo de Fisher discreta sobre G’ é a matriz tridiagonal em

blocos
al,, bU;
UL al,, bU,
Uy
A = K KR K . (6.5)
al,, , OU,_o
UL, al, ., bU, 4
cUr al

m—1 Nm



Teorema 6.1.1. O maior autovalor de A’ é

rli*> — kD — al 4 26,,/(k — 1)D(D + al)

[2 ’

)\mam(k7 m) =

onde 6,,, = cos (mLH)

Demonstragdo. Apéndice A.

De acordo com o teorema 3.4.3, P persiste em G se, e somente se A4 (k, m) > 0.
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Como A, (k, m) é uma fungdo crescente de m, se P persiste em G(k, my), entdo P

persiste em G(k, m) para todo m > m,.

kD+al—rl?
24/(k—1)D(D+al)

Pode-se ver que A4 (k,m) > 0 < 6, >

= . Como 0 < 6, < 1 para

todo m > 1, se . < 0, entdo 9,, > =, para todo m > 1. Além disso, se 7, > 1, entdo nao

existe m > 1 tal que §,, > ;. Pode-se concluir \,,..(k,m) > 0 para algum m > 0 se, e

somente se, v, < 1.

O valor de \,,...(k, m) quando m tende para infinito & dado por

Amaz(k,00) = nlgnoo)\(k’m) _ rl? — kD — ol + 2;2/(/’{; —1)D(D + al) _
- = 1)5(1) Fo0 ).

Logo, Amaz(k, 0) > 0 se, e somente se, 7, < 1.
Portanto, Ap,q.(k, m) > 0 para algum m > 0 se, e somente se, \,,q.(k, 00) > 0.

Pode-se ver que

Amaz(k,00) >0 < 7> > kD +al —2/(k—1)D(D +al) &

& r>112(\/(k—1)p—\/p+az>2:wk.

Fica, portanto, demonstrada a seguinte proposicao.

Proposicao 6.1.2. Existe uma arvore finita G(k, m) na qual P é capaz de persisitir se, e

somente se, r > wy.
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6.2 Persisténcia em redes hidrograficas e cursos d’agua

Se k = 2, entdo GG € um caminho e, portanto, representa um curso d’agua. Se k£ = 3,

entdo G é uma arvore binaria e, portanto, representa uma rede hidrografica.

Pela proposigcéo 6.1.2, existe um curso d’agua finito no qual a populagéo P persiste se,

e somente se, r > wy. Por esta mesma proposicao, existe uma rede hidrografica finita na

4al
2v/2-1"

valores de D, se r < w3, entdo P nao persiste na rede hidrografica nem no curso d’agua

qual P persiste se, e somente se, r > ws. E facil ver que w; < wy < D < Para tais
algum, finito ou infinito; se » > w,, entdo é possivel encontrar redes hidrograficas e cursos
d’agua finitos nos quais P persiste. Agora, se w3 < r < ws, entdo P é capaz de persistir
em alguma rede hidrogréfica finita, porém nao é capaz de persistir em curso d’agua algum,

por mais longo que ele seja.

O coeficiente de difusdo esta associado a capacidade de mobilidade dos organismos
que compdem a populacdo. Quanto maior o coeficiente de difusdo, maior a capacidade
dos organismos de se moverem independentemente do fluxo da agua. Portanto, quanto
maior o coeficiente de difusdo, maior é a habilidade que os organismos possuem de se
fixarem em determinados pontos da rede ou do curso d’agua ou até mesmo de ocuparem
porcoes a montante destes habitats. Organismos com coeficiente de difusao “pequeno”
com relacdo a velocidade da correnteza possuem pouca ou nenhuma capacidade de se
moverem contra a correnteza e, portanto, possuem pouca habilidade de se fixarem em
habitats que favorecem a sua sobrevivéncia. Um curso d’agua corresponde a uma rede
hidrogréafica sem ramificacées, isto €, sem afluentes, subafluentes, etc. Portanto, o que
este resultado diz € que a eliminagéo dos afluentes nos cursos d’agua afeta de forma mais

severa espécies com pouca capacidade de se locomoverem contra o fluxo da agua.

Este resultado também revela a influéncia que a topologia da rede exerce sobre sua ca-
pacidade de sustentar uma populacao: s trechos de curso d’agua dispostos em sequéncia
formam um habitat incapaz de sustentar uma populacdo com coeficiente de difusao sufici-
entemente pequeno, enquanto que os mesmos s trechos, quando conectados de acordo
com uma arvore binaria, formam um habitat no qual a populagédo persiste. Ou seja, 0
simples rearranjamento dos trechos que compdéem um curso d’agua o transformam num

habitat capaz de sustentar a populagéo.
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7 Consideracoes finais

Nas simulacdes do crescimento e da dispersédo populacionais ao longo da rede hidro-
gréfica da bacia Amazbnica, observou-se que a equagao de Fisher discreta foi capaz de
gerar uma variedade de padrdes, apesar da simplicidade dos cenarios. A velocidade com
a qual uma populacéo se expande espacialmente mostrou-se ser dependente do local no
qual os organismos sao introduzidos. O modelo prevé uma preferéncia dos organismos
por cursos d’agua com classificagdo de Horton-Strahler mais elevada, em particular pelo
rio Amazonas, rio Negro, rio Madeira e rio Solimdes. Organismos com pouca capacidade
de mobilidade sao arrastados para a foz. Entretanto, dependendo da taxa de crescimento
natural, tais organismos conseguem se estabelecer nas por¢cées da rede proximas a foz
e, dependendo do coeficiente de difussdo, a populagdo pode inclusive ocupar regides a
montante. No cenario 3, a distribuicdo populacional de equilibrio exibiu um grupo de or-
ganismos isolado dos demais na populagédo. Tal isolamento, por um periodo de tempo
prolongado, pode resultar na aparicdo de uma nova espécie. Isto mostra o potencial que
a equagao de Fisher discreta possui para reproduzir fendmenos causadores da formagao
de espécies. As simulgbes mostraram que o modelo é capaz de reproduzir o fenémeno da
propagacéao das frentes de migracao ao longo do curso d’agua principal da rede hidrogra-

fica.

A equacéo de Fisher discreta é um modelo versatil no sentido de que os parametros
da equacao podem ser especificados de maneira a refletirem a heterogeneidade espacial,
produzindo, por exemplo, regides mais favoraveis ou menos favoraveis a sustentagdo de
uma populagao. Este principio foi aplicado apenas para a velocidade da correnteza, a qual
foi estimada com base em observacdes da velocidade ao longo da rede. As preferéncias
ambientais de uma determinada espécie tais como, temperatura da agua, densidade flo-
restal, largura do curso d’agua, etc, podem ser traduzidas em termos dos parametros da
equacao, o que permite gerar cenarios de distribuicdo populacional mais realisticos. A
taxa de crescimento natural € a fungao logistica. Porém outras funcdes podem ser espe-

cificadas como para este fim como, por exemplo, a funcao de Gompertz. A definicdo de



53

persiténcia utilizada neste trabalho correponde a estabilidade da solugdo nula. Entretanto,
existem outros conceitos de persisténcia mais realisticos como o da persisténcia pratica.
A possibilidade de interacao entre diferentes espécies também pode ser levada em conta
na especificagdo dos parametros do modelo. Tais abordagens serdo tema de trabalhos

futuros a respeito da dindmica de populagdes na rede hidrografica da bacia Amazénica.

A tabela correspondente a arvore binaria da rede hidrografica da bacia Amazénica
construida neste trabalho é de facil manipulacdo e da total controle sobre os pontos da
rede. Estudos computacionas, morfométricos e hidrolégicos, podem ser executados com

grande facilidade a partir desta tabela.

Através da equagéao de Fisher, pode-se ver que espécies com pouca ou nenhuma capa-

cidade de mobilidade dependem fortemente das ramificacbes da rede para sobreviverem.
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APENDICE A

Pode-se ver que U/U; = kI,

Tj+1°

De fato, pela definicdo de U; em (6.2), a matriz que

resulta da operagao UJTU]- € uma matriz diagonal em blocos de dimens&o 7,1 X 141 Cujos

k
blocos séo iguais a uf u, = >, 1 = k.
=1

Como na demonstragéo do lema 1 em Rojo e Robbiano (2007), transforma-se A’ numa
matriz triangular superior em blocos aplicando-se o0 método da eliminagcao de Gauss para
matrizes em blocos (STEWART, 1998, p. 160). Seja L, a j-ésimalinhade Ae 3, = a. As

linhas 1 e 2 de A’ sdo dadas por

Ll . 61]711 bU1 0 O
Ly U al,, bU, 0]
No 1° passo do processo de eliminagéo, deve-se substituir L, por

b
Lo— UL, = (O,alm — —CUlTUl,bUg,O) =
a a

kb
- (O,a[nz _ 5—1cln2,bU2,O) -

= (07 ﬁ2[n27 bU27 0) =

onde By = a — %. Ou seja, apds a execucado do o 1° passo do processo de eliminacao de
Gauss, obtém-se Ly = (0, fo1,,,,bU>, 0).

Para 7 > 2, supbe-se que, apds a execugdo do j-ésimo passo do processo de elimi-
nacéo de Gauss, obtém-se L; = (O, Bl bUj, O). Portanto, apds a execucao do j-ésimo

passo do processo de eliminagao, obtém-se que, paratodo 2 < 3 < m — 1, aslinhas j e

L;\ (0 B, bw; 0 0
Liw 0 cUT al,,, bUji 0)

j + 1 séo dadas por
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O passo seguinte consiste em substituir L;,; por

Lipi— —UTL;, = (0 al

bc
5.Ui —U]TUj,ijH,o) =
J

nj+1 B;
= (075j+11nj+17ij+170) )

onde ;1 = a — %¢. Logo, ap6s 0 passo j + 1, L1 = (0, Bj411n;,,,0Uj41,0).

Por inducdo em 7, paratodo 2 < j < m — 1, a j-ésima linha da matriz triangularizada
é L; = (0,4;I,,,bU;,0) onde 3; = a —

Bl_’cl. Portanto, apdés m — 1 eliminagdes, obtém-se
J—

Bil,,  bU
O /821712 bUQ
0

ﬁm—QInm,g bUm—2
0 ﬁm—llnm_l bUm—l

T
cU,,_1 aly,,.

No ultimo passo do processo de eliminagao, obtém-se

Lm—EUnf L1 = (O,a[nm 5 1U£ 1Um1) =

0,al,,, — [nm =
6m 1 )
= (Oa m

onde f3,, = a — 6’“’:. Portanto, a matriz triangularizada é

Bllnl bUl
0 Baly, bU,
0

6m*2[nm—2 bUm72
0 5m—1]‘nm71 bUm—l
0 B,
naqual 5y =aefB; =/ _kﬂ?: paratodoj =2,--- ,m
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Portanto, o determinante de A’ é

A =1]5"
j=1

Dai, pode-se concluir que para todo A € R, o determinante de A’ — \I,, é
’A/ . )\[n| _ H%@J”
j=1

be
V-1’

se, e somente se, 7; = 0 paraalgum j =1,--- ,m.

ondey, =a—-XAey; =7 —k paratodo j = 2,--- ,m. Logo, A € um autovalor de A

Seja B a matriz tridiagonal de Toeplitz de ordem m x m definida como

a Vkb
Vke a  Vkb
Vke
B —
a kb
Vke a  Vkb
Ve .

Utilizando-se o método da eliminacdo de Gauss (STEWART, 1998, p. 151), obtém-se a

versao triangularizada de B

B Vkb
0 po Vkb
0 o
ﬁme \/Eb
0 Bm—l \/Eb
0 Bm,
naqual 3y =aef; =a-— % para todo j = 2,---,m. Dai, pode-se concluir que o

determinante de B é |B| = [] 3, e, portanto, para todo A € R, o determinante de B — \[,,
j=1
€ dado por

1B — AL =] ]
j=1
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Ou seja, A € um autovalor de B se, e somente se, 7, = O paraalgumj =1,--- ,m.
Pode-se concluir que A é um autovalor de A se, e somente se, A € um autovalor de B.

De acordo com Noschese et al. (2013), os os autovalores de B sao

m—+1

Ai = a+ 2cos (L> (k—1)bc, i=1,--- ,m.

Portanto, o maior autovalor de A é

Amaz = @+ 2cos (ﬁ) (k—1)bc =

= r—k—D—gjLQCos T (k=1)D Q—l—g =
B 2 l m+ 1 [2 2 1)

> = kD — ol 4 26,,\/(k — 1)D(D + al) -
— 2 '
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