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Resumo

Propusemos um novo gerador de distribuigoes continuas com trés parametros adicionais
chamado Beta (0(1—G), (1—0)G+0), que generaliza a classe Beta-G. Alguns casos especiais
sao apresentados. A nova funcdo densidade pode ser expressa como uma diferenca de
combinagoes lineares de densidades exponencializadas através da mesma distribuigao-base.
Varias propriedades estruturais da nova classe, as quais valem para qualquer distribuicao-
base sao derivadas, incluindo expressoes explicitas para os momentos de ordem n, funcao
geradora de momentos, funcao caracteristica, momentos centrais de ordem n, coeficiente
geral, desvios médios, funcdo de vida residual, fungao de vida reversa e estatisticas de
ordem. Discutimos a estimacao dos parametros do modelo através do método de maxima

verossimilhanca e fornecemos uma aplicacao a um conjunto de dados reais.

Palavras-chaves: Beta-G; distribui¢oes generalizadas; maxima verossimilhanc¢a; momen-

tos probabilisticamente ponderados; classe exponencializada generalizada.



Abstract

We propose a new generator of continuous distributions with three extra parameters
called the Beta (0(1 — G), (1 — 0)G + 0), which generalizes the Beta-G class. Some special
cases are presented. The new density function can be expressed as a difference of linear
combinations of exponentiated densities based on the same baseline distribution. Various
structural properties of the new class, which hold for any baseline model, are derived
including explicit expressions for the moments of order n, the moment generating function,
the characteristic function, central moments of order n, the general coefficient, the mean
deviations, residual life function, reverse life function and order statistics. We discuss
estimation of the model parameters by maximum likelihood and provide an application to

a real data set.

Key-words: Beta-G; generalized distributions; maximum likelihood; probability weighted

moments; exponentiated generalized class.
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1 Introducao

Recentemente tem crescido o interesse de pesquisadores na busca de novos geradores
ou classes de distribuigoes generalizadas. Devido as facilidades computacionais ha uma
maior possibilidade de se obter distribuicoes de probabilidades mais complexas para melhor
descrever um fenémeno ou um determinado experimento. Por essa razao, generalizar
distribuigoes surge como proposta, pois fornece maior flexibilidade entre o modelo e a

massa de dados, além de possibilitar diversas formas para a taxa de falha.

A ideia de generalizar surgiu quando Gompertz (1825) exponenciou a fungao de
distribui¢ao acumulada (fda) da exponencial a um ntmero real positivo e diferente de zero,
criando a distribuicao exponencial exponencializada (EE). Neste caso, a exponencial é a
distribuigao-base representada por G(z). O resultado foi obter uma distribuicao tao simples
quanto a original com a vantagem de ter dois parametros. Outro beneficio recai sobre a
taxa de falha, enquanto a exponencial sempre assume a forma de uma reta constante, a
exponencial exponencializada apresenta além da constante, forma monotona crescente e
decrescente. A adigao de pardmetros a distribuicao-base tem sido bastante util no sentido
de explorar propriedades de assimetria, curtose, cauda e principalmente melhorar o ajuste.
A geradora da distribuigdo exponencial exponencializada é a classe exponencializada

generalizada (Exp-G).

A partir da distribuicdo obtida por Gompertz, varias outras distribui¢cbes vem
surgindo e as propriedades matematicas destas novas distribuicoes generalizadas podem

ser facilmente exploradas usando as propriedades das exponencializadas generalizadas.

Seguindo a orientacao da Exp-G, importantes classes generalizadas como a beta
e a McDonald possibilitam uma maior flexibilidade aos dados, em virtude da adicao de
pardmetros. Os trabalhos com a beta generalizada (Beta-G) iniciaram com o Eugene, Lee
e Famoye (2002) por meio da beta normal, baseada na composigao da distribuigao beta
com a distribuicao normal. O resultado dessa combinagao proporcionou um modelo que
pode ser uni ou bimodal, uma importante vantagem sobre a distribui¢do normal, a qual
apresenta apenas caracteristica unimodal. Em seguida outros autores contribuiram com
estudos de casos particulares da Beta-G tais como Nadarajah e Kotz (2006) com a beta
exponencial, Famoye, Lee e Olumolade (2005) com a beta weibull e Gomes et al. (2013)

com a beta burr III.

A classe beta-gerada generalizada ou McDonald-G' (Mc-G) foi definida por Ale-



xander et al. (2012). Estes autores introduziram no limite superior da Beta-G' uma
distribui¢ao-base do tipo G°(x), sendo ¢ um parametro real positivo. A Mc-G é uma

reparametrizagao da Beta-G. Substituindo ¢ = 1 na Mc-G, obtemos a Beta-G.

Recentemente Barros (2014) apresentou a classe de distribui¢goes Marshall-Olkin
generalizada exponencializada e obteve uma generalizacao da familia de distribuigoes
de Marshall-Olkin (MARSHALL; OLKIN, 1997). Brito (2014b) exp6s em seu trabalho
duas novas distribui¢oes de probabilidade: a McGumbel e a gama Burr XII e uma nova
familia de distribuigao, a Marshall-Olkin binomial negativa e Barros (2015) propos a classe
Weibull (6(1 —G), 0 —log(1—G)), a classe complementar Weibull (6G, 0 —log(G)), a classe
Weibull (6(1 — G),0 + (1?(;)) e a classe complementar Weibull (0G, 6 + 22%) e apresentou
as propriedades da classe Weibull — log(1 — @) introduzida por Alzaatreh, Lee e Famoye
(2013).

O objetivo geral deste trabalho é propor uma nova classe de distribuicao Beta
(0(1 — G), (1 — 0)G + 0) gerada a partir do método gerador de distribuicoes e classes
de distribuigoes probabilisticas apresentado em Brito (2014a). A distribuicao beta é
muito utilizada pelos estatisticos por ser bastante versatil e possuir caracteristicas que
se aproximam da realidade dando-lhe maior aplicabilidade, por isso nossa motivacao em

estuda-la e contribuir com uma nova classe.

Nas préximas linhas apresentaremos a organizagao dessa dissertagdao. O segundo
capitulo desta dissertacao é dedicado a revisao da literatura relatando de forma breve
modelos probabilisticos continuos, o método de estimagao de maxima verossimilhanga que
sera utilizado neste trabalho. Em seguida, apresentamos os critérios estatisticos utilizados
para comparar o ajuste dos modelos nas aplicagoes a dados reais e por tltimo um breve
histérico e propriedades das classes de distribuicoes generalizadas que serviram de base

para a classe proposta.

No terceiro capitulo apresentamos a classe de distribuigao Beta (0(1—G), (1—0)G +
0), bem como as expansoes para a fungao de distribuigao acumulada e fun¢ao densidade de
probabilidade e as propriedades de caracterizagdo da classe tais como momentos de ordem
n, funcdo geradora de momentos, funcao caracteristica, momentos centrais de ordem n,
coeficiente geral, desvios médios, funcao de vida residual, funcao de vida residual reversa
e estatistica de ordem. Ainda nesse capitulo sdo mostrados alguns casos especiais da
classe proposta como exemplos de aplicacao, bem como gréaficos da funcao de distribuigao

acumulada, a densidade e as respectivas taxas de falha dessas familias.

Em seguida, no capitulo quatro, mostramos uma aplicacao utilizando dados reais e
comparando um caso particular do modelo proposto a outros modelos ja conhecidos na

literatura.



No ultimo capitulo, exibimos as conclusoes a partir das analises e comparacoes
dos resultados obtidos, apontando assim, outras possibilidades de pesquisa, bem como

contribuigoes e trabalhos futuros.



2 Revisao de literatura

2.1 Modelos de probabilidade

Um modelo de probabilidade é uma formulacao que descreve fenomenos do mundo
real, de modo a ser possivel representar, interpretar e fazer previsoes, podendo ser utilizado
nos mais diversos campos do conhecimento. Nesta seccao serao apresentados alguns modelos
continuos caracterizados por suas fungdes de densidade de probabilidade (fdp) e fungao de

distribuicao acumulada (fda).

2.1.1 Modelo exponencial

O modelo exponencial (E) é um dos mais simples em termos mateméaticos, dentre
as distribui¢oes conhecidas. A exponencial tem sido bastante utilizada para modelar uma
grande classe de fendmenos como, por exemplo, o tempo de vida de equipamentos e o
tempo de realizacao de determinada tarefa. Este modelo tem grande aplicabilidade em

engenharia e em confiabilidade.

A variavel aleatéria X segue o modelo exponencial de parametro A > 0, se tiver

densidade dada por
f(z) = Xe™, (2.1)
para xz > 0.
A Figura 1 mostra algumas densidades da exponencial variando-se o valor de .

O parametro A indica a taxa de ocorréncia por unidade de medida. A expressao da

fda é dada por

F(z)=1—e¢"

Uma caracteristica da exponencial é a propriedade

P(X > 0| X > 1) = P(X > 2,,),

para quaisquer ¢, n > 0, essa propriedade é conhecida como perda de meméria, significando
que o tempo de vida futuro z;,, tem a mesma distribuicao, independente do tempo de

vida passada x;.
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Figura 1: Funcao densidade da exponencial para alguns valores de \.

Outra caracteristica do modelo exponencial consiste na taxa de falha que é cons-

tante.

2.1.2 Modelo Weibull

A distribuigao Weibull (W) é muito popular devido a Waladdi Weibull, um fisico
sueco. Ele a utilizou em 1939 para analisar a resisténcia a ruptura de materiais. O campo
de aplicagao da distribuicao Weibull é vasto e abrange quase todas as areas da ciéncia
como engenharia, confiabilidade e analise de sobrevivéncia. Atualmente é a mais utilizada
no setor florestal. A popularidade da Weibull deve-se ao fato da grande variedade de

formas que assume e todas as formas apresentam func¢ao de taxa de falha monotona.

Seja X uma variavel aleatéria com distribuigao Weibull, X ~ W(\, ¢), sua fdp é

definida por

f(l’) _ C/\cxc—le—()\m)c’

em que A, c > 0 sdo parametros de escala e de forma, respectivamente. A Figura 2 mostra

algumas variagoes da funcao densidade da distribuicao Weibull.
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Figura 2: Funcao densidade da Weibull para alguns valores de A e c.

A distribui¢do exponencial da Equagao (2.1) é um caso particular da Weibull, para

a situagao onde o parametro ¢ assume valor um.

A funcao de distribuicdo acumulada da Weibull é dada por

F(z)=1—e )"

A taxa de falha da distribuicaio Weibull é estritamente crescente para ¢ > 1 e
estritamente decrescente para ¢ < 1 e para ¢ = 1, a taxa é constante, que é quando a

distribuicao Weibull se torna a distribuicao exponencial.

2.1.3 Modelo beta

A distribuicdo beta é uma familia de distribui¢oes continuas com dois parametros
de forma a > 0 e b > 0. A beta é uma distribuicao de grande utilidade e versatilidade. Sua
importancia se deve ao fato de ter conexoes com outras distribui¢oes de probabilidade e de
modelar o comportamento de variaveis aleatérias limitadas por intervalos de comprimento
finito, em especial o intervalo (0,1) o qual a beta esta definida. Ela tem sido aplicada em

diversas areas como Genética, Inferéncia, Biologia e em Engenharia Florestais.



A distribuicdo beta nao apresenta uma forma analitica fechada para a fda. Sua

funcao densidade é dada por

f(z) = 2%V (1 —x)*7!, para z € (0,1). (2.2)

Funcédo densidade da beta
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Figura 3: Gréficos da densidade da distribuicao beta para os parametros selecionados.

A Figura 3 apresenta algumas formas para a densidade dada na Equacao (2.2). Se
a = b, a distribuicao é simétrica. Se a > b, a assimetria é negativa e, no caso de a < b, a
assimetria é positiva. Um caso particular da beta é a distribui¢do uniforme definida no

intervalo (0, 1), acontece quando a = b = 1.

2.1.4 Modelo Kumaraswamy

Essa distribuicao foi originalmente proposta por Poondi Kumaraswamy em 1980
para aplicagoes em hidrologia e é pouco conhecida na literatura estatistica. A distribuicao
Kumaraswamy (Kw) pode ser usada como uma aproximagao para a distribui¢do beta.
Nesse caso, a aproximacao nao envolvera fungoes complicadas pois, a Kumaraswamy

apresenta formas fechadas simples para a funcao densidade e para a acumulada.



Se X é a variavel aleatéria continua com distribuicdo Kumaraswamy, em que

X €(0,1), ou seja, X ~ Kw(\,c), entao sua fdp e a fda sdo dadas, respectivamente, por

f(z) = Aex? (1 — 2!

Flz)=1-(1 -z,

sendo A, ¢ > 0, os parametros de forma da distribui¢do. A Figura 4 apresenta algumas

formas para a densidade dessa distribuicao.

Funcao de distribuicdo Kumaraswamy
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Figura 4: Funcao densidade da Kumaraswamy para diferentes valores de A e c.

A Kumaraswamy é capaz de acomodar as taxas de falha monétonas e ndo monoto-

nas.

2.1.5 Modelo Burr XllI

A distribui¢ao Burr tipo XII ou Burr XII é um membro de um sistema de distribui-
¢oes continuas introduzidas por Irving W. Burr, em 1942, que compreende 12 distribuigoes.
A Distribui¢ao Burr XII (Burr) é considerada uma distribuigao flexivel no ajuste de dados
e recebeu maior atencao devido a sua ampla aplicabilidade em diferentes areas tais como

confiabilidade e modelagem de tempo de falha. Sua funcao densidade é dada por



.I'C_l

f(z) = C)\m,

para x >0

e sua fun¢do acumulada ¢é definida por

F(r)=1— (142", para x>0

em que A, c > 0 sdo os parametros de forma. A Figura 5 mostra diferentes formas para as
densidade da Burr XII.

Funcéo de distribuicdo Burr XIlI
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Figura 5: Funcao densidade da Burr XII para alguns valores de X e c.

2.2 Método de maxima verossimilhanca

O método de maxima verossimilhanca é utilizado para estimar os parametros que
melhor expliquem a amostra observada. Esse método baseia-se na funcao de verossimilhanga

fornecendo estimativas pontuais e intervalares, além da construgao de testes de hipoteses.

Seja 1,3, ..., x, uma amostra independente e identicamente distribuida (iid)
gerada a partir de uma funcao fdp conhecida, f(z,0), de alguma familia de distribui¢oes

F, dependente de um vetor de pardmetros desconhecidos § = (6, 60y, ...,0,)". Define-se
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também, © C RP o espago paramétrico representando o conjunto de valores possiveis do

vetor 6. A funcao de verossimilhanca de 8 pode ser escrita como

i=1
em que f; representa a fdp individual da i-ésima observacao.

Os estimadores de maxima verossimilhanga (EMV) sdo os valores de # que maximi-
zam L(#). Normalmente, usa-se o logaritmo da fung¢ao de verossimilhanca [(0) = log(L(0)),
chamada de fun¢ao de log-verossimilhanca. Como a funcao logaritmo é mondétona crescente,
maximizar [(f) ou L(f) em © sdo processos equivalentes. A funcao de log-verossimilhanca,

também chamada de funcao suporte é definida por

1(0) = ilog(ﬁ(xi;e)).

Os estimadores sao encontrados resolvendo-se o sistema de equacoes

U(Q):dlég)):o

O estimador precisa ter algumas propriedades para representar satisfatoriamente a

amostra. Sao elas:

e Vicio: Um estimador é nao viciado ou nao viesado para um parametro 6 se
E6) =0,
e Consisténcia: Sendo n o tamanho da amostra, um estimador é dito consistente se

1. lim, e E(é) =0,

A

2. lim,, o Var(0) = 0;

e Eficiéncia: Dois estimadores #; e 65, ndo viciados para o parametro #. Dizemos que

0, é mais eficiente do que 65 se

Var(6,) < Var(fy).
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2.3 Critérios para selecionar modelos

Muitos procedimentos tém sido utilizados com o objetivo de escolher o modelo
mais adequado para analisar um conjunto de dados. Se o tamanho da amostra for grande
e as condigoes de regularidade forem mantidas, o EMV se torna assintoticamente eficiente
e a funcao de verossimilhanca tende a ser um critério com maior sensibilidade a pequenos
desvios dos parametros. Dentre os modelos a serem selecionados, aquele que obtiver o
menor valor, em qualquer um dos critérios apresentados a seguir, serd indicado como o

que melhor se ajustara aos dados.

2.3.1 Critério de informacao de Akaike - AIC

Akaike (1972) apresentou seu método de identificagdo de modelos chamado critério
de informagao e em Akaike (1974) propos utilizar a informacao de Kullback-Leibler para
a selecao de modelos, estabelecendo uma relagao entre a maxima verossimilhanca e esta
estatistica. O critério de informagao de Akaike (AIC) é uma estatistica bem conhecida e

de facil interpretagao para selecao de modelos de regressao.

Considerando uma amostra aleatoria X1, ..., X,, de tamanho n e o vetor de para-

metros é, a estatistica AIC pode ser calculada por

-~

AIC = —2log(L(#)) + 2p,

-~

em que log(L(#)) ¢ a funcao de log-verossimilhanga maximizada de € e p é o nimero de

parametros a serem estimados.

2.3.2 Critério de informacao de Akaike corrigido - AlCc

O critério de Akaike corrigido (AICc) é uma corre¢ao para populagdes finitas do

AIC proposta por Sugiura (1978) dado por

~ 2np

AIC,. = —2log(L(# _—
og(L(0)) +

em que log(L(g)) ¢ a funcao de log-verossimilhanca do modelo escolhido, p é o niimero de

parametros a serem estimados e n é o niimero de observacoes da amostra.

Segundo Burnham e Anderson (2002), quando n for pequeno deve-se utilizar o
AlICc, visto que este converge para o AIC quando n — oo, ndo havendo diferenca em

utilizar AICc no lugar do AIC. De fato,

lim [ 21og(L(8)) + —2—] = ~210g(L(@)) + 2p.

n— o0

n—p—1
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2.3.3 Critério de informacao bayesiano - BIC

Esse critério foi proposto por Schwarz (1978). O procedimento de avaliacao de
modelos é definido em termos da probabilidade a posteriori. Schwarz forneceu um argumento

bayesiano para prova-lo. O BIC é expresso por

-~

BIC = —2log(L(0)) + plogn,
em que em que log(L(@)) é a funcao de log-verossimilhanca, p é o niimero de pardmetros e

n é o nimero de observagoes da amostra.

Uma caracteristica do BIC é que ele penaliza os modelos com maior niimero de

parametros.

2.3.4 Critério de informacao de Hannan-Quinn - HQIC

Proposto por Hannan e Quinn (1979), o critério de informagao de Hannan-Quinn
(HQIC) é um alternativo ao AIC e BIC. Definido como

~

HQIC = —2plog(logn) — 2log(L(#)),
em que em que log(L(é)), p e n sao respectivamente a funcao de log-verossimilhanca, o

numero de parametros e o niimero de observagoes da amostra.

Este critério tem pouco uso préatico pois, a maior parte dos conjuntos de dados tem

poucas observacoes.

2.4 Testes de Anderson-Darling e Cramér Von Mises

Outros dois critérios utilizados na selecao de modelos sao as modificacoes das
estatisticas de Cramér Von Mises (W*) e Anderson-Darling (A*). Estes testes baseiam-se
na funcao de distribuicdo empirica (FDE) dos dados e apresentam vantagens sobre o
teste qui-quadrado, incluindo maior poder e invariancia em relagao aos pontos médios dos
intervalos escolhidos (CHEN; BALAKRISHNAN, 1995). Quanto menor for as estatisticas

W* e A*, melhor serd o ajuste dos dados.

2.4.1 Teste de Anderson-Darling

O teste de Anderson-Darling foi proposto por Anderson e Darling (1952) e é mais

utilizado quando o tamanho da amostra nao é superior a 25.
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Considere §; = F(x(;;f) uma fda, com z(;) em ordem ascendente. Faca y;) =
®~1(5;), em que @ representa a distribuicio normal padrao.

Seja pgy = @(W), em que y ¢ a média e Sy, o desvio padrao dos y;), respecti-

vamente.
Dessa forma, a expressao da estatistica de teste (de Anderson-Darling) é calculada

da seguinte maneira. Seja

n

1 ) .
A= —n— - > 12 — 1) log(pay) + (2n + 1 — 24) log(1 — p))]
i=1
em que as quantidades p(;) sao percentis ordenados da distribuicao normal padrao. A
estatfstica de Anderson-Darling é dada por A* = A%(1 4 %2 4 220,

n2

2472 Teste de Cramér Von Mises

Este teste é baseado na distribuicao acumulada e foi proposto por Darling (1957).
A expressao da estatistica de teste (de Cramér Von Mises) é calculada da seguinte forma.

Seja

oo LS 2 BT
W_12n+izl(p‘“ )

em que p(i) é definido como na segao anterior. A estatistica de Cramér Von Mises é dada
por W* = W?2(1 + %2).

2.5 Teste de Wald Wolfowitz

O teste de Wald é um teste ndo paramétrico que teve grande contribui¢do na

inferéncia estatistica em meados do seculo XX.
O procedimento para obter essa estatistica é dado a seguir.

Obtemos uma série padronizada da variavel aleatéria Z pela equacao

X, -X
=5

Z;

em que X; denota o valor da variavel aleatéria no ano i, X é a média amostral e Sx é o

desvio padrao.

A estatistica de teste u é estimada pela equacao

1+ (n-— 1)(2:1#%;“)

i=1"1

vn—1 ’

u =
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em que z,,1 = 21, u ¢ a estatistica de teste, n é o tamanho da série e z; e z;,1 representam

as variaveis padronizadas nos anos ¢ e ¢ + 1, respectivamente.

Este teste estabelece que, na hipdtese nula de autocorrelacao nula (p = 0), a
variavel de teste segue a distribuicdo normal padrao. Para um dado nivel de confianca « a

hipétese nula sera rejeitada se P(Z < u) > a.

2.6 Classes de distribuicoes generalizadas

As classes de distribui¢oes generalizadas tem sido objeto de estudo em estatistica.
Varios pesquisadores tem se interessado nesse ramo, motivados pela busca de novas
distribui¢oes que se ajustem melhor aos fendémenos reais. A forma generalizada de uma
distribuicao flexibiliza, de forma satisfatoria, a modelagem de dados que apresentam
assimetria. Isto se deve a capacidade que essas distribui¢oes possuem de englobar um

grande nimero de submodelos.

Adotamos o termo distribui¢ao-base) para a familia de distribui¢oes a ser gene-
ralizada e indicamos por G(x), a fda da distribui¢do-base e g(x), a sua fdp. Também
utilizaremos um conjunto de regras estabelecidas por Brito (2014a), coerentes as existentes
na literatura, para nomear as classes de distribui¢oes probabilisticas e as distribuigoes

geradas por estas classes. As regras sao definidas a seguir:

e Pelo corolario 3.1.5 (BRITO, 2014a). Quando da classe de distribui¢oes proba-
bilisticas sera: Classe + nome da expressao; quando da distribui¢ao probabilistica
gerada pela classe serd: nome da classe + a substitui¢ao do vetor (G, ..., Gy,)(2)

pelo vetor de nomes das distribuigoes representadas.

e Pelo corolario 3.1.6 (BRITO, 2014a). Quando da classe de distribuigoes proba-
bilisticas sera: Classe complementar + nome da expressao; quando da distribuicao
probabilistica gerada pela classe sera: nome da classe 4+ a substituicao do vetor

(Gy,...,Gpm)(x) pelo vetor de nomes das distribuigoes representadas.

e Pelo corolario 3.1.7 (BRITO, 2014a). Quando da classe de distribuigoes proba-
bilisticas sera: Classe normalizada 4+ nome da expressao; quando da distribuicao
probabilistica gerada pela classe sera: nome da classe 4+ a substituicao do vetor

(G1, ..., Gp)(x) pelo vetor de nomes das distribuigoes representadas.

A seguir sao apresentadas algumas classes de distribuigdes existentes na literatura.
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2.6.1 Classes de distribuicdoes exponencializadas

A classe exponencializada teve origem quando Gompertz (1825) elevou a um

expoente a > 0, a funcao de distribui¢ao acumulada da exponencial, ou seja

F(z)=(1—e ) paraz >0, A>0ca>0.

As propriedades da familia exponencializada tem sido estudadas por diversos
autores, dentre eles destacam-se: Mudholkar, Srivastava e Freimer (1993) com a distribui¢ao
Weibull exponencializada, Gupta, Gupta e Gupta (1998) introduziram a classe geral
de distribuigbes exponencializadas, Gupta e Kundu (1999) propuseram a distribuicao
exponencial generalizada, Nadarajah (2005) definiu a Pareto exponencializada, Nadarajah
e Kotz (2006) propuseram a beta exponencializada e Nadarajah (2011) discutiu sobre
as propriedades da distribui¢do exponencial exponencializada. A seguir serd definida a

distribuicao exponencializada generalizada.

Seja G(x) uma distribui¢ao-base arbitréaria, diz-se que X ~ Exp-G(«), com « > 0,

se a fda e a fdp de X sao, respectivamente

Go(z) = GY(x) (2.3)

gal(w) = ag(x) G*(2), (2.4)

dG(x)
dez
Para o caso particular o = 1, tem-se a propria distribuicao-base. Muitos resultados

em que g(x) =

obtidos da Exp-G sao utilizados em diversas classes generalizadas. Isto porque as expansoes
da fda e fdp dessas classes sao combinagoes em geral, da classe Exp-G. No capitulo 3 deste

trabalho, aplicaremos os resultados da Exp-G para encontrar propriedades matematicas

da classe Beta (6(1 — G), (1 —0)G +0).

Segundo Gupta e Kundu (2001), se X é uma variavel aleatéria continua com
distribui¢ao exponencial exponencializada de pardmetro de poténcia a (X ~ EE(a, \)),
entao tem-se que o momento de ordem j é

al'(j+1) & (=)' (e — 1)(i)
M\ 2 (1+4)tHs 7

1=0

= B(X7) =

em que (o —1); = (@ — 1)(a — 2)...(a — i) representa o fatorial descendente de (o —1) e

I'(a) = /Oo t*etdt
0
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é a funcdo gama. A fungdo geradora de momentos (fgm) de X é dada por

(1 +a)T(1 - &)
Fl+a-1%)

Mx(t) = E(e™) =

Tahir e Nadarajah (2014) apresentaram uma revisao significativa sobre as distri-

buig¢oes exponencializadas generalizadas.

2.6.2 Classe de distribuicio Beta Generalizada

A classe de distribuicoes Beta-G (beta tipo 1) foi proposta inicialmente por Eugene,
Lee e Famoye (2002) quando definiram a distribuicdo beta-normal (BN) inserindo a
acumulada da normal no limite superior da integral da distribuicao classica da beta. Com

a insercao, os autores obtiveram uma distribuicao mais vantajosa que a normal.

Desde entao varios autores vém contribuindo com estudos de casos particulares da
Beta-G, como Famoye, Lee e Eugene (2003) que desenvolveram pesquisa referente a regiao
bimodal da BN, Nadarajah e Kotz (2004) que definiram a distribui¢do beta-Gumbel com
cauda mais flexivel que a Gumbel e Barreto-Souza, Santos e Cordeiro (2009) propuseram

a distribuicao beta exponencial generalizada.

Dado uma varidvel aleatéria continua X com fda G(z), define-se a classe Beta-G
como

Fla) = — (; 3 /O “ a1 gy, (2.5)

em que a > 0 e b > 0 sio pardmetros de forma e B(a,b) = [; 2% (1 — 2)""'dx é a fungao
beta. A integral da expressao acima nao apresenta forma analitica fechada, necessitando

de algum procedimento numérico para ser obtida.

A Equagao (2.5) pode ser reescrita como

Be(a) (a,b)
Fz)=1 b) = —"——= 2.
(l’) G@)(CL, ) B(CL, b) ’ ( 6)
em que Bg)(a,b) é a funcdo beta incompleta dada por
@ b—1
Bow(a,b) = /O 1911 — )Pt (2.7)

e Ig()(a,b) é a funcao beta regularizada.

A fda (2.5) pode ser expressa em termos da fun¢ao hipergeométrica do seguinte
modo
G*(z)

) = a B(a,b)

o Fi(a,1 —b,a+ 1;G(2)), (2.8)
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em que

I'() i Lla+H)T(B+4) 27

PO IN D T G & To

e I'(+) representa a funcdo gama.

As propriedades da funcao hipergeométrica sao bem estabelecidas na literatura e

podem ser encontras na sec¢ao 9.1 de Gradshteyn e Ryzhik (2007).

A Beta-G generaliza a distribuigdo de uma varidvel aleatéria com fda G(z) (caso
em que a = b = 1). Os pardmetros a e b proporcionam maior flexibilidade na forma da
distribuicao e isto reflete positivamente na modelagem dos dados, pois estes parametros

inserem assimetria e variam os pesos da cauda.

A fdp correspondente é obtida derivando-se a fda dada na Equacgdo (2.5) e portanto

temos

f@) = Fr) = o @ @@L - G@P T, 20 (29)
O objetivo da Beta-G é generalizar distribuicoes continuas, embora a generalizacao
também valha para as discretas. Neste trabalho assumimos G(z) como continua, por este

motivo é coerente chamar a Equagao (2.9) de fun¢ao densidade.

Seguindo o que foi feito em Cordeiro e Nadarajah (2011), podemos reescrever a fdp
da classe de distribui¢coes Beta-G, através de uma expansao e caracterizar propriedades

gerais de maneira mais pratica.

Para b > 0, um nimero real ndo inteiro, temos a série de poténcia

Y (s [

k=0

em que o coeficiente binomial é definido para algum b real. A partir dessa série expressamos

a fdp escrita na Equacao (2.9) da seguinte forma

1) =3 gy 0 (1) st 6 )

e portanto a Equacao (2.9) pode ser escrita como uma combinacao linear de fungdes
densidade da distribui¢do exponencializada, dada na Equagao (2.4). A equacao anterior

pode ser reescrita como
(@) = ck Glarry(®), (2.10)
k=0

em que a constante ¢, ¢ dada por
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Para achar a fda correspondente, basta integrar a expressao acima. Entao

F(x) = go: i Glatn (). (2.11)

¢ a funcao de distribuicao acumulada da Beta Generalizada.

As formas expandidas da fdp e da fda, respectivamente dadas nas Equagoes (2.10) e
(2.11) sao utilizadas para derivarem expressoes fechadas para os momentos, para a fungao

geradora de momentos e para outras caracteristicas importantes desta classe.

As fungoes de sobrevivéncia e taxa de falha, em geral, sao uteis para estudos de
confiabilidade e de andlise de sobrevivéncia. Uma propriedade importante da fungdo beta

incompleta é

Bg(w)(a, b) = B(a, b) — Bl—G(:c)(b; (l). (2.12)

Sabendo-se que a fungao de sobrevivéncia é definida por S(z) = 1—F(x) e utilizando
a Equagao (2.12), podemos definir a fungéo de sobrevivéncia da classe de distribuigao Beta

Generalizada como

1 BG(m)(avb) o Bl—G(z)(b7 CL) . BS*(m)(bu CL)
S@ =1 —pu ~  Blab)  Blab

em que S*(z) =1 — G(z) é a fungdo de sobrevivéncia da distribui¢io-base, G(z). A taxa

f(z)
S(x)

a taxa de falha de qualquer familia da distribuicao Beta-G é dada por

de falha é definida como

, sendo f(z) a fdp e S(x), a fungdo de sobrevivéncia. Assim,

[l - G(@)]" G} (2)
Bl—G(ﬂﬁ)(bv a)

h(x) = g(z)

Em Tahir e Nadarajah (2014) é apresentada uma importante revisao dos modelos
baseados na classe Beta-G. Até entao, a classe Beta-G foi responsavel pela introducao
de quarenta e cinco novos modelos de distribuicao de probabilidade. Alguns importantes
modelos baseados na classe Beta-G foram a beta Gumbel, beta Fréchet, beta Weibull,

dentre outros.
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2.6.3 Classe de distribuicio McDonald

McDonald (1984) introduziu duas distribui¢oes da Beta-G, a Beta Generalizada do

tipo 1 e a do tipo 2, que contém varias outras distribui¢cbes como casos especiais.

Alexander et al. (2012) substituiu o limite superior da integral na Equacao (2.5)
por G¢(x), em que ¢ é o terceiro parametro adicional de forma, e definiram uma nova
classe de distribui¢do chamada beta-gerada generalizada ou McDonald-G (Mc-G) de fda
dada por

F(x) = Igey(a,b) = B((ib) /OGC@) (1 —t)tat, (2.13)

e funcao densidade correspondente definida como

fx)=F'(x) = g(x) G Ha)[1 — G%(z)]"* x>0, (2.14)

B(a,b)

em que a,b,c > 0 sdo parametros que definem a forma da distribuicao. De acordo com
Tahir e Nadarajah (2014), estes parametros tém o papel de introduzir assimetria, curtose e
variar o peso nas caudas. Ja segundo Cordeiro, Hashimoto e Ortega (2014), os parametros
a e b sdo responsdaveis pela assimetria e controle da cauda. O parametro ¢ controla o pico

da distribuicao.

Podemos escrever as Equagoes (2.13) e (2.14) na forma expandida. Utilizando a

expansao binomial
[1—G(x =Y ( ) Gk,
k=0

podemos expandir a fdp Mc-G como

flx) =

G(aJrk c—1

ac— — (b—1 c
wew Y (") ere
k=0
c > (b—1
- gege@x (") e
B 05\
Esta expressao pode ser reescrita como

) = i_o: Ck Y(ath)e(T), (2.15)

em que g(atk)e(x) tem distribuicio Exp-G[(a + k)] e

o= (") arnren
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Integrando a equagao (2.15), obtemos
F(.CE) = Z Ck G(aJrk)c(x)’ (216)
k=0

A fdp e a fda nas Equagoes (2.15) e (2.16) estdo expressas, respectivamente,
como uma combinagao linear das densidades e acumuladas das exponencializadas G. As
propriedades da Mc-G podem ser obtidas pelas propriedades ja conhecidas das distribui¢oes

exponencializadas.

Muitos autores, como por exemplo, Alexander et al. (2012), Marciano et al. (2012),
Cordeiro e Lemonte (2012), Coreiro e Lemonte (2014), Lemonte e Cordeiro (2013), Gomes
et al. (2013) acreditam que a classe de distribui¢oes da Mc-G se ajustam aos dados melhor
do que algumas distribui¢oes existentes e tem usado essa distribuicao para desenvolver

novas familias.

A classe de distribuigdo Mc-G inclui como casos especiais a distribui¢ao-base G(z)
quando a = b = ¢ = 1, a classe de distribuicao exponencializada para b = ¢ = 1, a classe

Beta-G no caso em que ¢ = 1 e a classe Kumaraswamy-G quando a = c.
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3 Classe Beta ((1 — G), (1 —0)G +0)

3.1 Introducao

As distribuicoes generalizadas tém sido amplamente estudadas e muitos autores
tém proposto modelos em que combinam duas ou mais distribui¢oes ja existentes na
literatura. Amoroso (1925) foi quem iniciou os primeiros passos com fungoes generalizadas
continuas, abordando em seu trabalho a distribuicao generalizada da gama. Eugene, Lee e
Famoye (2002) propuseram a Beta-G, mesclando a beta com a normal, seus trabalhos tém

motivado outros autores a desenvolverem estudos desta e de outras classes de distribuigoes.

Recentemente, diversas classes de distribui¢oes foram propostas. Entre elas, a
gama-G por Zografos e Balakrishnan (2009), a Kumaraswamy-G por Cordeiro e Castro
(2011) e a classe T-X por Alzaatreh, Lee e Famoye (2013). O intuito de nosso trabalho,
que generaliza a classe Beta-G quando 6 = 0, é propor uma classe particular chamada
Beta (6(1 — G), (1 —0)G + 0).

3.2 Funcio de distribuicdo acumulada da classe Beta (0(1—-G), (1—
0)G +6)

O presente trabalho propée uma classe de distribuicao generalizada que ¢ uma
aplicacao do método gerador de distribuicoes e classes de distribuig¢oes probabilisticas
apresentado por Brito (2014a). Este método é um teorema proposto com sete corolarios,
que estende o processo de construgoes de distribuigoes de probabilidades, a fim de que as
classes de distribui¢oes sejam construidas a partir de fun¢des monotonicas univariadas

pré-definidas e distribui¢oes conhecidas.

A partir do funcional especial

w1 () (@)
Ho,on@) = [ dF(t),

6() ()
em que p(-)(z) = (1 —0)G(x)+0 e t1(- )(x) = (1 — G(x)), determinamos uma classe de
distribuigao Beta Generalizada com trés pardmetros adicionais a > 0, b > 0 e 6 € [0, 1].

Para qualquer distribui¢io-base G(z), ou seja, para qualquer distribui¢ao de varidvel

aleatoria discreta ou continua, temos que a fda dessa classe é dada por
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Fe(a) / WO e g (3.1)
e (1-G()0 ’ '

em que B(a,b) = [y 27 1(1 — x)*~'dx é a funcdo beta.

Em referéncia a nomenclatura estabelecida na Se¢ao 2.6, vamos denominar esta
nova classe como Beta (6(1—G), (1—6)G'+0). Note que, as fungoes (1 —G) e (1—-0)G+6,
nesta denominagao fazem alusdo, respectivamente, aos limites inferior e superior vistos na

Equagao (3.1).
Diferentemente do que acontece na classe 7-X (ALZAATREH; LEE; FAMOYE,

2013), utilizamos na acumulada geradora (3.1) limites de integragdo (tanto inferior, quanto
superior) que constituem fungbes monétonas da distribui¢do-base G. Em um certo sentido,

nossa proposta generaliza o método gerador proposto por estes autores.

Podemos reescrever a fda da Beta (0(1 — G), (1 — 0)G + 6), utilizando a definigao
da beta regularizada disponivel no Wolfram Functions Site!. Da mesma forma que a
acumulada da Beta-G pode ser expressa como a fungao beta regularizada (fbr), definida na
Equagao (2.6), a acumulada da classe proposta pode ser reescrita a partir de uma extensao

da fbr, conhecida como funcao beta regularizada generalizada apresentada por
Fo(z) = Lia-o)c@+0y (@, ) — Lipa-c@)(a, b). (3.2)

Tanto a funcdo especial em (3.2), quanto sua inversa podem ser calculadas,
respectivamente, a partir do MATHEMATICA, como BetaRegularized|z, 29,a,b] =

I(z9,a,b) — I(z1,a,b) e InverseBetaRegularized]|zy, s,a,b|, em que s = I(z,a,b).

Inspirado na classe Beta-G, podemos expressar a nova Beta-G (nosso modelo

proposto) a partir de fungoes hipergeométricas. Utilizando a expressao em (2.8), temos

Fg(x) = a _jl)QC(;(z(xlz)+ e]agFl(a, 1—=bja+1;(1—-0)G(x)+0)
0°[1 = G(x))"
aB(a,b)

http://mathworld.wolfram.com/Regularized BetaFunction.html

oF1(a,1 —ba+1;6(1 — G(z))).

1
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3.2.1 Expansdo para a funcdo de distribuicdo acumulada

De modo a simplificar a expressao obtida na Equacao (3.2) e facilitar o desenvolvi-
mento de calculos posteriores, faremos uso de expansoes. Temos a seguinte expressao para

a beta incompleta regularizada

1— I(a,b) = (;(_a?) kgo (1 . a) m (3.3)

Adicionando e subtraindo 1 na Equacao (3.2) e usando a expansao dada pela Equagao

(3.3) podemos escrever

Fo(z) = 1—=Ipn_g@y(a,b) — {1 — In_gcw+e(a,b)}
1 & 1-a\{1-01 - G2)}"
()

B(a,b) i\ k b+ k
1 & (1—a\(1l-0)>"1—G(x)
a B(a,b)jzo< j ) b+ ‘ (34

Para qualquer real me —1 < x < 1,

1z =3 <m> (—1) 2", (3.5)

n=0 n

Aplicando a expansdo binomial na Equacao (3.5) em (3.4), uma vez que 0 < 6 < 1,

podemos reescrever a Equagao (3.4) como uma mistura de exponencializadas

Fa(x) = g) ¢, Gylx) — hiodh (), (3.6)
em que
o= ()0 G e

X (1—a\[b+7) (=) (1—0)*
B

=\ J (b+7) Bla,b)
A forma apresentada na Equagdo (3.6) é o principal resultado desta seccao e

nos revela que algumas propriedades do modelo proposto podem ser obtidas segundo as

propriedades das distribuigoes exponencializadas.
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3.3 Funcdo densidade de probabilidade da classe Beta (8(1—G), (1—
)G +0)

A funcao densidade de probabilidade (fdp) é obtida a partir da funcao de distribuicao

acumulada através da operacao de derivacao, isto é:

dF G (x)
= F] = .
folw) = Fy(a) = =&
Se a fda for derivavel, determinamos a fdp pelo seguinte procedimento.
Seja
p2(z)
Fo@) = [ (0t = F(ua(a)) = Flp(x))

p(x)

derivando-se F(z) pela regra da cadeia, encontra-se:

falx) = [F(pa(x)) = F(pa ()]
= fpa(2))(pa2(2)) = f(p () (pa ()"

Sendo a fda da classe Beta (6(1 — G), (1 — 0)G + 6) dada em (3.1), tem-se que

Pg(X:fL‘) = Pg(X§$)—Pg(X<£L‘)
== Fg(x) - Fg(.ilj_).

Se G(z) for uma distribuicao de varidvel aleatéria continua, entdo fg(x) = Fj(x), a fdp

para a classe, é definida por

folo) = Gal1=0G@) + 01— (1= 0G() — 0 (1 = d)g(a)
1 a—1 b—1
By P - C@NT L= 001 - G} (o)
= 0010 - 06 40 G L Gl
x {1—6[1— G(@]}b-l}, (3.7)

em que g(x) é a fdp associada a fda G(x).

3.3.1 Expansao para a funcado densidade

Na Seccao 3.3 foram desenvolvidos os calculos para se determinar a fdp da classe

estudada. A fdp obtida na Equagao (3.7) é bastante simples, no entanto, se for escrita
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como uma soma infinita ponderada de fdps de distribuig¢oes exponencializadas-G, podemos

obter algumas propriedades para a classe Beta (0(1 — G), (1 — 0)G + 0).

Seja
Fo(x) = > e Gylx) = > dnGa(w), (3.8)
p=0 h=0
a forma expandida da funcao de distribuicdo acumulada da classe estudada, entao

falx) = Fg(x)
= > peg()GP (@) = Y hdyg()G"H(x) (3.9)
p=1 h=1
é uma expansao para a fungao de densidade, em que G(x) é uma distribuigdo de varidvel

aleatdria continua e g(x) a fdp correspondente. Utilizando a pdf da Exp-G, fg(z) pode

ser escrita como

fa(z) = g:l e gp(x) — h§:1 dp, gn(x), (3.10)
e e 0 I+p pl
P (1 i ) (b 1 k) @ (b (+_/1>) B<2, b)

E) R

=0
3.4 Propriedades de caracterizacao da classe

As medidas estatisticas apresentam de forma resumida caracteristicas da distri-
buicdo. Nesta secgao serao apresentadas algumas propriedades que descrevem a classe
Beta (0(1 — G), (1 — 0)G + 0) e também duas formas diferentes de escrever uma mesma
expansao. A primeira forma utiliza a notagao de distribui¢des exponencializadas vistas na
Seccao 2.6.1 e expressa as propriedades de caracterizagao da classe como uma combinacao
linear de exponencializadas. A segunda forma é através dos momentos probabilisticamente
ponderados (MPP) definido mais adiante.

Apresentaremos nesta seccao as propriedades de caracterizagao da classe proposta.
Algumas delas serdao mais eficientes utilizando as expansoes do que pela computacao direta

da func¢ao densidade.

De agora em diante consideraremos que X ~ Beta (0(1—G), (1—0)G+0)(a,b,0,§),

em que & é um vetor de parametros da distribuigao-base.
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3.4.1 Expans3o para os momentos de ordem n e para a funcao geradora de

momentos

Os momentos sdo importantes em qualquer analise estatistica. Eles podem ser
usados para estudar caracteristicas da distribuicao como por exemplo, tendéncia, dispersao,

assimetria e curtose.
Se E(X™) existe, entdo o momento de ordem n de uma varidvel aleatéria X ¢é
definido por

+oo
i = B(X") = / dF(z), n=1,2,.. (3.11)

[e.9]

Apresentamos a primeira forma para a expansao dos momentos de ordem n uti-
lizando as Exp-G. Sejam Y, ~ Exp-G(p) e Y, ~ Exp-G(h), a partir da Equagao (3.10)

denotamos

o = 32y BOY) = S dy B(Y). (312)
p=0 h=0

A fungao geradora de momentos (fgm) é outra forma de caracterizar a classe. Um
de seus resultados interessantes nos diz que se duas varidveis aleatérias possuem a mesma

fgm, entao elas seguem a mesma distribuicao.

A fgm de uma variavel aleatoria X é definida como

M(t) = B (X) = [ T AR ().

—00

Uma expansao para Mx(t) é dada por

Mx(t) = Zcp Myp(t) - Zdh Myh(t), (313)

p=0 h=0
em que My, (t) e My, (t) sao as respectivas fgms de Y, ~ Exp-G(p) e Y}, ~ Exp-G(h).
Portanto, M (t) pode ser imediatamente determinada a partir de fungdes geradoras de

momentos da classe Exp-G.

Seja G a fda de uma variavel aleatéria Y e F' a fda de uma variavel aleatéria
X com fungao densidade dada pela Equacao (3.7), os momentos da classe Beta (6(1 —
G), (1 —0)G + 0) podem ser obtidos a partir do (r; j)-ésimo momento probabilisticamente
ponderado (MPP) de Y definido por

ry = BV @) = [y & w)al)dy (3.14)

—00
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Portanto, a segunda forma de representar os momentos de ordem n é dada por

= chp Trp—1 — Z hdy, 71, (3.15)
= h=1
e para a fgm, tem-se
TS 35 DL A o SELL L
n=0p=1 " n=0 h=1

Assim, os momentos de qualquer distribui¢ao da classe Beta (6(1 — G), (1 — 0)G +
0) podem ser expressos como uma diferenga de somas infinitas ponderadas de MPPs
da distribui¢ao-base. Outra forma de expressar 7, ; é baseada na funcao quantilica da

distribui¢ao-base denotada por Qg (z) = G~'(x). Definindo g(z) = u, obtemos
1 )
Trj :/ Qe (u)’ du. (3.16)
0

A seguir, determinaremos os MPPs da classe Beta (0(1 — G), (1 — 0)G + 0) para
as distribuigoes Fréchet (F) e exponencial (E) utilizando as Equacoes (3.14) e (3.16),

respectivamente.
O (r; 7)-ésimo MPP da distribuicao Fréchet é
Trj = Aot /Ooo 2" O D= G+ 4
em que A >0eo>0.

Utilizando u = (j + 1)(0/x)*, 7,; é escrito de maneira reduzida como
o’ 00
-z —u, —r/\
Trj = 7 e "u " du.
A 1)1—7‘”/0
Para r < ), a integral converge absolutamente. Através da Equacao (3.15) podemos

escrever o r-ésimo momento ordinario da Beta (0(1 — F), (1 — )F + ) como
EY") = O'TP(l - ) [Zcpp - Zdhhr/’\] :
h=1

A quantilica da distribui¢io exponencial é Q¢(u) = =X~ log(1l — u), com A >0 e
7.; ¢ dado por
< ()

o” 00
o —u, —r/\ — e\
Tr.j (j—i—l)l—r//\/o e "u du = rI\ E —(m—l—l)"+1 )

m=0

Assim, os momentos da distribui¢ao Beta (6(1 — E), (1 — 0)E + 0) sao facilmente
calculados pela Equagao (3.15)

1)m+r p—1 o oo hd ( )err hr:Ll
E(YT) —T'Arlzzp% r+(1 ) h(m—i—l)wr(l )

p=1m=0 h=1m=0
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3.4.2 Expansdo para a funcdo caracteristica

A funcao geradora de momentos é bastante 1til, porém nem sempre existe. Por

este motivo, podemos usar a fungao caracteristica, que sempre existe.

Seja a funcao caracteristica dada por

ox(t)=E (eitX> _ /+<>0 " AF ().

—00

; ST 2T
Como e = 3°0° | 2 temos

Z I M (i),

As duas representagoes para a fungao caracteristica da classe Beta (0(1 — G), (1 —
0)G + 6) sao imediatamente obtidas a partir das representagbes vistas na seccao anterior

para fungio geradora de momentos e utilizando a expressao de px(t) acima.

A primeira forma envolvendo Exp-G é determinada baseada na Equacao (3.12) e

aplicando-a na funcao caracteristica e assim

Z cp Py, (t Z dp, oy, (t

em que @y, (t) e gy, (t) sao as fungdes caracteristicas de Y, ~ Exp-G(p) e Y}, ~ Exp-G(h),

respectivamente.

A segunda forma é escrita em termos dos momentos probabilisticamente ponderados.

Utilizando a expansao para ¢x(t), dada no inicio da segdo, e a Equagao (3.14), tem-se

o0 t’n,
px(t) = sz ZPCanp 1= Zhthn,h—l -
n=0 h=1

em que ¢ = +/—1.

Ambas as formas apresentadas podem ser utilizadas para se determinar a func¢ao

caracteristica.

3.4.3 Momentos centrais de ordem n e coeficiente geral

Os momentos centrais de ordem n sdo calculados de acordo com

+o00

i, = BIX =)' = [ (= p)aF (@), (3.17)

—00
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Uma importante medida é a variancia, que nada mais é que o momento central de

ordem dois. A seguir sdo realizados os célculos para os momentos centrais de X.

Temos pela expansao binomial que

n

(x =" =3 (") (=1)uran,
r=0 \T
entdo p, pode ser reescrita como

. n T, T
b =D ( >(—1) Ty
r=0 r

Sabendo que u = E(X) e aplicando a Equacao (3.12) na expressao acima, temos

i = e (?) [ﬁcpm;?‘)— > B0 )

T

Y

>< [icpmp) - hidhmh)

em que Y, e Y}, seguem distribuicoes exponencializadas generalizadas com parametros p e
h, respectivamente. .

Alternativamente podemos escrever os momentos centrais de ordem n em termos
dos MPPs. Substituindo-se a Equagao (3.9) em (3.17) e utlizando a Equagao (3.14), resulta

f = Z(—l)r (Z) (chp Tn—rp—1 — Z hdp Tn—r,h—l)
r=0 p=1 h=1
X (chp Tip—1 — Z hdh Tl,h—l) .
p=1 h=1

Uma nova generalizacdo chamada de coeficiente geral, que extende as medidas de
assimetria e curtose, é dada por

E[(X —p)"] Fin
Cy(n) = =—.
" VIEIX =} o

Podemos utilizar qualquer uma das formas para p!,, seja através das Exp-G’s ou

dos MPPs. Aqui, utilizaremos a forma expressa em (3.14) e a substituiremos na equagao
acima. Portanto,

> =nn(r
Cg(n): ero (

T
oo oo oo o0
) (szl pep Tﬂ*’"vPﬂ*Zhﬂ hdp, T"*th%) (szl PepTl,p—1 7Eh:1 hdp Tlvhfl)
n/2°
oo 2 oo oo 0o oo
—1)r — hd — hd
|:E7‘:O( ) (T)(Zp:1pcp T2—r,p—1 Zh:l hT?*ﬁh*l) (Zp:lpcp T1,p—1 Zh:l th’hfl}

Note que, em particular, quando n =3 e n = 4 em Cy(n), obtemos uma expansao
para as medidas de assimetria e curtose, respectivamente.
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3.5 Casos especiais da classe Beta (6(1 — G), (1 — 0)G + 0)

A beta generalizada ¢ uma classe rica de distribuigdes generalizadas e também uma
das mais importantes em estatistica devido a sua versatilidade na modelagem de dados.
Para obtermos a composigao, usaremos a fdp (3.7) por ser mais tratdvel quando G(x) e

g(x) tiverem formas analiticas simples.

Nesta segdo apresentaremos alguns casos especiais da classe Beta (0(1 — G), (1 —

0)G + 0).

3.5.1 Distribuicdo Beta (§(1 — E), (1 —0)E + 0)

A distribuicao exponencial possui apenas um parametro e é uma das mais simples
distribuigoes da estatistica. Autores como Nadarajah e Kotz (2006) e Barreto-Souza, Santos
e Cordeiro (2009) desenvolveram, respectivamente, a beta exponencial e a distribui¢ao
exponencial generalizada como casos especiais da Beta-G, assim como também forneceram

propriedades matematicas importantes.

Tomando G(z) e g(z), respectivamente como fda e fdp da distribuigao exponencial
(E) com pardmetro A, a fungdo de distribuigao da Beta (6(1 — E), (1 — )E + 0), obtida a
partir de (3.2), é definida por
F(x) = Iia-g)a—e-ro)103 (@, 0) = Lign—1-e—royp (@, ),
emquez >0,\A>0,a>0eb>0.

A fdp da Beta (0(1 — E), (1 — 0)E 4 0) ¢é obtida a partir de (3.7). Assim,

A
f(LU) = B(a,b)

{e—bm(l 0L — e (1 — 0)]*" + %1 — Qe—)\x]b—l}‘ (3.18)

A fdp acima nao envolve qualquer funcao complicada. A classe citada nesta secgao
generaliza varias distribui¢oes ja conhecidas na literatura. Obtemos a prépria distribuicao
exponencial quando a = b = 1 e quando # = 0, a distribuicao beta generalizada exponencial

¢ mais um caso especial generalizado pela classe.

E facil notar que a densidade (3.18) é muito mais flexivel que a distribuicio beta

generalizada exponencial.

A taxa de falha é dada por
)\{e—b)\a:<1 o e)b[l o e—/\x<1 o 9)](1—1 + eae—a)\x[l o ee—/\x]b—l}

R(x) =
(@) B(a,b)[1 = I{a—g)1—e—2o)103 (@, b) + Lpp—(1—e—+y3(a, b)]

A representagao grafica da fdp e da taxa de falha da Beta (8(1—E), (1—0)E+6) para

alguns valores dos parametros a, b, 6 e A sdo apresentados nas Figuras 6 e 7, respectivamente.
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No Apéndice B apresentamos o cddigo fonte para construcao dos graficos da fdp e taxa de

falha desta distribuicao.

Funcao Densidade

—— a=5; b=3; 6=0.9; A=4
a=3; b=5; 6=0.8; A=15
a=3.5; b=3.5; 6=0.001; A=3.5
o 4 a=1;, b=2; 6=0.01; A=3
a=27; b=3; 6=0.06;A=2
—_ T
e
o -
o ] P e e T = e B
T T T T
0.0 0.5 1.0 15

Figura 6: Fungao densidade da Beta (0(1 — E), (1 — )E + ) variando os pardmetros de a,
b, 0 e A

3.6 Distribuicdo Beta (#(1 — W), (1 — )W + 0)

A distribui¢ao beta-Weibull foi proposta por Famoye, Lee e Olumolade (2005), con-
siderando a Weibull como a distribuigdo-base na classe Beta-G. Lee, Famoye e Olumolade
(2007) obtiveram algumas propriedades da taxa de falha, entropias e uma aplicacao para
dados censurados.

Seja G(z) =1 —e~ W) ¢ g(x) = cA°z°te~ )" as respectivas fda e fdp da Weibull
com pardmetros ¢ > 0 e A > 0. Dizemos que X ~ Beta (0(1—W), (1—0)W+6)(a,b,0,c, \)

se sua func¢ao de distribuicao é dada por

F(x) = Iia—p)p—e-00)103 (a5 0) = Iigr_1—e—0wrepyy (@, b).
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Funcao Taxa de Falha

—— a=1; b=1; 6=0; A=35
---- a=40; b=8; 6=0.3; A=0.8

o - . a=2; b=122; 6=1; A=2

[ a=0.5; b=0.9; 6=0.06; A=4.1

\ a=12; b=2.8; 6=0.99;A=0.7
© 4! I

1 e

2 ; -
o i ,

< - . B R

LY

N ’

o ,
o~ - e i e
7
/
/
/

o - ===

T T T T T

0 2 4 6 8

Figura 7: Taxa de falha da Beta (0(1 — E), (1 — )E + 6) para diferentes valores de a, b, 6
e A

A fdp da distribuigao Beta ((1 — W), (1 — )W + 0) é dada por

C)\C:L'C_l —b(Az)° b —(A\zx)° a—1 a,—a(A\x)¢
fla) = B(&b){e (1= 0)P[1 — e 0D (1 )" + 6

X [1— eeW)”]“} (3.19)

e a sua taxa de falha é dada pela expressao abaixo

R( ) c)\cxc_l{e_b()‘m)c(l _ G)b[l _ e—(Am)C(l _ 9)](1—1 + eae—a()\x)c[l _ ee—(Am)C]b—l}
€Tr) =
B(a,b)[1 = Iia_p)p—e-0or 10y (a5 0) + Lgp_(1—e—0mreyy (@, D))
Algumas distribuigoes conhecidas sao generalizadas a partir de (3.19). No caso
a = b = 1 tem-se a fdp da distribuicao-base e a densidade da exponencial quando

a=0b=c=1. 0 grafico da Figura 8 ilustra a fdp para alguns valores de parametros

escolhidos. A Figura 9 ilustra a taxa de falha correspondente.

3.7 Distribuicdo Beta (0(1 — Kw), (1 — 8)Kw + 0)
Seja G(x) a distribuicdo Kumaraswamy (Kw) com fda dada por

G(z)=1— (1 -2,
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Funcéo Densidade

S —— a=5; b=3; ¢c=1; 6=0.9; A=4
a=3; b=5; c=2; 8=0.8;, A=1.5
a=4; b=4; c=4; 6=0.9; A=4

S T a=1 b=2; c=15; 8=0.75 A=3
a=27, b=3; c=1.5; 6=0.06;A=5

m —

E o -

q— —

N ’_\\\
= ~ \\\

o - —_———— ::.: '-—\'-::—a-ﬂ—-—r

Figura 8: Funcao densidade da Beta (0(1 — W), (1 — )W + 0) para diferentes valores de a,
b, 0, ce A

e fdp definida como g(z) = Aca* (1 — 22)¢7L em que z € [0,1], ¢ > 0 e A > 0. Inserindo
essas fungoes em (3.2), a fungao acumulada da Beta (0(1 — Kw), (1 — 0)Kw + 6) é expressa

por

F(z) = Iia—on-a-ae-1140) (@, 0) = T oanye-ypy (a,b),

e sua fun¢ao densidade associada é dada por

C)‘x)\il b A1b(c—1 A\e—1 a—1 a Ala(c—1
flx) = M{(l—@[l—r]( M= @=L =)+ 071 — aHele?
x [1—0(1— xk)c—l]b—l}. (3.20)

A taxa de falha correspondente é dada por

R(z) = ez Y{B(a,b)[1 = [ia—g)p—-o)e-11103 (@, 0) + Lopi—p—(1—ory-1py (@, 0)]} !
{(1 _ 9)6 [1 _ x/\}b(cfl)[l o (1 o x)\)cfl]afl +4° [1 o x)\]a(cfl) [1 - 9(1 o x)\)cfl]bfl}.

Alguns valores dos pardametros foram selecionados e apresentados na Figura 10.
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Taxa de Falha

~ 7 — a=1; b=1;c=1; 6=04; A=15
. a=16; b=5; c=2; 6=0.8;, A=0.2
o o a=001; b=0.7; c=8; 6=0.6; A=0.3
| AR a=6; b=9; c=0.2; 6=0.1; A=2
! a=0.12; b=4; ¢c=1.3; 6=0.06;A=5
o - -
i
< - !
= 1
x \
o
\
\
N~ \ _ -
7 -
— ~ -~
T A
o d LT T T
T T T T
0 5 10 15
X

Figura 9: Taxa de falha da Beta (6(1 — W), (1 — 8)W + 0) para alguns valores de a, b, 6, ¢
e A

3.8 Distribuicdo Beta (6(1 — Burr), (1 — §)Burr + 6)

Para dar maior flexibilidade para a distribuicdo Burr XII, Paranaiba et al. (2011)
definiram a distribuicao beta Burr XII.

A fda e a pdf da Burr XII, para x > 0, ¢ > 0 e A > 0 sdo respectivamente iguais a
Gx)=1- (142"

g(z) =cA A 2Pt

Substituindo G(z) e g(x) em (3.2), obtemos a fda da Beta (6(1—Burr), (1—6)Burr+
0) expressa por

F(z) = Lia-on-@+e) 24610, 0) = Lop-n-(eae) -3 (0, D).

A fungao densidade associada é definida por
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Funcéo Densidade

¥ 71 — a=5,b=3;¢c=1; 6=09; A=15
: a=3; b=15; ¢c=0.6; 6=0.35; A=0.4
- a=2;,b=1;, c=4;, 6=0.01; A=0.4
----- - a=0.1; b=8; c=25; 6=0.04; A=5
o a=25; b=25; c=25; 6=05;A=3

f(x)
2
|

Figura 10: Curvas da fungao densidade da Beta (6(1 — Kw), (1 — 0)Kw + 0) para diferentes
valores de a, b, 0, ce \.

DV

flz) = Blad) {(1 — 01— (1429 ML= )" [L+ 2] O 4 g9 [1 4 27~ (@D

x [1—6(1+ xC)—A]b—l}.

A taxa de falha correspondente é dada por

et

m[l — Lia-o)n-(tae)-21403 (@, 0) + Tropi—1-(14ae)-233 (@, B)]
x {(1=0)"[1—(14+2921 —0)]* 1+ 29O g2 [1 4 2~ (@+D
X [1—0(1+ 29771,

R(z) =

-1

O grafico a seguir mostra diferentes valores para os parametros da densidade da
Beta (6(1 — Burr), (1 — )Burr + 6).

3.9 Desvios médios

Duas importantes estatisticas que medem a dispersao de uma variavel aleatoria

sao os desvios médios. Os desvios médios em relagdo a média, pu e a mediana, M, sao
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Taxa de Falha
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Figura 11: Gréficos da funcao taxa de falha da Beta (0(1 — Kw), (1 — 6)Kw + 6) para os
parametros selecionados.

definidos, respectivamente por

d(X) = E(|X — pl) e dy(X) = E(|X — Mq).

Alternativamente, como definiram Cordeiro e Lemonte (2012), os desvios médios

acima podem ser calculados como
di(X) = 2pF (1) — 2ma(p) e da(X) = p = 2ma (Ma), (3.21)

em que u = E(X) emy(u) = [ zf(x)dz é o primeiro momento incompleto.

Muito utilizadas em economia, confiabilidade, demografia e medicina, as curvas de

Bonferroni e Lorenz, sdo a principal aplicagdo dos momentos incompletos.
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Funcéo Densidade

© —— a=1; b=25 ¢=04; 6=0.3; A=2
---- a=0.7; b=1; ¢c=15; 6=0.01; A=5

a=3.8; b=2; ¢c=2.8; 6=0.95; A=3
w1 ] e a=6; b=47; ¢c=6.5; 6=0.7; A=4
a=27, b=3; ¢c=15; 6=0.06;A=5

f)
3
|

Figura 12: Gréficos da fungao densidade da Beta (6(1 — Burr), (1 —6)Burr +6) para alguns
valores de a, b, # e \.

A equacao geral para my(u) ¢ definida a partir de (3.10) como

miw) = [ af(@)da

— /;;O$ [i Cpgp($) — i_o:dhgh(:p)] dx

— =1

[o@) ,Ua D
= Zcp/ xgp(x)dx—Zdh/ x gp(z)de
p=1 - h=1

o
= Z cp Jp(p) — Z dp, Jn (1),
p=1 h=1

em que J,(p) = [ v ga(x)da.

A quantidade J, (1) é a base para calcular os desvios médios das distribuigdes
Exp-G. Logo, os desvios médios em (3.21) dependem apenas dos desvios médios da

distribuigdo Exp-G. Assim, as representagoes alternativas para d;(X) e da(X) sdo

BOX) = 2aF () =2 |3 e ) = 3 da o)
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Taxa de Falha

T
S — a=2; b=15; c=4; 8=0.12; A=2
' ---- a=0.5; b=1; c=1; 6=0.01; A=5.5
:_- a=4; b=25; ¢c=1; 6=0.08; A=6
o - a=6.5; b=4; c=2; 6=0.5; A=1
, a=0.4; b=72; ¢c=2; 6=1;A=6.5
I
v
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'
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Figura 13: Taxa de falha da Beta (0(1 — Burr), (1 — 6)Burr + ) para alguns valores de a,
b, 0 e A

dg(X) = ,LL—2 icpJp<Md)_§:thh(Md>

h=1

Uma ilustragdo simples ¢é realizada a seguir, com a distribuicao-base sendo a
exponencial (E), mostrando os célculos para o desvio médio da variavel aleatéria X ~ Beta
(01 —E),(1 —0)E +0)(a,b,0,€&). Considere a distribuigdo exponencial exponencializada

com parametros a > 0 e A > 0, cuja fdp é dada por
go(2) = aze ™ (1 — e )t

, —1—1)!
e média py = % ;’io(—l)z(a;l)(a(l_i_i);) (GUPTA; KUNDU, 2001). Considere a se-
guinte quantidade

o
Jo(p) = / ar?e™ (1 —e ™) 1.
0
Usando a expansao binomial em (3.5), obtemos

> —1
Jo(p) =D (—1)" (a ) /O " e M@ gy
w=0

w
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E assim, o primeiro momento incompleto é definido como

oo o0
= Z Cp Tw,a,,u - Z dh T’Ll),a“UJ
p=1 h=1

em que

wa,u

a—1\[- 2—)\,u(w—|—1)(2+/\,u+w/\,u)]
QE: ( w ) N(w+ 1)

A partir do resultado acima, pode-se calcular o desvio médio para a distribuicao
Beta (0(1 — E), (1 —0)E + 0).

Uma outra importante aplicagdo do primeiro momento incompleto esta relacionada

com o tempo de espera médio e a funcao de vida residual.

3.10 Funcao de vida residual

Muitas fungoes sao definidas a partir da fungao de vida residual(fvr). A exemplo
disso temos a taxa de falha, a funcao média de vida residual e a funcao de vitalidade. Estas

trés funcgoes determinam unicamente F'(X), veja por exemplo, Kotz e Shanbhag (1980).

Segundo Navarro, Franco e Ruiz (1998), o n-ésimo momento da fvr de uma varidvel

aleatoria X determina unicamente a func¢ao de distribuicao e é dado por

1) = BUX =171 > 1] = g [ e =07 @i

emquet>0en=12 ..

Através do teorema binomial, a equagao acima pode ser reescrita como
[t f@)a (3.22)
= e f(x)de, )
S(t)Je

em que t,, = >, (:) (—t)" .
Utilizando a forma exponencializada dada na Equagao (3.10) e substituindo-a em
(3.22), temos

[e.e]

I (t) = S%t)/too [Ztmw cp gp(T Z tnr 2" dp gp(z) | de.

p=1 h=1

Podemos reescrever o n-ésimo momento da fvr da classe estudada em termos de

exponencializadas como a seguir

6= cplap(t) =D dplon(t)
p=1 h=1
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em que l, ,(t) e 1, 5 (t) sdo os n-ésimos momentos da fvr de Y, ~ Exp-G(p) e Y}, ~ Exp-G(h),

respectivamente.

Outra funcao interessante é a funcao de vida residual média ou esperanca de
vida na idade z definida por [;(t) = E[(X — t)|X > t]. Esta funcao corresponde a vida

remanescente esperada da unidade, X — ¢, dado que ela sobreviveu até o tempo t.

3.11 Funcao de vida residual reversa

O n-ésimo momento da fungao de vida residual reversa(fvrr), determina unicamente

F(z) (NAVARRO; FRANCO; RUIZ, 1998) e ¢é definido como

Lo(t) = El(t — X)"|X <] = Ftt) /Ot(t 2P (),

parat >0en=1,2,...

Pelo teorema binomial podemos escrever L, (t) como
L L d
n(t) = / [ ,
(1) = figy |y tor oS a)ar

em que t . =Y (:) (—1)"(t)"". Entao, o n-ésimo momento da fvrr de X se torna

o0

L,(t) = Fit)/ot [Ztmx ¢ gp(T Z c ' dp gn(x) | de.

Alternativamente, podemos escrever a equacao acima como uma diferenca de

combinagoes dos n-ésimos momentos da fvrr das exponencializadas. Portanto,

)= cp Lnp(t) = D dn Lun(t)
p=1 h=1

em que Ly, ,(t) e Ly, 5(t) s@o, respectivamente, os n-ésimos momentos das exponencializadas
)/p € Yh.

O tempo médio de inatividade ou tempo de espera médio, também chamado de
fun¢ao média de vida residual reversa, é definido por L;(t) = E[(t— X)|X < t], e representa
o tempo de espera decorrido desde o fracasso de um item na condicao de que essa falha
tivesse ocorrido em (0, z). Propriedades da fungao média residual reversa sao consideradas,

por exemplo, em Kayid e Ahmad (2004).
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3.12 Estatisticas de ordem

As estatisticas de ordem tém grande importancia em muitos problemas estatisticos
sendo aplicada em controle de qualidade, analise de confiabilidade e testes de vida, onde
alguns preditores sao muitas vezes baseadas nestas estatisticas. Seja X7, X, ..., X,, uma
amostra aleatéria da distribuigao Beta (0(1 — G), (1 — 0)G + 0) e X,., a i-ésima estatistica
de ordem. A pdf de X, parai=1,2,...,n é

em que B(+,-) é a fungao beta.

A partir das expressoes apresentadas em (3.6) e (3.10), respectivamente, temos que

FPH ) = [ Spe06m(5) - 3 horg(a) )|
X [ZCPGP ZchGh rﬂ )

Utilizando a expansao binomial podemos escrever para o tltimo fator da expressao

acima, a seguinte expansao

[Z o Z e r+i—1 B jﬂil (j +i— 1>(_1)w

w=0 w

X i Ch G’h(:v)] (3.24)

Lh=0

X > ¢, GP(x)
=0

Na segao 0.314 de Gradshteyn e Ryzhik (2007) temos a seguinte equacao para a

série de poténcia elevada a um inteiro positivo n

00 n 00
k k
Sad| ~Sadk
k=0 k=0
em que
Co=ag, Cm= —Zlm—m—i—kz)akcmk para m > 1.

magkl

A partir dessa informacao, podemos reescrever a Equagao (3.24) como
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J+i—1 00 . - )
Soem-Yac@| = X (TN b, @
p=0

w=0 w
X Z fw h G
h=0
= (jt+i—1 w
= ( ) (_1) fj+i*w71,p fw,h Gerh(x)-
_ w
w,p,h=0
em que
fj+z w10 =" "7 Fivicw1p = 5o St M=) =plam fiyicw-1p-m € fiticw-1n =
hao Z [ (] +1i— w) - h]am fj+i7w71,h7m‘

Portanto, depois de algumas manipulacoes algébricas, podemos expressar o seguinte

produto como

f(x)Fj-H—l(;p) — i > (] "‘;— 1) (_1)wp ¢ fj—‘ri—w—Lp fw7hg(a:)G2p+h_1(:v)
p=1w,h=0

- i i (j +;_ 1) (—1)“hen fiviw—1p fon g(x)G2h+p_1(x).
h=1 w,p=0

Fazendo-se uso das Equagoes (2.3) e (2.4), podemos escrever

f(m)FjH_l(x) = Z d sw,h 9(2p+h) (l‘) - Z Ep,w,h 9(2h+p) (x), (3'25)

p=1 h=1
com

2p+h

dp,w,h =

wh=0 (j+1i_1)( 1)“hcn fivimw—1p fwh

2h+p

Epw,h =

Substituindo o resultado obtido em (3.25) na expressao (3.23) determinamos a
estatistica de ordem expressa como uma diferenca de combinagoes lineares de densidades

exponencializadas

n—i o0

fzn(x) = Z p,w,h g(2p+h Z €pw,h g 2h+p)( )

kO p=1 h=1
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3.13 Estimacao

Varias abordagens para estimativas de parametros sao propostas na literatura,
porém o método de maxima verossimilhanga (ver Secgdo 2.2) é o mais utilizado. Os EMVs
desfrutam de propriedades desejaveis e podem ser usados na construc¢ao de intervalos
de confianca e testes estatisticos. A aproximacao normal para estes estimadores em
distribuic¢oes de grandes amostras é facilmente manipulada, seja analitica ou numericamente.
Neste trabalho, faremos uso do método de méaxima verossimilhanca para estimar os
parametros da classe Beta (6(1 — G), (1 —0)G +0).

Seja 1, T, ..., ,, Uma amostra aleatéria a partir de (3.7) e seja © = (a,b,0,&)" o
vetor de parametros de dimensao p x 1. A fun¢do de log-verossimilhanca para © é dada

por

10) = ~nlog Blab) + > loglowi, &) + X log { (1~ 0/[(1 ~ )G(z1,8) +

=1

x (1= Gl &) 4 001 - G " (L - 0l - Gl ) (3:26)

em que g(z;,€) = g(x) e G(x;,€) = G(x). Assumimos que as seguintes condi¢oes de
regularidade para a fungdo de log-verossimilhanca sao validas: i) O suporte de X associado
a distribuicdo nao depende de parametros desconhecidos; ii) O espago paramétrico de
X, digamos W, é aberto e {(©) tem um maximo global em W; iii) Para quase todos
os z, existem as derivadas de quarta ordem da log-verossimilhanca com respeito aos
parametros do modelo e sao continuas em um subconjunto aberto de ¥ que contém o
parametro verdadeiro; iv) A matriz de informagao esperada é definida positiva e finita; v)
Os valores absolutos das derivadas de terceira ordem da log-verossimilhanca em relagao
aos parametros sao delimitados por fungoes finitas das esperancas de X.

_ 9i®)

Seja a funcao score definida como U(O) = “55~, entdo suas componentes U,, Uy,

Up e Ug sao apresentadas a seguir como

b—

Nan &)1 - (1-6)

r OO L= 0, O T () ogld Bl )] + (1 - 0)
s )1 (1= )G €)' g0 Gl &) + Glan €)] ) — ml(a)
- W+ b))

v = Y {1090 (@, 6) 1~ 0GP + (1 -0/ G

x G
G
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Uy = {{ea“( O[1-0C @ &P+ (1-0'C" @, - (1-6)

)]a 1} 0° [1 - QG(xla 6)]b_lé (1‘175) IOg[l - HG xlvﬁ (1 - 0)
x é” (0 )11 = (1= 0)G(s, )" Mog{ (1 - O)[1 — 0G(ws, )]} }
— Yla+b);

E‘ INNgE

U = S {"C w11 - 0B + (10 gL - (10
% Oy 07 G @ )L 00 &) {a T (@in€) —0(b - 1)
X [1=0G( &)} + [(1 - 0G (s OFL - (1 - G (@~ 1)
(1= )G, ] = (1~ )T (i, €))7}

.

x 1=

n

U = YOG (@& [1 - 6G(a &)+ (1-6)C

(€ 641 — 0GP T (0, €) “gﬂx {1 —a)

X G+ 00 D1 - 06, )} + (1 - 0T (@ &L - (10

(51 P22 0= (1= 0G0 ) - (0= D1 - (1 )G, )]}
 9g(xi,8)/ 08k

" ; 9(x:,§)

em que G(z;,€) =1 — G(x;,€) e ¥(.) é a funcio digamma.

b—

Nz, €)1 — (1 6)

.

X
Ql

X
Q)

Os estimadores de méxima verossimilhanca, © = (@,5, 0, E)T de © = (a,b,0,6)7
sao obtidos resolvendo simultaneamente as equagoes nao-lineares U, =0, U, =0, Uy =0 e
Ue = 0. Estas equacoes nao podem ser resolvidas analiticamente e softwares podem ser

usados para resolvé-las numericamente. Aqui, adotamos o software R.

Para estimacao intervalar e testes de hipoteses com respeito aos parametros do
modelo, obtemos a matriz de informacao de Fisher observada J(©) de dimensao 4 x 4
dada por

Uww Uay Usp Uge
Up U U

Usp  Upe

Use
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cujos elementos sao apresentados no Apéndice A. A matriz J(©) é 1til para obter intervalos

de confianga aproximados para os parametros.
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4 Aplicacao

Nesta se¢ao, demonstramos a potencialidade da distribui¢ao Beta (#(1 — W), (1 —

0)W + 0) apresentada na Secao 3, através de uma aplica¢ao a um conjunto de dados reais.

4.1 Distribuicdo Beta (8(1 — W), (1 — )W + 6) aplicada a dados
de pobreza

A seguir, mostraremos uma aplicacdo a dados reais para a distribuicao pro-
posta beta (6(1 — G),(1 — 0)G + 6). O conjunto de dados representa a taxa de po-
breza obtida a partir de 533 distritos escolares com mais de 15.000 estudantes com
faixa etdria de 5 a 17 anos de idade no ano de 2009 (Digest of Education Statistics
http://nces.ed.gov/programs/digest /d11/tables/dt11_096.asp). Os cdlculos foram execu-
tados utilizando-se o pacote AdequacyModel do software R (R Development Core Team,

2012). A massa de dados é apresentada na Tabela 1.

Tabela 1: Taxa de pobreza de 533 distritos escolares com mais de 15.000 estudantes com
faixa etaria de 5 a 17

18,0 32,0 16,4 16,5 10,2 250 26,6 9,7 17,5 83 9,2 19,8 26,7 12,6 11,6 14,2 97 6,4
19,4 13,8 13,2 296 10,3 36,5 23,1 21,2 24,7 18,8 22,7 151 22,6 16,2 20,9 16,5 21,5 13,6
22,3 37,0 236 12,1 166 7,1 168 11,6 153 13,2 36,0 20,8 295 7.8 11,9 53 18,2 17,1
13,8 16,5 17,2 14,0 13,1 223 80 34,6 13,3 187 16,6 150 18,6 158 19,8 242 11,8 7,0
20,4 26,1 14,7 17,8 254 24,6 33,7 13,8 283 20,2 231 16,4 108 87 11,2 11,9 157 21,3
19,0 23,4 11,6 20,2 17,6 20,2 20,8 19,3 18,0 21,7 16,5 88 223 6,1 14,1 21,1 17,0 182
26,0 7,0 34,7 19,6 14,5 129 16,7 13,8 3,9 21,0 7,9 258 189 80 8,7 12,2 9,7 284
18,7 154 12,0 24,1 159 154 9,3 47 11,6 23,4 8,0 9,5 153 259 3,3 209 9,0 8,9
14,1 12,2 26,7 10,3 11,0 20,1 27,9 27,8 97 281 12,8 12,3 29,0 18,0 22,0 14,7 149 184
22,9 11,2 16,9 22,3 205 257 19,2 21,0 17,5 18,0 158 18,4 199 23,4 19,9 17,0 17,1 20,3
18,6 17,3 16,7 22,7 9,1 242 13,9 17,6 13,3 20,7 30,2 284 21,6 9,3 21,8 11,7 83 1372
22,1 36,9 16,0 6,3 6,9 153 152 16,8 10,8 18,5 23,5 184 9,3 31,6 17,2 124 131 95
19,7 9,3 286 141 4,0 4,1 4,5 56 284 254 11,4 20,3 47 155 21,5 49 354 16,5
25,1 23,9 245 11,8 195 184 3,2 30,2 7,3 82 207 90 169 20,0 132 17,1 250 21,2

23,0 20,5 16,0 14,9 21,9 19,9 29,6 12,6 259 20,5 7,8 255 85 6,2 5,1 10,6 7,1 6,0
6,6 4,6 7,1 8,8 9,8 132 245 152 32,3 20,4 99 81 397 434 289 85 6,3 5,8
9,1 92 153 7.8 257 10,0 9,9 54 30,7 4,7 12,4 350 129 16,1 54 46 14,4 285

7,0 11,3 4,8 3,8 392 198 12,6 4,6 19,1 156 14,7 22,6 22,6 31,0 33,7 84 18,9 27,9
10,3 14,2 36,1 26,6 36,4 346 18,7 17,9 18,1 13,0 157 181 22,5 233 13,8 20,3 19,3 19,2
19,3 20,2 16,3 20,8 23,8 188 21,4 24,0 17,4 378 21,0 12,2 10,2 253 30,0 28,7 40,4 37,8
9,6 6,8 225 332 10,6 82 21,8 93 31,2 188 256 14,8 9,3 183 12,7 11,2 12,1 16,5
20,8 30,4 2,7 30,5 27,6 365 354 21,3 194 21,3 22,5 151 225 18,1 24,3 104 80 17,9
23,2 12,4 17,6 12,1 22,1 20,7 15,8 31,3 153 12,3 10,0 140 4,6 9,3 229 31,0 322 4,9
13,2 22,5 18,9 238 26,0 153 46,3 26,4 14,7 91 10,4 12,1 27,3 14,3 13,5 31,4 10,8 10,4
21,6 42,6 32,6 9,1 286 46 243 20,3 198 23,0 329 283 10,1 155 251 185 11,5 6,5
20,1 13,4 53,6 13,6 487 58 6,8 236 11,4 338 92 21,0 16,5 457 153 155 24,4 6,3
15,0 42,7 6,9 19,2 6,7 34,3 24,7 20,2 22,3 258 32,0 33,4 47,3 298 9,1 9,4 9,0 7,5
13,3 7,8 9,0 20,7 17,7 85 9,6 9,3 7,6 6,1 194 50 10,7 3,2 185 26,1 228 74
354 8,7 5,3 9,1 75 11,5 97 13,6 151 126 154 4,1 17,4 11,0 5,0 5,0 9,1 13,2
20,3 20,0 20,4 13,5 202 10,3 15,6 159 143 36,4 20,2
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Na Tabela 2 é apresentado um resumo descritivo dos dados expostos anteriormente.

Nota-se que os dados possuem assimetria positiva e distribuicao platicirtica.

Tabela 2: Estatisticas Descritivas

Média Mediana Moda Varidncia Assimetria Curtose Minimo Maximo
17,71 16,80 9.3 77,38 0,79 0,69 2,70 53,60

Comparamos o ajuste da distribuigao Beta (6(1 — W), (1 —0)W +0) aos ajustes dos
modelos beta-Dagum (BDa), Kumaraswamy Weibull exponencializada (KWE), McDonald-
Dagum (McDa) e beta exponencial exponencializada (BEE) cujas densidades sao dadas

como segue (para x > 0):

e densidade da Beta (0(1 — W), (1 — 0)W + 0) ¢é dada por

c nc—1
CBi\( z b) {(1 . e)be—b()\x)c[l . e—()wv)c + ee—()\m)c](z—l + eae—a()\x)c[l . He—()\z)c]b—l};
a,

densidade da BDa é dada por

1
B(a,b)

BASz N 14+ Az 0) P (1 + A7) PO — (14 A0 AP

densidade da KWE ¢é dada por

abcaﬁaxa—le—(ﬁz)o‘[l _ e—(Bm)a]a—l[l _ (1 _ e—(ﬁm)"‘)a]b—l{l _ [1 _ (1 _ e—(Bz)“)a]b}(c—l);

densidade da McDa é dada por

cp )\5x_5_1(1 + )\x_é)_'&w_l[l -1+ )\x_é)_cﬁ]b_l;

B(a,b)

A densidade da BEE é dada por

oz/\e_)‘fc(l o e—)mc)aa—l[l o (1 . e—)@)a]b—l‘

B(a,b)

Os parametros das densidades acima sdo todos niimeros reais positivos.

Calculamos as estimativas de maxima verossimilhanga dos pardmetros dos modelos
ajustados, bem como os erros-padrao (entre parénteses) listados na Tabela 3. Consideramos
as estatisticas AIC, BIC, AICc e HQIC para a selegdo do modelo mais adequado ao
conjunto de dados citado anteriormente. Também sdo apresentados na Tabela 4 os testes

de Kolmogorov-Smirnov (K-S), Cramer-von Mises (W*) e Anderson-Darling (A*).



Tabela 3: EMVs (erros-padrao entre parénteses)

Distribuigao Estimativas
Beta (0(1 — W), (1 — 0)W +0) a b z 0 )
0,0145 8,8566 1,9667  0,7705 0,4441
0,0052)  (13,0181)  (0,0798)  (1,0538)  (0,0763)
BDa a b B A 0
2551 11,1117 8,8839 57,6598 1,5071
1410)  (9,7964)  (5,3082) (118,1263)  (0,5727)
KWE a b z a B
0,0146 0,2584 17,4024 1,0301 0,4829
0,0143)  (0,0284)  (6,7843)  (0,0162)  (0,0345)
McDa 0 B8 a b c
1,0534 4,2763 02572 31,3347 51477
0,3440)  (6,0102)  (0,1084) (28,2547)  (7,2353)
BEE a b ) a
0,1680 2,0406  0,0958 21,8988
(0,1258)  (0,5208)  (0,0155)  (18,2772)
Tabela 4: Estatisticas K-S, W* e A*
Distribuicoes K-S \\%A A”
Beta (6(1 — W), (1-6)W +46) 0,0269 0,0835 0,4747
BDa 0,0295  0,0855  0,5000
KWE 0,0429  0,1973  1,0966
McDa 0,0299  0,0956  0,5250
BEE 0,0291  0,0857  0,5005
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De acordo com as informagoes da Tabela 4 podemos verificar que os valores
fornecidos para as estatisticas AIC e AICc sdo muito proximos, visto que o tamanho da
amostra é grande. Ambos os valores tendem a se aproximar segundo o que foi exposto na
Secao 2.3.2.

Tabela 5: Estatisticas AIC, AICc, BIC e HQIC

Distributions AIC BIC AICc HQIC

Beta (0(1 — W), (1 —0)W +6) 3757,850 3779,242 3757,964 3766,221
BDa 3760,962 3778,000 3760,962 3767,583
KWE 3772,120 3793,518 3772,239 3780,497
McDa 3762,850 3788,527 3763,016 3772,902
BEE 3760,908 3778,022 3760,984 3767,605

Mais informagoes sobre os ajustes das respectivas densidades sao obtidos através

de uma comparacao visual no histograma apresentado na Figura 14.
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Figura 14: Ajuste das densidades para o histograma dos dados atuais.

De acordo com os valores das estatisticas K-S, W*, A* AIC, BIC, AICc e HQIC
apresentados nas Tabelas 4 e 3, e sabendo que, quanto menor forem os valores destas
estatisticas, melhor sera o ajuste, é evidente que o modelo Beta(f(1 — W), (1 — 0)W + 6),
dentre os modelos comparados fornece o melhor ajuste aos dados e portanto, devera ser
o modelo indicado para escolha. O Apéndice C traz o cdédigo fonte dos ajustes dessas

distribuicoes.
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5 Conclusoes, contribuicoes e trabalhos futu-

ros

Neste capitulo sao apresentadas as conclusoes, contribui¢oes e trabalhos futuros

que podem dar continuidade a esta obra.

5.1 Conclusoes

Em muitas areas aplicadas existe a necessidade de se obter formas mais abrangentes
das distribuigoes ja conhecidas. De um modo geral, as novas distribui¢oes s@o mais flexiveis
para modelar os dados reais que apresentam um elevado grau de assimetria e curtose.
Este trabalho propos uma nova classe de distribuicdo generalizada com trés parametros
adicionais (a, b e #), a Beta (0(1—G), (1—0)G+0) gerada, pelo método gerador apresentado
por Brito (2014a).

Varias propriedades estruturais da nova classe, que sevem para qualquer modelo da
distribuicao-base, sao derivadas, incluindo expressoes explicitas para os momentos de ordem
n, a funcao de geradora de momentos, a funcao caracteristica, momentos centrais de ordem
n, o coeficiente geral, o desvio médio, funcao de vida residual, funcao de vida reversa e
estatisticas de ordem. Uma das classes mais conhecidas na literatura de novas distribuigoes
de probabilidade, a Beta-G, surge como caso especial da classe Beta (6(1—G), (1—0)G +6)

quando fazemos 6 = 0.

Através das estatisticas AIC, BIC, AICc, HQIC e testes de aderéncia tais como
K-S, W* e A* concluimos que a distribui¢ao Beta (0(1 — W), (1 — 0)W + ) (subcaso da
classe proposta) é bastante competitiva, na modelagem a dados reais, quando comparada

com outras distribuicoes bem estabelecidas na literatura.

Esperamos que a nova classe e seus modelos derivados possam atrair aplicagbes em

varias areas do conhecimento.

5.2 Contribuicoes

As principais contribuicoes deste trabalho sao listadas a seguir.
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. Apresentacao de uma nova classe de distribuicao beta generalizada de trés parame-

tros gerada a partir do método gerador de distribuigoes e classes de distribuigoes

probabilisticas apresentado por Brito (2014a);

. Desenvolvimento de propriedades matematicas da distribuicao proposta, incluindo

expansoes lteis para a funcao acumulada, funcao densidade, momentos de ordem n,
funcao geradora de momentos, funcao caracteristica, momentos centrais de ordem n,
coeficiente geral, desvios médios, funcao de vida residual, fungao de vida residual

reversa e estatistica de ordem;

. Apresentacao da taxa de falha para a classe Beta (6(1 —G), (1—0)G +0) e de alguns

casos particulares;

. Aplicacao de dados reais mostrando o potencial da classe proposta;

Criacao de modelos mais flexiveis.

Trabalhos futuros

Como sugestao de trabalhos futuros destacamos:

. Encontrar outros modelos a partir da classe de distribuigao Beta (#(1 — G), (1 —

0)G + 0);

. Aplicar o modelo proposto a outros conjuntos de dados;

Obter expressao para a fungao quantilica da classe;

Obter entropia de Renny e Shannon.
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APENDICE A - Elementos da matriz de

Os

informacao

elementos da matriz de informacao observada J(©) para a classe Beta (0(1 —

G), (1 —0)G + 0) sdo dados abaixo. Como a matriz é simétrica, listamos alguns deles.
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x Gz, &){(a—1)(1 - 0)G(x:,€) — (b— D[1 — (1 — 0) Glx:, €)1} He"
x G, O - 0G(@, )" + (1-0)G (@, )1 — (1 - e)G(:ri,z)]a-l}‘l};

Uge, = Z{ {0°1 = G (w:, )G (21, €) G (w0, €){—(a — 1)[1 = 0G(w;, £)]
+ 00— )G, &)} + (1 -0 G (2, &)1 — (1 - 0) Glay, )" *Gh(w1, €)

x {(a~— ><1 >< &) - <b—1>[ — (1= 0) T O} (6T (w1, 8)

x [1-6G(, &) +(1- 0 (2. &)1 - (1 - 6T, &1} + {o

X [1=0G(:;, )P PG (2, €)[Gh (2, )P {(a — 2)(a = [T — G (x:, )]
— 20(a = 1)(b—1)[1 = 0G(x:, §)|G (w:, &) + 6*(b = 2)(b — )G (w:, €)}
(1= 0)G" (2, )11 = (1 = )G (2, )" *[G(wi, ) {(a — 2)(a = 1)
(1= 0)°G (2:,€) — 2(a—1)(b— 1)(1 = 0)G(x;, &)[1 — (1 = O)G(x;, £)]
b+ 01— 0G (21, )]G (31,€)

(b—2)(b— D[ — (1 - 0)G(a:,€))”
) +0(b—1)G(xi, )} + (1 -0)"

b—2<

G, €){—(a — 1)[1 — 6G(x;, &
x G (@, &)1 — (1 0)G(w:, €)]° Gy (x:,€){(a — 1)(1 - eﬁ(xi,s)
— (=D)L= (1= 0)G(zs, O} H0C" (2, )1 — 0C (i, €))7 + (1 - 0)°

x G e, — (01— 0)G(x:, €)'} }+Z{ l;g grﬂkl((i,f))}'

em que ¥'(.) é primeira derivada da fungao digamma, ¢, (.,&) = 0t(.,&)/0& e t},(.,€) =
0%t( ., §)/0&r0&:.
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APENDICE B - Cédigo R utilizado para a
fdp, fda e taxa de falha dos casos especiais da

Beta (A(1 — @), (1 — 6)G + 0)

A seguir ¢é apresentado o arquivo fonte para a Beta (6(1 — Exp), (1 — §)Exp + 0).

FHEH A A A A A R A
# Densidade da beta Exp #
FHEH A A AR R R 4

fdpBE <- function (par, x) {
a = par[1l]

b = par[2]

theta = par[3]

lambda = par[4]

fdpBE <- function(x) (lambda/beta(a,b)) * (exp (~bxlambdaxx) *
(1-theta) "bx (l-exp (-lambdaxx) » (1-theta) ) " (a-1) +theta™ax
exp (—axlambdaxx) * (1-thetarexp (—-lambdax*x)) "~ (b-1))

s E e E s e e e R R R R
# Grafico da densidade #
i E s R e R R R R R R R R

xmax<—-1.5

ymax<-7.5

a<-5
b<-3
theta<-0.9



lambda<-4

fdpBE <- function (x) (lambda/beta(a,b)) * (exp(-b*lambda*x) *
(1-theta) "bx (1l-exp (-lambdaxx) x (1-theta) ) " (a—-1) +theta™ax
exp (—axlambdaxx) x (l1-thetarxexp (-lambdaxx))” (b-1))

plot (fdpBE, from=0.0,to=xmax,ylim=c(0.0,ymax), xlab="x",
ylab="f (x)",main=expression (paste ("Fun¢gdao Densidade")),
pch=1, 1lty=1, col=1, lwd=2)

FHEFHFEH AR AR
# Acumulada da beta Exp #

G

cdf_BE <- function (par, x) {

a = par[1]

b = par[2]

theta = par[3]

lambda = par[4]

pbeta(l-exp (-lambdax*x) » (1-theta), a,b) pbeta(thetax
exp (—lambdaxx),a, b)

}

s EEEE S s
# Taxa de falha #

G o

tx_BE <- function (par, x) {

a = par[1l]

b = par[2]

theta = par[3]

lambda = par[4]

((lambda/beta (a, b)) * (exp (-bxlambdax*x) x (1-theta) "b*

(l1-exp (—lambdax*x) x (1-theta)) " (a—1) +ttheta®arexp (—axlambdaxx) *x
(l1-thetaxexp (-lambda=*x)) " (b-1)))/ (1- (pbeta (l-exp (—lambda*x) *
(l1-theta),a,b) pbeta(thetarxexp(—-lambdaxx),a,b)))
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e e e R R R R Rk
# Gréafico da Taxa de falha #
s s e E RS AR R R Rk

xmax<—10

ymax<—14

a<-0.2

b<-1
theta<-1
lambda<-13.5

gratxBE <- function(x) ((lambda/beta(a,b))* (exp(-b*lambda*x) *
(1-theta) "bx (1l-exp (-lambdax*x) x (1-theta) )~ (a-1) +theta™ax*

exp (—axlambdax*x) * (1-theta*exp (-lambdaxx) )" (b=1)))/

(1-(pbeta (l-exp (—-lambdax*x) * (1-theta), a,b) pbeta (thetax

exp (—lambdax*x),a,b)))

plot (gratxBE, from=0.0,to=xmax,ylim=c (0.0, ymax),
xlab="x", ylab="f (x)",main=expression (paste ("BE")),
pch=1, 1lty=1, col=1l, lwd=2)



APENDICE C - Cédigo R Utilizado na

Aplicacao a dados de pobreza do capitulo 4

Algoritmo utilizado no Capitulo 4 para aplicagdo a dados reais de pobreza.

G R

# Dados

#

G

require (zipfR)

require (normalp)

y<-sort(c(18.0, 32.0, 16.4, 16.5, 10.2, 25.0, 26.6, 9.

8.3,9.2,19.8,26.7,12.6,11.6,14.2,9.7,6.4,19.4,13.8,13

10.3, 36.5,23.1,21.2,24.7,18.8,22.7,15.1,22.6,16.2,20.
21.5,13.6,22.3,37.0, 23.6,12.1,16.6,7.1,16.8, 11.6,15.

36.0, 20.8, 29.5,7.8, 11.9,5.3,18.2,17.1,13.8,16.5,17

13.1 ,22.3,8.0, 34.6,13.3,18.7,16.6,15.0,18.6,15.8,19.

11.8, 7.0,20.4,26.1,14.7, 17.8,25.4,24.6,33.7,13.8,28

23.1,16.4,10.8,8.7,11.2,11.9, 15.7,21.3,19.0, 23.4,11.
17.6, 20.2,20.8, 19.3,18.0, 21.7,16.5,8.8,22.3,6.1,14.
17.0, 18.2,26.0,7.0,34.7,19.6,14.5,12.9, 16.7,13.8, 3.
7.9,25.8,18.9,8.0,8.7,12.2,9.7,28.4,18.7,15.4,12.0,24.
15.4,9.3, 4.7,11.6, 23.4,8.0, 9.5,15.3,25.9,3.3,20.9,9.0,8.
.8,12.
.5,25.
.1,20.
.2,28.
.3,15.
.5,19.
.7,15.
.2,30.
7.3, 8.2, 20.7,9.0,16.9, 20.0,13.2,17.1,25.0,21.2,23.0, 20.
16.0,14.9,21.9,19.9,29.6,12.6,25.9,20.5,7.8,25.5,8.5,6.2,5.

14.1, 12.2,26.7, 10.3,11.0,20.1,27.9,27.8,9.7,28.1,12
29.0,18.0,22.0,14.7,14.9,18.4,22.9,11.2,16.9,22.3, 20
19.2,21.0,17.5,18.0,15.8 ,18.4,19.9,23.4,19.9,17.0,17
18.6, 17.3,16.7,22.7,9.1,24.2, 13.9,17.6,13.3,20.7,30
21.6,9.3,21.8,11.7,8.3,13.2,22.1,36.9,16.0,6.3,6.9,15
16.8, 10.8,18.5, 23.5,18.4,9.3, 31.6,17.2,12.4,13.1,9
9.3, 28.6,14.1,4.0, 4.1,4.5,5.6,28.4,25.4,11.4,20.3,14
21.5, 4.9,35.4, 16.5,25.1,23.9,24.5,11.8, 19.5,18.4,3

7,17.
.2,29.
9,16.
3,13.
.2,14.
8,24.
.3,20.
6,20.
1,21.
9,21.
1,15.

~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~

~

~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
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10.6,7.1,6.0,6.6,4.6, 7.1,8.8,9.8,13.2, 24.5,15.2,32.3, 20.
9.9, 8.1,39.7, 43.4,28.9, 8.5,6.3, 5.8,9.1,9.2,15.3,7.
10.0,9.9,5.4,30.7,4.7,12.4,35.0,12.9,16.1,5.4,4.6,14.4, 28.
7.0,11.3,4.8,3.8,39.2,19.8,12.6,4.6,19.1,15.6,14.7,22.
31.0, 33.7,8.4,18.9, 27.9,10.3,14.2,36.1,26.6,36.4,34.
17.9,18.1, 13.0,15.7,18.1,22.5,23.3,13.8,20.3,19.3,19.

20.2,16.3,20.8,23.8,18.8,21.4,24.0,17.4,37.8,21.0, 12

15.6,15.9,14.3,36.4,20.2)
)

8,25.

6,22.
6,18.
2,19.
.2,10.
25.3,30.0,28.7,40.4,37.8,9.6,6.8,22.5,33.2,10.6,8.2,21.8,9.
31.2,18.8, 25.6,14.8,9.3,18.3, 12.7,11.2,12.1,16.5,20.
2.7,30.5,27.6, 36.5,35.4,21.3,19.4,21.3, 22.5,15.1,22.
24.3,10.4,8.0,17.9, 23.2,12.4,17.6,12.1,22.1,20.7,15.8, 31.
15.3, 12.3,10.0, 14.0,4.6,9.3, 22.9,31.0,32.2, 4.9,13.
18.9,23.8,26.0,15.3,46.3,26.4,14.7,9.1, 10.4,12.1,27.3, 14.
13.5, 31.4,10.8,10.4, 21.6,42.6,32.6, 9.1,28.6,4.6,24.
19.8,23.0,32.9,28.3,10.1,15.5,25.1, 18.5,11.5, 6.5,20.
53.6, 13.6,48.7,5.8, 6.8,23.6,11.4,33.8, 9.2,21.0, 16.
15.3,15.5,24.4,6.3,15.0, 42.7,6.9, 19.2,6.7, 34.3,24.7, 20.
22.3,25.8,32.0,33.4,47.3,29.8, 9.1,9.4,9.0,7.5,13.3,7.
20.7,17.7,8.5,9.6, 9.3,7.6,6.1, 19.4,5.0,10.7,3.2, 18.
22.8,7.4,35.4,8.7,5.3,9.1,7.5, 11.5,9.7,13.6,15.1,12.6, 15.
4.1,17.4,11.0,5.0,5.0,9.1,13.2,20.3,20.0,20.4,13.5,20.

8,30.
5,18.

2,22.
3,20.
1,13.

5,45.

8, 9.
5,26.

2,10.

G R

# Distribuicdo Beta Weibul (modelo proposto)

#

G i

fdpBWeibull<-function (x,a0,b0,c0,thetal, lambda0) {
fx<— ((cOxlambda0”cO0xx”" (c0-1)) /beta(al,bl)) *
((1-thetal) *b0xexp (-b0* (Llambdalxx) ~c0) *
(1-(1-thetal) xexp (- (lambdalOxx) ~c0) )~ (a0-1)

+ (thetal) "alxexp (-alx (lambdalOxx) *c0) %
(1-thetalOxexp (- (lambdalOxx) *c0) )~ (b0-1))

~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~

~

~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
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a0<-0.01453129
b0<-8.85663567
c0<-1.96667135
theta0<-0.77048422
lambda0<-0.44411421

FHEFHF S AR
# Distribuigcdo Kumaraswamy Weibull exponenciada #

G

fdpEKwW<-function(x,al,bl,cl,alphal,betal) {

fx<- alxblxclxalphalxbetal”alphalxx” (alphal-1)

exp (- (betalxx) "alphal) x (1-exp (- (betal*x) "alphal))* (al-1) %
(1-(1l-exp (- (betalxx) ~alphal))"al) " (bl-1)*

(1-(1-(l-exp (- (betalxx)~alphal)) *al) "bl) " (cl-1)

}

al<-0.145834
b1<-0.2584070
cl<-=17.4023712
alphal<-1.0301405
betal<-0.4828623

FHAHHHH A S AR A A A A A A A A AR A
# Distribuicdo Beta exponencial exponenciada #

G

fdpBGE<-function(x,a7,b7,lamda77,alfa’7) {
fx<-(1/beta(a7,b7))+alfa7+xlambda7*exp (-lambda7+x) *
(l-exp(—lambda77+*x) )" (alfa7*xa7-1) *
(1-(1l-exp(—-lambda77+*x)) ~alfa7) " (b7-1)

}
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a7=0.16795628
b7=2.04060190
lambda7=0.09577518
alfa7=21.89877783

FHEFHHEH A H AR H AR AR AR
# Distribuig¢do McDonald Dagum #
FHEFHF S AR

fdpMCDa<-function (x, lambda9,delta9,beta9,a9,b9,c9) {
(1/beta(a9,b9)) xc9*«betad9*xlambda9xdeltad*x" (-delta9-1) = (
1+lambda9+«x" (-delta9)) " (-beta9xa9+c9-1) * (1- (1+1lambda9x*
X" (—delta9)) * (-c9xbeta9)) "~ (b9-1)

}

a9=0.257216
b9=31.334698
c9=5.147746
beta9=4.276328
lambda9=6.508724
delta9=1.053375

x<-seq(0.1,60,0.1)

hist (y, freq = FALSE,main="",xlab="",ylab="Density",xlim=
c(0,60),ylim=c(0,0.05),1wd=1,nclass=20)

lines (x, fdpBWeibull (x,a0,b0,c0,thetal, lambdaO),
col=1, 1lty=1, lwd=2)

lines (x, fdpEKwW (x,al,bl,cl,alphal,betal), col=3,
lty=1, lwd=2)

lines (x, fdpBGE (x,a7,b7, lambda77,alfa7),col=4,
lty=1, lwd=2)

lines (x, fdpBDa (x,a8,b8,beta8, lambda8,deltal),
col=5,1ty=1, lwd=2)

lines (x, fdpMCDa (x, lambda9, delta9, beta9,a9,b9,c9),



col=2,1ty=1, lwd=2)
legend ("topright",
"BDa") ,

legend=c ("BW", "McDa", "BEE", "KWE",

lty=c(1,1,1,1,1),col=c(1,3,4,5,2), bty="n")
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