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RESUMO

A probabilidade quantica (livre, ou Nao Comutativa) traz um conceito generalizado de
variaveis aleatorias com a permissao de que as algebras sejam Nao Comutativas, dife-
rentemente da concepcao usual de varidveis aleatérias. H4 uma modificagao na maneira
de se conceber os Espacos de Probabilidades Nao Comutativos, bem como na obtencao
das suas medidas de distribuicao. No contexto dos algoritmos quanticos, sabe-se que
estes possuem uma melhora significativa se comparados aos algoritmos classicos, e que
o algoritmo de busca de Grover, em especial, possui uma melhora polinomial. Os algo-
ritmos quanticos podem ser pensados como aplicagoes sucessivas de operadores lineares,
de uma forma geral. Neste sentido, este trabalho busca uma associagao entre as medidas
de distribuicao Nao Comutativa, chamadas de x-distribuicoes, dos operadores utilizados
no algoritmo de Grover, e a probabilidade usual de se encontrar um dado elemento de

interesse numa lista nao ordenada.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Na probabilidade cldssica ou axiomética, um modelo (ou espago de probabilidade) é de-
terminado dando-se um conjunto €2 de resultados w, especificando-se quais subconjuntos
S € Q sao considerados como eventos, e associando uma probabilidade P(S) para cada

um desses eventos.

Em probabilidade quantica, perde-se um pouco desse esquema. Deve-se abdicar da
ideia de €2 ser uma amostra de pontos: um ponto w € {2 num modelo classico, decide
sobre a ocorréncia ou nao de todos os eventos simultaneamente, e abandona-se essa ideia.
Na verdade, toma-se como eventos certos subespacos fechados de um espaco de Hilbert,
ou de forma equivalente, um conjunto de projecoes. Para todas essas projecoes associa-se
probabilidades [Kuperberg, 2005]. A probabilidade quantica é frequentemente chamada
de “probabilidade nao comutativa”. Isso ocorre porque, um sistema probabilistico classico
(ou espago mensuravel) é um algebra de varidveis aleatdrias que satisfaz axiomas rele-
vantes. Uma das restricoes da algebra é a comutatividade: Se x e y sao duas variaveis
aleatorias de valor real ou complexo, entao xy e yr sao a mesma variavel aleatoria. Na
probabilidade quantica, esta algebra comutativa é substituida por uma algebra nao co-
mutativa chamada de algebra de Von Neumann. As outras definicbes permanecem, na
medida do possivel |Griffiths, 2005].

Alguns aspectos onde pode-se observar a teoria quantica de probabilidade sao a in-
formacao quantica e a computacao quantica. Na informacao quantica surge uma nova
unidade de informacao chamada de quibit, substituindo a unidade classica de informagao,
o bit. Na teoria classica de informacao, esta unidade serve para quantificar todas as
formas de informacao, pois podem ser convertidas umas nas outras através de cépias. J&
em sistemas quanticos, as informagoes nao podem ser copiadas, mas podem ser conver-
tidas umas nas outras. O tratamento deste novo tipo de informagao é feito a partir de
seus portadores, chamados de ‘canais’ [Massen, 2004]. A utilizacdo de algoritmos aleato-
rizados pode resultar em respostas mais rapidas do que certos algoritmos deterministicos

para alguns problemas computacionais; e os algoritmos quanticos podem ser ainda mais
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rapidos, do que suas alternativas cldssicas ou aleatorizadas |[Kuperberg, 2005], como os
algoritmos de fatoracao, por exemplo. A ideia da computacao quantica vem surgindo
desde os anos de 1970 com a criacao do cédigo conjugado por Stephen Wiesner, e vem
se expandindo com contribuicoes de muitos outros cientistas como Richard Feynman,
que em 1981, em uma de suas palestras, observou que parecia ser improvavel, em geral,
simular a evolucao de um sistema quantico em um computador classico de forma efici-
ente; David Deutsch, que em 1985 descreveu o primeiro computador quantico universal
na Universidade de Oxford; Peter Shor, que em 1994 criou um importante algoritmo
que permitia que um computador quantico fatorasse niimeros inteiros de grande ordem

rapidamente; entre tantos outros.

1.1 OBIJETIVO

O objetivo deste trabalho foi o de estudar e descrever a probabilidade nao comutativa (ou
quantica, ou livre), fornecendo um embasamento matematico para o seu entendimento,
bem como analisar, do ponto de vista probabilistico, o algoritmo quantico de busca de

Grover.

1.2 ORGANIZACAO DO TRABALHO

Neste capitulo introdutério, apresenta-se uma visao geral do trabalho, mostrando as teo-

rias importantes para a construcao do mesmo, bem como os objetivos a serem alcangados.

No capitulo 2, é feita uma introducao tedrica de conceitos matematicos importantes
para o entendimento da probabilidade nao comutativa. Tais conceitos envolvem a Teoria
dos Conjuntos juntamente com suas operagoes; a nocao de supremo e infimo de um
conjunto numeérico; o conceito de algebra; a definicao de espagos vetoriais e topoldgicos,

com destaque para o Espacgo de Hilbert, que é o espaco no qual a mecanica quantica atua.

No capitulo 3, traz-se uma introducao a mecanica quantica, que dara embasamento
ao entendimento do algoritmo de busca quantico de Grover. E mostrada nocoes da
algebra linear como bases e independéncia linear, operadores lineares e matrizes, produtos
internos, entre outros, utilizando a notagao de Dirac (bra-ket). Também sao mostrados

os postulados que fundamentam a mecanica quantica.
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No capitulo 4, os conceitos de Espaco de probabilidade e distribuigoes nao comutativas
ganham forma. A estrutura de um x-espaco de probabilidade é construida e exemplificada.
E as x-distribuicoes para elementos normais sao mostradas. Este capitulo é encerrado
com os C*-espacos de probabilidade , que fornecem um ambiente natural onde as ideias

da probabilidade nao comutativa podem ser trabalhadas.

No capitulo 5, descreve-se o algoritmo quantico de busca de Grover, de uma maneira
simplificada, mostrando a ideia por tras do mesmo, além dos passos por ele executados. A
partir disso, fornece-se uma descri¢ao, via probabilidade nao comutativa, dos operadores

que atuam na aplicacao do algoritmo.

Por fim, faz-se as consideragoes finais acerca do trabalho e comentéarios sobre trabalhos

futuros.



CAPITULO 2

CONJUNTOS, ALGEBRAS E ESPACOS

Neste capitulo é feita uma introducao matemaética de temas relevantes para a compreensao

dos conceitos apresentados nos capitulos subsequentes.

2.1 TEORIA DOS CONJUNTOS

Esta Secao tem por objetivo expor alguns conceitos e nocoes importantes da Teoria dos
Conjuntos, principalmente com o intuito de se fixar a notacao (mesmo que seja a usual)

e de servir como fonte de referéncias para este tépico.

2.1.1 Conjuntos e operacoes

A nogao primitiva de conjunto é a de que este é constituido por uma cole¢ao de objetos

chamados elementos.

Dado um conjunto A, diz-se que x é um elemento de A e escreve-se esta relacao entre
elemento e conjunto como x € A (x pertence a A), ou A > x. Para negar esta afirmagao,
ou seja, dizer que um elemento ndo pertence a um conjunto, usa-se a notagao r ¢ A. Se
A é um subconjunto de S, escreve-se esta relagdo entre conjuntos como A C S (A esta

contido em S). Ou S D A (S contém A ). Para negar essa afirmagao, pode-se escrever

Ag 8.

Duas relacoes que permitem ordenar e igualar conjuntos sao, para dois conjuntos A e

B:

Relagao de contengao: AC B re A=z € B.

Relacao de igualdade: A=B< AC Be B C A.
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Dados dois conjuntos A e B, tém-se as seguintes operacoes elementares entre conjun-

tos:

Uniao: A uniao de A e B, escrita como AU B, é o conjunto de elementos que pertencem

a A, a B ou a ambos:

AUB={z:x € Aouz € B}.

Intersecgao: A interseccao de A e B, escrita como A N B, é o conjunto de elementos

que pertencem a ambos, A e B:

ANB={x:x€ Aex € B}.

Complemento: o complementar de A, escrito como A®, é o conjunto de todos os ele-

mentos que nao estao em A:

A ={x:x ¢ A

Diferenca: A diferencga entre A e B, é o conjunto formado por todos os elementos de A,

exceto os que também estejam em B:

A—BouANBY={z:x€ Az ¢ B}.

Diferenga Simétrica: A diferenca simétrica entre A e B é dada por todos os elementos

de AU B, exceto os que também estejam em AN B. Podemos representar a diferenca
simétrica por: A A B ou (AN BY) U (A° N B).

As operacoes elementares podem ser combinadas. Abaixo segue algumas propriedades

uteis das operacoes de conjuntos.

Teorema 2.1.1. Para quaisquer trés conjuntos A, B e C, sendo estes subconjuntos de
um conjunto S, tém-se:
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a. Comutatividade AUB=BUA,

ANB= BN A

b. Associatividade AU(BUC)=(AuB)UC
AN(BNC)=(AnB)NC,

c. Leis Distributivas AN(BUC)=(ANB)U(ANCOC),
AU(BNnC)=(AuB)N(AUCQC);

d. Leis de Morgan (AU B)® = A°nN B¢,
(AN B)Y = AU BY;.

Para demonstracao dos fatos acima ver |[Casella and Berger, 2002] ou [Magalhaes, 2006].
O conjunto vazio, simbolizado por ), é o conjunto que nao contém nenhum elemento.

Considere qualquer conjunto arbitrério A. Visto que o conjunto vazio () ndo contém
elementos, é logicamente correto dizer que qualquer elemento pertencente a (), também
pertence a A, ou ) C A. Em outras palavras, para qualquer conjunto A, é verdade que
) ¢ A [DeGroot, 1989].

Dois conjuntos sao ditos disjuntos ou mutuamente exclusivos se sua interseccao é o
conjunto vazio.
A e B sao disjuntos < AN B = 0.

Diz-se que A1, As, ..., A, formam uma particio de um conjunto S, quando sao dis-

juntos e sua uniao é S, ou seja:

JAi =5, com AinA; =0,Vi # j.

=1

O conjunto das partes de S é formado por todos os subconjuntos de S. Esse conjunto

¢ denotado por S,.

Se um numero infinito de subconjuntos estiver envolvido nas operagoes acima menci-

onadas, elas s@o definidas de maneira andloga [Magalhaes, 2006].
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2.1.2 Supremo e infimo de um conjunto numérico

Dado um subconjunto C, de nimeros reais, diz-se que ele é limitado a direita ou limitado
superiormente se existe um numero K tal que ¢ < K para todo ¢ € C. De maneira
analoga, C' é limitado a esquerda ou limitado inferiormente se existe um nimero k tal
que k < ¢ para todo ¢ € C'. Os niimeros K e k sao chamados cota superior e cota inferior,

respectivamente, do conjunto C'. Como exemplos podemos citar:

e O conjunto dos nimeros naturais é limitado inferiormente, mas nao superiormente;

e O conjunto dos ntmeros racionais menores que 8 é limitado superiormente, mas

nao inferiormente;

e O conjunto dos ntimeros reais x tais que 2% < 10 é limitado tanto & direita quanto
a esquerda, pois —v/10 < x < V/10.

Um conjunto, como o citado anteriormente, que ¢é limitado a esquerda e a direita, é
dito, simplesmente, conjunto limitado. E também limitado qualquer intervalo de extremos
finitos a e b. |Avila, 1999].

Quando um conjunto ¢ limitado superiormente, ele pode ter um elemento que seja o
maior de todos, chamado de mdzrimo do conjunto. Por exemplo, o conjunto dos niimeros

racionais que x tais que x < 10 tem 10 como seu maximo.

Entretanto, o conjunto

a={tzs o n
234 nt1

nao tem maximo, embora seja limitado superiormente. Os elementos desse conjunto, sao

fragoes dispostas de maneira crescente:

2

1< <3< <
2 3 4 7

n+1

<...

e nenhuma dessas fracoes é maior que todas as outras. Pelo contrario, qualquer delas é

superada pela que vem logo a seguir, isto €,

n - n—+1
n+1l n+2
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Além disso, qualquer elemento do conjunto é menor que 1, o qual é, portanto, uma
de suas cotas superiores. Alids, 1 é a menor dessas cotas, pois, dado qualquer nimero
n

(n+1)’

¢ < 1, é sempre possivel encontrar n tal que ¢ < o que quer dizer que ¢ nao é

cota superior.

Este ultimo exemplo, ilustra uma situagao interessante: o conjunto é limitado supe-
riormente, nao tem maximo, mas tem uma cota superior que é a menor de todas. Isso

sugere uma definicao de supremo de um conjunto.

Definicao 2.1.1. Chama-se supremo de um conjunto C' a menor de suas cotas superiores.
Ou seja, chama-se supremo de um conjunto numérico C' ao nimero S que satisfaz as duas
condigbes seguintes: a)c < S para todo ¢ € C; b) dado qualquer nimero € > 0, existe
um elemento ¢ € C' tal que S — e < c.

Proposicao 2.1.2 (Propriedade do supremo). Todo conjunto ndo vazio de nimeros reais,
que seja limitado superiormente, possui supremo.

A nocao de infimo é introduzida de maneira analoga a de supremo.

Definicao 2.1.2. Chama-se infimo de um conjunto C' a maior de suas cotas inferiores;
ou ainda chama-se infimo de um conjunto C' ao nimero s que satisfaz as duas condigoes
seguintes: a)s < ¢ para todo ¢ € C; b) dado qualquer nimero € > 0, existe um elemento
ceCtal quec < s+e.

Com a propriedade do supremo prova-se que todo conjunto nao vazio de numeros
reais, que seja limitado inferiormente possui infimo.

Conjuntos nao limitados a direita certamente nao possuem supremos finitos. Convenciona-
se considerar 400 como supremo desses conjuntos. Analogamente, —oo é considerado o
infimo dos conjuntos nao limitados inferiormente.

Observe que se os conjuntos dos nimeros racionais forem considerados, entao nao sera

verdade que todo conjunto limitado superiormente tenha supremo ou que todo conjunto
limitado inferiormente tenha infimo.

2.2 ALGEBRA DE CONJUNTOS

Definicao 2.2.1. Seja {2 um conjunto e F uma familia de subconjuntos de €). Diz-se
que F é uma dlgebra de conjuntos se satisfaz as seguintes propriedades:

i. Qe F;
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ii. Ac F= AC ¢ F;

n
iii. Se Ay, As,..., A, € F, entdo | JA; € F
i=1
Se, além dessas propriedades, for verificada a propriedade abaixo, a dlgebra de
conjuntos passa a ser chamada de o-dlgebra de conjuntos.

ili.a Se A, Ay, ... € F, entao U A, e F.

n=1

Assim, qualquer o-algebra de conjuntos é também uma &dlgebra de conjuntos, mas o
reciproco nao é verdadeiro [Guerra, 2014].

Outro conceito importante aqui é o da o-dlgebra (ou dlgebra) de Borel, que é a menor
o-algebra gerada por um subconjunto A € . A o-dlgebra de Borel em R (B(R)),
por exemplo, é a menor o-algebra que contém todos os intervalos abertos dos reais. E
possivel verificar que ela pode ser gerada pelos intervalos (—oo,z) com = € R. Existem
outras escolhas para o intervalo gerador, mas o que é importante é que, qualquer tipo de
intervalo dos reais pode ser obtido através de um ntmero enumeravel, finito ou infinito,

de operagoes de unides e intersecgoes com o intervalo acima [Magalhaes, 2000].

2.3 MEDIDA
Seja €2 um conjunto fixo. Se A é a familia de subconjuntos de §2 tal que:

i. 0 eA;
ii. Se A € A, entdo A® € A;

iii. Se Ay, Ay, -+, A, C Qentao J;_; 4; € A
Neste caso, A é chamado de dlgebra de conjuntos sobre ).

Dada uma propriedade adicional

iii’. Ay, Ag, -+, A, CQ, entao |J;2, 4; € A, entao A é chamado de o-dlgebra sobre €.

Pode-se ainda, definir uma fungao sobre o par (€2,.A):
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piA— RT
A pu(A)

2. Se A, Be Ae AC Bentao u(A) < u(B).

3. Se A1, Ay, ...€ Ae A;NA; =) para i # j, entao

1 (G AZ) = iﬂ(Ai)

4. No caso mais geral,onde de a intersecao nao ¢ necessariamente disjunta, ou seja,

podendo ocorrer A; N A; # (0, tem-se que

i=1

p (U Ai) < ZM(Ai)-

Neste caso, p é chamada medida sobre (2, A) e a tripla (2, 4, 1) é um espaco de
medida. Quando u(2) = 1, este espago passa a ser chamado de espago de probabilidade
[Leadbetter et al., 2014].

O conceito de medida p(A) de um conjunto A é uma generalizacao natural de conceitos

CO1mo:

e O comprimento /() de um segmento de reta r.

A drea S(P) de uma figura plana P.

O volume V(7T') de uma figura T' no espago.

O incremento f(b) — f(a) de uma funcdo nao decrescente f(¢) em um intervalo
aberto da reta [a, b).
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e A integral de uma fungao nao negativa tomada sobre alguma linha, plano ou regiao

no espaco.

O conceito de medida de um conjunto teve origem na teoria de fungoes de varidveis
reais, e tem diversas aplicagoes em teoria da probabilidade, teoria de sistemas dinamicos,

andlise funcional e diversos outros campos da matematica [Kolmogorov and Fomin, 1960].

2.4 ESPACOS VETORIAIS E TOPOLOGICOS

2.4.1 Espaco Vetorial

Um espaco vetorial sobre um corpo K[| é um conjunto nao vazio V, cujos elementos
sao chamados de vetores, munidos de duas operagoes, chamadas de adi¢ao e produto por
escalar. A adigdo (+4) associa a cada par (z,y) do conjunto V' x V' a um novo elemento
em V, indicado por z+y. O produto por escalar (-), associa a cada par (A, z) do conjunto

K x V' a um novo elemento em V', indicado por A - V' [Barroso, 2014].

Tais operagoes satisfazem as seguintes propriedades, para quaisquer x,y € Ve A\, u €
K.

e Adicao:

(a1)
(az)
(as)
(a4)

Comutatividade): z +y =y + x;
Associatividade): z + (y + 2) = (x + y) + 2;

Elemento neutro): Existe um elemento e € V tal que z +e =2z, VeV,

(
(
(
(Elemento inverso): Para cada z € V existe ¥ € V tal que z +7 =e.

Para quaisquer x,y,z € V.

IDizer que um conjunto numérico é um corpo significa que estdo definidas, neste conjunto, duas
operagoes: adicdo e multiplicacdo que cumprem certas condigoes. A adicao faz corresponder a cada par
de elementos, por exemplo, ,y € R( ou C), sua soma z+y € R( ou C), enquanto a multiplica¢io
associa a esses elementos o seu produto z -y € R( ou C).

Os axiomas que essas operagoes obedecem sdo: Associatividade, Comutatividade, Existéncia de elementos
neutros (tanto na adigdo quanto na multiplicagdo), FEzisténcia de um Inverso Aditivo e um Inverso
Multiplicativo e a Distributividade. Para mais detalhes, consultar [Lima, 2006].
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e Produto por escalar:

(p1) (Distributividade): A\- (z+y) =X+ Xy e A+p)-xz=Xx+u-;
(p2) (Associatividade): A« (u-x) = (Au) - z;

(ps) (Elemento neutro): Para cada z € V, tem-se 1 -z =z, onde 1 € K.

2.4.2 Espaco Topolégico

Definicao 2.4.1. Um conjunto X com uma familia 7" de subconjuntos de X é chamado
um espaco topologico se satisfaz as condigoes:

(i) 0 e X pertencem a T
(ii) A uniao de qualquer subfamilia de 7" pertence a T’

(iii) A intersecgao de qualquer subfamilia finita de T estd em T.

A familia T é chamada uma topologia em X e os elementos de T sao chamados
conjuntos abertos de X nessa topologia.

Exemplo 2.4.1. Exemplos de topologia em X sao:

a) Sendo X # 0, T = {X ,0} é uma topologia de X (chamada de topologia indiscreta).

b) Sendo X # () e T = p(X) = conjunto das partes de X, T é uma topologia em X
chamada topologia discreta de X. [Nowosad, 1967]

2.4.3 Espaco Métrico

Definigao 2.4.2. (Distancias)
Seja X um conjunto. Uma distancia sobre X é um a aplicacao d de X x X no conjunto
dos numeros reais R, obedecendo as seguintes propriedades:

(i) d(z,y) > 0 para todo z,y € X, sendo que d(x,y) = 0 se, e somente se, T = y;

(ii) d(z,y) = d(y,x) para z,y € X;
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(iii) d(x,y) < d(z,y) + d(z,y) para quaisquer z,y, z € X. (Desigualdade Triangular.)

Espago Métrico é o conjunto X juntamente com uma distancia sobre X. [Nowosad, 1967]

Exemplo 2.4.2. A fungao d(z,y) = |x — y|, no conjunto dos nimeros reais, satisfaz as
condigoes impostas acima. O conjunto dos nimeros reais, juntamente com essa métrica
chama-se reta real R .

Exemplo 2.4.3. Qualquer uma das fungoes abaixo é uma distancia no plano euclidiano
R? =R x R:

di(z,y) = /(21 — y1)% + (T2 — y2)?

do(x,y) = |x1 — 22| + Y1 — Yol

d3($,y) = max{|x1 - I2|7 |y1 - le}
com x = (x1,23) e y = (y1,Y2).
Proposicao 2.4.4. Em K" toda norma ou distancia sao equivalente, ou seja, ady < dy <

Bd3.

Exemplo 2.4.5. Seja Cfa,b] o conjunto das fung¢oes complexas continuas, definidas no
intervalo finito [a, b], munido da distancia

) = mas (1) — (1)
Cla,b] é um espago métrico.

Definicao 2.4.3. Sequéncia de Cauchy

Uma sequéncia de elementos x,, de um espago métrico com métrica d(z,y) é chamada
sequéncia de Cauchy se para todo € > 0 existe um ng tal que para todo k,m > ny —
d(zy , xpy) < €. |Bierens, 2014]

A nocao sobre sequéncia de Cauchy tem papel crucial na definicao de espacos de
Hilbert.

Teorema 2.4.6. Toda sequéncia de Cauchy em R? ou em C? com d < oo, tem um limite
no espaco envolvido.

Prova. Ver [Bierens, 2014].
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2.4.4 Espaco com produto interno

Definicao 2.4.4. Espaco com produto interno: Tome V' como um espaco vetorial
sobre C. Um produto interno em V significa um mapa?] f : V x V — C, descrito por
(x,y) — (x|y), tal que, para todo z,2’,y € V e todo a € C, as seguintes identidades
sao satisfeitas:

(1) (z+2y) = (xly) + (@] y);
(2) (

(3) (x|y) = (y| x), entdo, em particular, (z |z) € R;

azly) = a(z|y);

(4) (z|z) > 0, com a igualdade ocorrendo, se, e somente se, x = 0y (vetor nulo).

Por um espaco complexo com produto interno entende-se um espaco vetorial V' sobre C
junto com o produto interno em V. Por um espaco real com produto interno entende-se um
espago vetorial V sobre R junto com o produto interno em V' [Blyth and Robertson, 2006].

H4 outras identidades tteis que seguem imediatamente as vistas acima:

(5) (zly+y) = (zly) + (z|y');
(6) (z|ay) =a(z|y);
(7) (z|0y) = 0= (Oy |z)

Exemplo 2.4.7. No espago vetorial R™ de n-uplas de ntimeros reais, tome

(1, mn) [ (Y15 yn)) = szyz

Entao, verifica-se que isto define um produto interno em R™, chamado de produto
interno padrao em R™ .

Nos casos onde n = 2, 3, este produto interno é frenquentemente chamado de produto

escalar. Esta terminologia é popular quando trata-se de aplicagoes geométricas de vetores
[Blyth and Robertson, 2006].

2Refere-se & uma fungdo ou relacio matemédtica que trata de dominios e/ou contradominios nao
numéricos. Também pode ser chamado de aplicagdo matematica ou transformacao.
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Exemplo 2.4.8. No espaco vetorial C" de n-uplas de niimeros complexos tome:

(215 2) | (wr, .. wy)) = sz

Entao, verifica-se que isto define um produto interno em C, chamado de produto
interno padrao em C.

Exemplo 2.4.9. Tome a,b € R com a < b e tome V como o espago vetorial real de
fungdes continuas f : [a,b] — R. Defini-se um mapa de V' x V em R por

(f,g)H<f|g>:/ fa.

Entao, pelas propriedades elementares da integral, isto define um produto interno em

V.

2.4.5 Espaco vetorial normado

Definigao 2.4.5. Uma norma em um espago vetorial V' é uma aplicagao || - || : V — R,
que satisfaz as seguintes condigoes:

() ||z]| = 0 e ||z]| = 0 se, e somente se, x = 0;
(ii) [[Az|] = [A] - [[=|];

(iit) [l +y[| < [l=[] + [[yl]

Daf resulta que a fungao definida como d(x,y) = ||z — y|| é uma distancia.

Um espago vetorial também considerado como espago métrico, com a métrica induzida
por esta norma, é dito espaco vetorial normado [Nowosad, 1967].

Exemplo 2.4.10. Nos exemplos que seguem serao considerados espacos constituidos por
funcoes reais ou complexas definidas em um certo conjunto 7. Estes espacos se tornam
vetoriais quando a soma e o produto por escalar sao definidos por

(x+y)(t) =a()+y(t), (Ax)(t)=z(t), teT.
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Em particular, se T'= {1,2,3,...,n} obtém-se o espago V,,(R) ou V,(C), das n-uplas
reais ou complexas com produto escalar definido pelas operacoes correspondentes sobre
as componentes.

Exemplo 2.4.11. Pode-se introduzir varias normas em V,(R) ou V,,(C). Parap > 1 e
x=(&,&,...,&) € V,(C), fazendo

1]l = (11" + |&f” + ... + €)1 (2.1)

é imediato que os axiomas i) e ii) da definigdo de norma sao satisfeitos, quanto a desi-
gualdade i) sua expressao em termos de ([2.1)) é:

n 1/p n 1/p n 1/p
(Z |€i+mlp> < (Dw) " (Zw) (2.2)
i=1 i=1 i=1

que se chama desigualdade de Minkowsk:.
Para p = 1 a validade dessa igualdade ¢ imediata. Para p > 1, ela é provada a seguir.

A desigualdade de Holder é dada por:

n n 1/p n 1/q
S 6l < (Zw) ‘ (Zw) o3
=1 =1 =1

onde ¢ ¢é definido por g = P 7€ portanto satisfaz:
p _

-+-=1 (2.4)

Como a ([2.3) é homogénea, isto ¢, continua e valida ao substituirmos = por Az e y
por Ay, onde A é um escalar, basta prova-la no caso em que:

Z |&l” = Z il =1 (25)
=1 =1

Dai, o segundo termo da é igual a 1. Observando-se que se n = f(£), com
n,§ € R > 0, for uma fun¢ao continua monétona nao decrescente tal que, f(0) = 0 e
f(§) = oo quando & — oo, entao dados dois niimeros positivos a e b quaisquer, a soma
das dreas A, B indicadas na figura [2.1] , é maior que ab.
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771\

b /
R

v

Figura 2.1 Gréfico ilustrativo da fungao n = f(€).
No caso em que 1 = f(£) = £~ e aplicando-se este resultado:
1
5 = npj = ’[’]q_l

Dali, obtém-se:

a p
A= / §p_1d§ — @
0 p

a bq
B = / nq—ldn -
0 q
ap

ba
Dai, ab < — + —. Fazendo a = |¢;|, b= |n;| e somando sobre ¢ de 1 a n tem-se:
q

p
n
Z &mi < 1,
i=1
levando em conta (j2.5)) e (2.4)), prova-se a afirmacao.

Para provar a desigualdade de Minkowisk substitui-se a = [£;|, b = |n;| na identidade:
(a+b)f =(a+bP " a+(at+b)P ' b

valida para a,b > 0, e somando-se sobre ¢ de 1 a n obtém-se:

n n

S UG+ I =D&+ I 16l + Y (&l + lml)P - Il
i=1

i=1 i=1
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Aplicando-se a desigualdade de Holder a cada um dos somatorios do segundo membro
dessa igualdade, separadamente, e levando em conta que (p — 1)q = p obtém-se:

n n 1/q n n
D (&l + ) < [Zum + |m|)”] - [(Z &)+ (3 )7

i=1 i=1
Dividindo os dois membros dessa desigualdade pelo primeiro fator do segundo obtém-
se a desigualdade de Minkowski ([2.2]).

Observagao 2.4.12. (Espago /*) O espago vetorial obtido dessa maneira é denotado por
(P(n). Ao espago vetorial normado obtido com essa norma definida sobre V,,(R) chama-se
(P(n) sobre os reais.

Uma outra norma dada em V,,(C) é dada por

[|z[| = max{|&4], ..., [€a]}-

Neste caso, denota-se o correspondente espago vetorial normado por £°(n), que é
motivado pelo fato de que

| = 1i LU P/,

max || = lim (&7 ..., [&/")

Definicao 2.4.6. Define-se o espago P, p > 1, como o espaco vetorial das sequéncias
(o)

xz = {£};°, para as quais vale Z &P < o0, sendo a norma definida por
i=1

0o 1/p
||| = (Z |&!”> :
i=1

O espago (> ¢é definido como espago vetorial das sequéncias x = {{};°, limitadas, com
a norma

[[2]]o0 = sup [&]
1

Observacao 2.4.13. No caso em que p = 2, o espaco /2, que é a generalizacao dos espacos
(*(n) = espaco unitdrio de dimensao n, chama-se espaco de Hilbert das sequéncias qua-
drado somaveis.
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Neste caso, ¢ também ¢ igual a 2, e as desigualdades de Holder e de Minkowisk tomam,
respectivamente, as formas

/2

1
me < Z|fi|2-z|m|2

/2 /2 /2

1 1 1
§£:|§i*‘7h|2 < §£:|5ﬂ2 + §£:|ﬁﬂ2

A primeira é a desigualdade de Cauchy-Schwarz, e a segunda simplesmente expressa
o fato de que o comprimento do lado de um triangulo é menor ou igual do que a soma
dos comprimentos dos outros dois.

Definicao 2.4.7. Desigualdade de Cauchy-Schwarz: Tome V' como sendo um espaco
com produto interno e x,y € X. Entao

[(zly) | < Hl] - [lyll;

a igualdade ocorre, se, e somente se, x e y sao linearmente dependentes ﬂ

Exemplo 2.4.14. Seja p > 1; no intervalo finito [a, b] considera-se o espago vetorial de
todas as fungoes complexas continuas, e define-se sua norma por

lell = ( b (o)) "

Pode-se provar que esta é de fato uma norma, para isso usa-se a desigualdade de
Minkowski para integrais

</“b . y’pdt) ) = </b "”W”dt) N + (/b |y(t)|pdt> :

3Dado um espaco vetorial V' e um conjunto de vetores do mesmo A = vs,...,v, € V, e considerando-se
a equacao:

aivy + ... +apv, =0

Sabe-se que esta equagdo admite, pelo menos uma solugdo a; = as = ... = a,, = 0, chamada solugao
trivial. O conjunto A diz-se linearmente dependente (LI), ou os vetores vy, ..., v, sao LI, caso a equagio
acima admita apenas a solugao trivial. Se existirem solucoes a; # 0, diz-se que o conjunto A é linearmente
dependente LD, ou que os vetores vy, ..., v, sao LD.
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cuja prova se obtém substituindo-se o simbolo de somatorio pelo o de integral na prova
do exemplo [2.4.11| . Este espaco vetorial normado é denotado por LP[a, b].
2.4.6 Funcional Linear

Definigao 2.4.8. (Funcional Linear): Um funcional linear é definido como toda fungao
em que o dominio é um espaco vetorial e a imagem ¢é o seu corpo de escalares.

De maneira formal: Um funcional linear num espago vetorial V' é uma funcao: f —
R(ouC) que satisfaz as propriedades seguintes:

(i) flz+y) = f(z)+ f(y);
(ii) f(Azx) = Af(2),

para quaisquer vetores x,y € V e um escalar A € R(ou C).

2.4.7 Espaco de Hilbert

O espago Euclidiano R™ é um espago vetorial dotado de um produto interno (x|y) =

2Ty, de uma norma ||z|| = VaTr = \/(z|z) e uma métrica associada ||z — y||, tal que
toda sequéncia de Cauchy toma um limite em R™. Isto torna R™ um espaco de Hilbert
[Bierens, 2014].

Definicao 2.4.9. Espaco de Hilbert
Um espaco de Hilbert H é um espago vetorial com produto interno, tal que toda sequéncia
de Cauchy em H tenha um limite em H.

Um espago de Hilbert também é um espago de Banach.

Definicao 2.4.10. Espaco de Banach
Um espago de Banach B é um espago normado com uma métrica associada d(z,y) =
||z — y|| tal que toda sequéncia de Cauchy em B tem um limite em B.

Se H é um espago de Hilbert e (-]-) : H x H — K, entao define-se (naturalmente),
|- || : H — R como:
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lal = ((2]2))"/?, Vo e H

e, dai,

d(z, y) =z —yll,z,y e H
como a distancia entre os vetores = e y.
A diferenca entre o espaco de Banach e o espaco de Hilbert é a forma como a norma
é obtida. No caso do espago de Hilbert a norma é definida via produto interno, ||z|| =
(x|z), enquanto que no caso do espago de Banach a norma é definida diretamente pela
métrica d(z,y) = ||x — y||. Entéo, o espago de Hilbert é um espaco de Banach, mas a

reciproca nao ¢é verdadeira, pois em alguns casos a norma nao pode ser associada a um

produto interno.

Como exemplos de espagos de Hilbert, pode-se citar: R™, C" B(C"),1*(C), L*(a,b),

etc.

O espaco L*(a,b) é a colecao de fungoes quadrado integraveis e Borel mensurdveis de

valores complexos ou reais f em (a, b), isto é

/ b!f(t)! <o,

dotado de um produto interno (f|g) = [ f(¢) dt e normas e métricas associadas

17l =1/ [ 1soka

a(f.g) = |If - gn—\// () — g(t)dt,

respectivamente, onde as integrais envolvidas sao as integrais de Lebesgue.

Teorema 2 4 15 O espago L*(n) de fungées reais Borel mensurdveis em ]R satisfa-
zendo [ f(x) ) < 00, dotado com produto interno (f|g) = [ f(x) ), norma

associada HfH = \/<f|f> e métrica || f — g||, € um espago de Hilbert.
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O mesmo acontece para os outros espagos citados acima [Bierens, 2014].

Neste capitulo, foi feita uma breve descricao dos elementos matematicos que serao
largamente utilizados no decorrer do presente trabalho. Dentre esses elementos, da-se
destaque ao espaco de Hilbert, que é o ambiente natural para o desenvolvimento da

probabilidade quéntica (ou ndo comutativa); teoria que serd vista no capitulo 4.



CAPITULO 3

INTRODUCAO A MECANICA QUANTICA

Alguns conceitos oriundos da mecanica quantica, como sua estrutura matematica e seus
postulados, constituem um embasamento importante para se entender a computacao e
a informacao quantica. Sendo assim, esse capitulo traz, de forma resumida, algumas
ferramentas necessarias para a construcao do conhecimento dessas areas. O entendi-
mento dessas ferramentas ajudara a consolidar as nogoes basicas da mecanica quantica

elementar. Este capitulo é inteiramente baseado em [Nielsen and Chuang, 2010].

3.1 NOCOES DE ALGEBRA LINEAR

A dlgebra linear é o estudo de espacos vetoriais e de operacoes lineares nestes espacos.
Nesta se¢ao, alguns conceitos basicos da algebra linear serao revisados, e algumas notagoes

bésicas que serao usadas no estudo da mecanica quantica serao descritas.

Os objetos basicos da algebra linear sao os espacos vetoriais. O espago vetorial de
maior interesse para nés ¢ o C", o espago de todas n-uplas de nimeros complexos,
(21,...,2n). Os elementos de um espago vetorial sdo chamados de vetores, e as vezes,

uma matriz coluna é usada para representa-lo

21
Zn

H&4 uma operacao de adicao definida, que transforma um par de vetores em outro

vetor. Em C" a adig¢ao é definida como:
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2 2] 7+ 2

Zn 20 Zn + 2,
onde as operagoes de adicao do lado direito sao apenas adicoes ordinarias de nimeros

complexos.

Além disso, em um espaco vetorial hd uma operacao de multiplicacao por escalar. Em

C"™ essa operacao é definida como:

onde z é um escalar, isto ¢, um nimero complexo, e as multiplica¢oes do lado direito sao

multiplicagoes usuais de niimeros complexos.

Na mecanica quantica, ha uma notacao padrao para se representar um vetor em um

espago vetorial:

V).

A notagao |-) é utilizada para indicar que um objeto é um vetor. Todo o objeto |¢)) é
chamado de ket.

Um espago vetorial também contém um vetor especial, o vetor zero, denotado por 0.
Ele satisfaz a propriedade de que para qualquer outro vetor |v), |v) +0 = |v). Note que

nao se usa a notacao ket para o vetor zero, pois |0) representa o vetor (coluna)

A multiplicacao por escalar é tal que z0 = 0 para qualquer nimero complexo z. Por
conveniéncia usa-se a notagao (21, 22,...,2,) para representar uma matriz coluna com

entradas 21, 29, ..., 2,. Em C" o elemento zero é (0,0,...,0).
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Um subespaco vetorial de um espago vetorial V' é um subconjunto W de V' tal que
W também é um espaco vetorial, isto é, W precisa ser fechado quanto as operacoes de

adicao e multiplicagao por escalar.

Tabela 3.1 Resumo de algumas notagoes basicas em mecanica quantica para nogoes de algebra
linear. Este tipo de notacao é conhecido como notagao de Dirac [Nielsen and Chuang, 2010].

Notacao | Descricao

z* Complexo conjugado do nimero complexo z.
(1+i)=1—i

|v) Vetor. Também conhecido como ket.

(Y] Vetor dual de |¢). Também conhecido como bra.

{(ply) | Produto interno entre os vetores |¢) e [1).
lo) @ [1) | Produto tensorial de |¢) e |1)).
lo) ) Notagao abreviada para o produto tensorial de |¢) e [1)).

A* Complexo conjugado da matriz A.
AT Transposta da matriz A.
At Conjugada Hermitiana ou adjunta da matriz A. AT = (AT)*.

a b la
)]
(p|Al) | Produto interno entre |p) e Al).
Ou, de forma equivalente, produto interno entre Af|p) e [¢)).

3.1.1 Bases e independéncia linear

Um conjunto gerador para um espago vetorial é um conjunto de vetores |v1), ..., |v,) tais
que qualquer vetor |v) neste espago vetorial possa ser escrito como combinagao linear
[v) = >, a;|v;) de vetores deste conjunto. Por exemplo, um conjunto gerador para o C

¢é o conjunto:

visto que qualquer vetor

em C? pode ser escrito como combinagao linear |[v) = a1|v1) + ag|ve) dos vetores |v1) e

lvg). Diz-se que os vetores |v1) e |vg) geram o C?. De forma geral, um espago vetorial
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pode ter muitos conjuntos geradores diferentes.

Um conjunto de vetores nao-nulos |v1), ..., |v,) sdo linearmente dependentes se existe
um conjunto de niimeros complexos ay, ..., a, com a; # 0 para, pelo menos, um valor de
1, tal que

ai|vi) + as|ve) + ... + aplv,) = 0.

Um conjunto de vetores é linearmente independentes se nao é linearmente dependente.
Pode ser mostrado que quaisquer dois conjuntos de vetores linearmente independentes
que geram um espagco vetorial V' contém o mesmo nimero de elementos. A este conjunto
damos o nome de base para V. O nimero de elementos da base é definido como dimensao
de V.

3.1.2 Operadores lineares e matrizes

Um operador linear entre os espacos vetoriais V' e W é definido como sendo qualquer

funcao A : V. — W que é linear em suas entradas,

A (Z ai]vz)) = ZaiA(\vi>).

Quando se diz que um operador linear ¢ definido em um espago vetorial, V', significa
que A é um operador linear de V em V. Um operador linear importante em qualquer
espago vetorial V' é o operador identidade, Iy, definido pela equacao Iy |v) = |v). Outro
importante operador linear é o operador zero, denotado por 0. O operador zero mapeia

todos os vetores ao vetor zero, 0|v) = 0.

Suponha que V, W e X sejam espacos vetoriais, e A : V. — W e B : W — X
sao operadores lineares. A notacao BA denota a composicio de B com A, definida por
(BA)(Jv)) = B(Alv)). A maneira mais conveniente de entender operadores lineares é
a partir da representag¢ao matricial. Operadores lineares e representacoes matriciais sao

completamente equivalentes.
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Tome A : V — W como um operador linear entre os espacos vetoriais V' e W. Suponha
que |v1),...,|v,) seja uma base para V' e |wy), ..., |w,) seja uma base para W. Entao,

para cada j em 1,...,m existem nimeros complexos de A;; a A,; tal que

Alvj) = Aijlw;).

A matriz cujas entradas sao os valores A;; forma a representagao matricial do operador

A.

3.1.3 As matrizes de Pauli

As matrizes de Pauli sao quatro matrizes extremamente 1teis no estudo da computagao
e informacao quantica, e sao usadas com frequéncia. Essa importancia se da pelo fato de
elas formarem uma base dos operadores l6gicos AND, NOT, OR, etc. Sao matrizes 2 por

2 com uma variedade de notacoes.

UoEIE[(l)g)] alzamEXE{Ol]

0 —2 1 0
azzayEYz{i 01 UgEO’ZEZE[O _1]

Note que as matrizes de Pauli representam transformagoes unitarias (aquelas que con-

servam a norma dos vetores) sobre espagos 2 x 2. Cabe a observagao das transformagoes

sobre os estados-base |0) e |1):

O ([ B O
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w-[2 [ (i) -]
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3.1.4 Produto Interno

Na Secao foi definido o espago com produto interno. Na mecanica quantica, o
produto interno entre os vetores |v) e |w) é representado por (v|w). A notagao (v| é usada
para o vetor dual do vetor |v); o dual é um funcional linear definido por |v)(|w)) = (v|w).

O vetor dual pode ser representado matricialmente como um vetor linha.

3.1.4.1 Autovalores e autovetores. Um autovetor de um operador linear A num
espago vetorial, é, em geral, um vetor nao-nulo |v) tal que Alv) = v|v), onde v é um
nimero complexo conhecido como autovalor de A correspondente a |v). Para calcular os
autovalores e autovetores, necessita-se da func¢ao camctem/sticaﬂ. A funcao caracteristica
é definida como sendo c¢(\) = det |[A—AI|. As raizes da func¢do caracteristica c¢(\) = 0 sao
os autovalores do operador A. Pelo Teorema fundamental da algebra, todo polinomio tem,
pelo menos, uma raiz complexa, entao todo operador A tem, ao menos, um autovalor, e
um autovetor correspondente. O autoespaco correspondente a um autovalor v é o conjunto
de vetores que tém autovalor v. E um subespaco vetorial de um espaco vetorial onde A

atua.

Uma representacao diagonal para um operador A em um espago vetorial V' é uma
representacdo A = > . \;|i)(i], onde os vetores |i) formam um conjunto ortonormal de
autovetores para A, com autovalores correspondentes ;. Um operador é dito ser diagona-
lizdvel se tem uma representagao diagonal. Como um exemplo de representacao diagonal,

note que a matiz de Pauli Z pode ser escrita como

LA funcdo caracteristica é um polinémio de grau igual ao tamanho da matriz, ou seja, nimero de
linhas e/ou nimero de colunas.
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2=y 5 | =1o0-mal

onde a representacdo matricial é feita com respeito aos vetores ortonormais |0) e |1),
respectivamente. As vezes, as representacoes diagonais sao conhecidas como decomposicao

ortonormal.

Quando um autoespago tem dimensao maior que um, diz-se que ele é degenerado. Por

exemplo, a matriz A definida por

tem um autoespago bidimensional correspondendo ao autovalor 2. Os auto vetores (1,0, 0)
e (0,1,0) sao ditos degenerados por serem autovetores linearmente independentes de A

com 0 mesmo autovalor.

3.1.5 Operadores Hermitianos e adjuntos

Suponha que A é qualquer operador linear no espaco de Hilbert V. Pode ser mostrado

que existe um tinico operador linear AT em V tal que para todos os vetores |v), |w) € V|

([0}, Alw)) = (AT[v), [w)).

Este operador linear é conhecido com adjunto ou Hermitiano conjugado do operador
A. A partir da definigao é facil ver que (AB)" = BYAT. Por convencao, se |v) é um vetor,

entdo defini-se |v)T = (v]. Com isso, nao é dificil ver que (Alv))" = (v|AT.
3.1.6 Produto Tensorial

O produto tensorial é uma forma de juntar espacos vetoriais, a fim de formar espacos ve-
toriais maiores. Esta construcao é crucial para entender a mecanica quantica de multiplas

particulas.



3.1 NOCOES DE ALGEBRA LINEAR 30

Suponha que V' e W sao espagos vetoriais de dimensao m e n, respectivamente. Supo-
nha também que V' e W sao espacos de Hilbert. Entao, o produto tensorial destes espacos
vetoriais, V' ® W, é um espago vetorial m - n dimensional. Os elementos de V ® W sao
combinagoes lineares dos ‘produtos tensoriais’ |v) ® |w) de elementos |v) de V' e |w) de
W. Em particular, se |i) e |j) sdo bases ortonormais do espago V' e W, entao |i) ® |j) é

uma base para V' @ W.

Por exemplo, se V' é uma espago vetorial bidimensional com vetores da base |0) e |1),
entao [0) ®[0) + |1) ® [1) é um elemento de V @ V.

Por defini¢ao o produto tensorial satisfaz algumas propriedades bésicas:

1. Para um escalar arbitrario z e elementos |v) de V e |w) de W,

(o) © [w)) = (2|v) @ Jw) = |v) © (2|w))

2. Para vetores arbitrérios |v1) e |v2) em V e |w) em W,

([o1) +[02)) © [w) = Jv1) @ Jw) + |v2) @ |w)

3. Para um |v) arbitrdrio em V e |wy) e |wy) em W,
0) ® (Jw) + |we)) = |v) © |wr) + |v) © |w2)

Suponha que |v) e |w) sdo vetores em V' e W, respectivamente. Entao, pode-se definir

o operador linear A ® B em V ® W pela equagao

(A®@ B)(|v) @ [w)) = Alv) © Blw).

A definigao de A ® B é estendida para todos os elementos de V ® W de maneira

natural, para assegurar a linearidade de A ® B, isto é

7

(A® B) (Z a;|v;) ® |wl>> = Z a;Alv;) @ Blw;). (3.1)

i
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Pode ser mostrado que A ® B definido desta maneira é um operador linear bem
definido em V @ W.

A representagao matricial é conhecida como Produto de Kronecker. Suponha que A é

uma matriz m X n, e B uma matriz p X q. Entao tem-se a representacao matricial:

AHB AlgB c. AlnB
AmB ApeB ... AyB

Os termos como A1 B denotam submatrizes p por ¢ cujas entradas sao proporcionais

a B, com constante de proporcionalidade global Ay;.

Por exemplo, o produto tensorial dos vetores (1, 2) e (2, 3) é o vetor:

1x2 2

1 2 1x3 3

{2}@’[3}_ ax2 |~ |4

2x3 6

O produto tensorial das matrizes de Pauli X e Y é:

0 0 0 —i
0-Y 1Y 0 0 2 O
X®Y_[1-Y O-Y]_ 0 —i 0 0
¢ 0 0 0

Outra notacao 1til é [¢)®*, que significa o produto tensorial de |1)) com ele mesmo
k vezes. Uma notacao andloga é usada também para operadores em espacos de produto

tensorial.

A decomposicao espectral é um teorema de representacao extremamente util para

operadores normais.

Teorema 3.1.1. (Decomposi¢do Espectral)
Qualquer operador normal M num espaco vetorial V' é diagonal com respeito a alguma
base ortonormal para V. Reciprocamente, qualquer operador normal é diagonalizdvel.
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3.1.7 Funcoes de operadores

H&4 muitas fungoes importantes que podem ser definidas por operadores e matrizes.
De forma geral, dada uma funcao f dos ntimeros complexos para os nimeros comple-
x08, é possivel definir uma fungdo matricial correspondente em matrizes normais (ou
alguma subclasse como matrizes Hermitianas) pela seguinte construgao. Tome A =
Y ,ala)(al como uma decomposi¢do espectral para um operador normal A. Defina
f(A) = >, f(a)la)(a|. Note que f(a) é unicamente definida. Este procedimento pode
ser usado, por exemplo, para definir a raiz quadrada de um operador definido-positivo,

ou a exponencial de um operador normal, como por exemplo:

exp(07) = { eg 2, }

dado que Z tem autovalores |0) e |1).

3.1.8 O comutador e o anti-comutador

O comutador entre dois operadores A e B é definido como

[A, B] = AB — BA.

Se [A, B] =0, isto é, AB = BA, entao diz-se que A comuta com B.

De modo similar, o anti-comutador de dois operadores A e B é definido por

{A, BY = AB + BA;

diz-se que A anti-comuta com B se {A, B} = 0.

Disto resulta que muitas propriedades de pares de operadores podem ser deduzidas
a partir de seus comutadores e anti-comutadores. Talvez, a relacao mais tutil seja a

conexao entre o comutador e a propriedade de os operadores A e B serem Hermitianos
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e diagonalizdveis simultaneamente, isto €, escrever A =) . a;|i)(i|, B =), b;|i)(i|, onde

|i) é algum conjunto comum ortonormal de autovetores para A e B.

Teorema 3.1.2. (Diagonalizagdo Simultdnea): Suponha que A e B sao operadores
Hermitianos. Entdo [A, B] =0 se, e somente se existe uma base ortonormal tal que am-
bos A e B sao diagonais com respeito a esta base. Diz-se que A e B sao simultaneamente
diagonalizaveis neste caso.

Este resultado conecta o comutador de dois operadores, que é frequentemente facil
de computar, a propriedade de serem simultaneamente diagonalizaveis, que é a priori,

particularmente dificil de se determinar.

Como exemplo considere:

01 0 —i 0 — 01 410 .
[Xﬁq_{1o]{i O]_{i 0}{10]_m{0-ﬂ}_m2
entao, X e Y nao comutam, e nao tém autovetores comuns, como se esperava pelo

Teorema da diagonalizacao simultanea.

3.1.9 Valores polar e singular de decomposicao

As decomposicoes em valores polar e singular sao estratégias uteis para separar opera-
dores lineares em partes mais simples. Em particular, esta decomposi¢ao nos permite
‘quebrar’ operadores lineares gerais em produtos de operadores unitarios e operadores

positivos.

Teorema 3.1.3. (Decomposi¢ao polar) Tome A como um operador linear num espago
vetorial V. Entao, existem operadores unitdrios U e operadores positivos J e K tais que

A=UJ = KU,

onde os unicos operadores positivos J e K satisfazendo estas equagoes, sao definidos por
J=VAIA e K = VAAT. Além disso, se A ¢ inversivel, entio U € unico. A expressao
A =UJ € chamada decomposicao polar a esquerda de A, e A = KU de decomposicao
polar a direita de A. Na maioria das vezes, a nomenclatura ‘direita’ e ‘esquerda’ € omitida
e o termo ‘decomposicao polar’ é usado em ambos 0s casos, com o contexto indicando o
significado.
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O valor singular de decomposi¢cao combina a decomposicao polar e o teorema da

espectral.

Corolario 3.1.4. (Valor singular de decomposi¢cao): Tome A como sendo uma
matriz quadrada. Entao existem matrizes unitarias U e V', e uma matriz diagonal D com
entradas nao-negativas tais que

A=UDV.

Os elementos da matriz diagonal D sao chamados valores singulares de A.

3.2 0S POSTULADOS DA MECANICA QUANTICA

A mecanica quantica é uma estrutura matematica para o desenvolvimento de teorias
fisicas. Por si s6, a mecanica quantica nao informa quais leis um sistema fisico deve
obedecer, mas fornece uma estrutura matematica e conceitual para o desenvolvimento

dessas leis.

Os postulados fornecem uma conexao entre o mundo fisico e o formalismo matematico
da mecanica quantica. Muitas vezes as motivagoes para os postulados nao sao muito

claras. Mas o objetivo aqui é conhecer os postulados, e, quando e como aplica-los.

3.2.1 Espaco de estado

O primeiro postulado da mecanica quantica estabelece o cenédrio no qual ela se desenvolve.

Este cenario é o espaco de Hilbert.

Postulado 1: Associado a qualquer sistema fisico isolado ha um espago vetorial
complexo com produto interno (isto é, um espaco de Hilbert) conhecido como espago de
estado do sistema. O sistema é completamente descrito pelo seu vetor de estado, que é

um vetor unitario no espaco de estado do sistema.

O sistema mais simples da mecanica quantica, e que é de interesse aqui, é o qubit.
Um qubit tem um espago de estados bidimensional. Suponha que |0) e |1) formam uma

base ortonormal para este espaco de estado. Entao, um vetor de estado arbitrario neste
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espaco de estado pode ser escrito como:

[¥) = al0) +b[1),

onde a e b sdo numeros complexos. A condi¢ao de que [¢)) seja um vetor unitério,
(Y1) = 1, é entao, equivalente a |a|* + |b|* = 1. A condigao (¥|1)) = 1 é frequentemente

chamada de condicao de normalizacdo para vetores de estado.

Intuitivamente, os estados |0) e |1) sdo andlogos aos valores 0 e 1 que um bit pode
tomar. A maneira na qual um qubit difere de um bit é que a superposicio de seus dois
estados, na forma, a|0) + b|1), também pode existir, e, ndo é possivel dizer que o qubit

estd definitivamente no estado |0), ou definitivamente no estado |1).

Diz-se que qualquer combinacao linear ), o;[t);) é uma superposicao dos estados [;)

com amplitude «; para o estado

;). Entao, por exemplo, o estado

0) — 1)
V2

é uma superposicao dos estados |0) e |1) com amplitude 1/v/2 para o estado |0) e —1/v/2

para o estado |1).

3.2.2 Evolucao

Este postulado nos diz como o estado [¢)) de um sistema quantico muda com o tempo.

Postulado 2: A evolugao de um sistema quantico fechado é descrito por uma trans-
formagao unitaria. Isto é, o estado [¢)) de um sistema no tempo t; é relacionado ao estado
|¢") do sistema no tempo t; por um operador unitario U. Tal operador depende apenas

dos tempos t; e to,

¢y = Uly).

Como a mecanica quantica nao informa o espaco de estado ou o estado quantico de um

sistema quantico particular, nao ha informacao sobre qual operador unitario U descreve a
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dinamica quantica do mundo real. A mecanica quantica apenas assegura que a evolugao
de qualquer sistema quantico fechado pode ser descrita de alguma maneira. No caso de
um unico qubit, isto implica que qualquer operador unitdrio pode ser considerado em

sistemas reais.

Alguns exemplos de operadores unitarios em um tunico qubit sao importantes em
computagao e informagdo quantica, como as matrizes de Pauli. A matriz X é muitas
vezes chamada de porta légica quantica NOT. As matrizes X e Z de Pauli também sao
conhecidas como matrizes “bit flip” (inversao) e “phase flip” (mudanca de fase): a matriz
X transforma [0) em 1), e |1) em |0), dai o nome “bit flip”; e a matriz Z deixa o |0)
invariante e transforma |1) em —|1), com o fator extra, —1 conhecido como fator de fase,

justificando o termo usado.

Outro operador unitario interessante é o operador de porta logica Hadamard, denotado
por H. Sua agio ¢ H|0) = (|0) +[1))/v2, H|1) = (|0) — [1))/v2. Sua representacao

matricial é:

3.2.3 Medicao quantica

O Postulado 3, fornece um meio para descrever os efeitos das medigoes em sistemas

quanticos.

Postulado 3: Medigoes quanticas sdo descritas por uma colegao {M,,} de operadores
de medida. Estes operadores atuam no espago de estado do sistema a ser medido. O
indice m se refere aos resultados medidos que podem ocorrer no experimento. Se o
estado do sistema quantico ¢ [¢)) imediatamente antes da medida entao, a probabilidade

de m ocorrer é dada por

p(m) = (Y| M M, ),

e o estado do sistema apds a medicao é
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My |9))

MM )

Os operadores de medida satisfazem a equacdo de completude,

> MM, =1.

A equacao de completude expressa o fato de que as probabilidades somam 1:

L= p(m) =) (V|M}Mn|d).

m

Esta equacgao, que é satisfeita por todos os |¢), é equivalente a equagao de completude.
Porém, a equacao de completude é mais facil de ser checada diretamente, entao este é o

motivo de ela aparecer na declaracao deste postulado.

Um exemplo simples, porém importante de medicao é a medi¢cao de um qubit na base
computacional. Esta é uma medi¢ao num tnico qubit com dois resultados definidos por
dois operadores de medicao My = [0)(0], M; = |1)(1]. Observe que cada operador de
medigao é Hermitiano, e que M2 = M,, M} = M;. Como a relagao de completude é
obedecida, I = MJMO + MM, = My + M;. Suponha que o estado a ser medido é
|¢) = a|0) + b|1). Entao, a probabilidade de se obter o resultado 0 é

p(0) = (Y| M{My|v) = (V| Mp|eb) = |al*.

De modo similar, a probabilidade de se obter a medigao do resultado 1 é p(1) = |b|%.

O estado depois da medicao nos dois casos é entao:

Moly) a
)
o
Miy) b

= ).
bl [0l
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A condi¢ao do Postulado 3 como um postulado fundamental intriga muitas pessoas.
Instrumentos de medicao sao sistemas da mecanica quantica, tais que o sistema quantico
a ser medido e o instrumento de medigao juntos, fazem parte de uma sistema quantico

maior e isolado.

De acordo com o Postulado 2, a evolugao deste sistema isolado maior pode ser descrito
por uma evolu¢ao unitdria. E possivel derivar o Postulado 3 como uma consequéncia
deste fato? Apesar das investigacoes consideraveis em torno deste assunto, ainda ha uma
divergéncia entre fisicos sobre se isto é ou nao é possivel. Aqui, a abordagem serd mais
pragmatica, que, na pratica, é elucidar quando aplicar o Postulado 2 e quando aplicar o

Postulado 3, sem a preocupacgao de derivar um postulado do outro.

3.2.4 Distinguindo estados quanticos

Uma aplicagao importante do Postulado 3 é o problema de distinguir estados quanticos.
No mundo cléssico, estados distintos de um objeto sao usualmente distinguiveis, pelo
menos em principio. Por exemplo, pode-se sempre identificar quando o langamento de
uma moeda resultou em cara ou coroa, pelo menos no limite ideal. Na mecanica quantica,

a situacao ¢ um pouco mais complicada.

O Postulado 3 fornece uma demonstracao convincente do fato de que estados quanticos

nao ortogonais nao podem ser distinguidos.

Distinguibilidade, como muitas outras ideias da mecanica quantica e da informacao
quantica, é mais facilmente entendida usando metaforas de jogos envolvendo duas partes,
vamos chamaé-las de Alice e Bob. Alice escolhe um estado |1;)(1 < i < n) a partir de
algum conjunto fixo de estados conhecidos por ambas as partes. Ela fornece o estado |;)

para Bob, cuja tarefa é identificar o indice ¢ do estado que Alice deu a ele.

Suponha que os estados |¢;) sdo ortonormais. Entao, Bob pode fazer uma medigao
quantica para distinguir estes estados, usando o seguinte procedimento. Definir opera-
dores de medigdo M; = |1;){(1);|, um para cada possibilidade de indices i, e um operador
de medicao adicional M, definido como a raiz quadrada positiva do operador positivo
I =370 [¥i)(¥i]. Estes operadores satisfazem a relagao de completude, e se o estado

|1;) é preparado, entao p(i) = (1;|M;|¢;) = 1, entdo o resultado i ocorre com certeza.
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Portanto, é possivel distinguir, de forma confidvel, o estado ortonormal [¢;).

Em contrapartida, se os estados |¢;) nao sdo ortonormais, entdo pode-se provar que
nao ha medi¢ao quantica capaz de distinguir os estados. A ideia é que Bob fara a medicao
descrita por operadores de medi¢ao M, com resultado j. Dependendo do resultado da
medigao, Bob tenta adivinhar qual foi o indice ¢ usando alguma regra, i = f(j), onde
f(+) representa a regra que ele usa para dar o palpite. O ponto chave pelo qual Bob néo
pode distinguir estados nao-ortogonais [¢)1) e [t)5) é a observagao de que [¢5) pode ser
decomposto em um componente (ndo-nulo) paralelo a |1;), e uma componente ortogonal
a |11). Suponha que j seja um resultado da medicao tal que f(j) = 1, isto é, Bob acha que
o estado foi |¢)1) quando ele observou j. Mas, por conta da componente de |1)9) paralela
a [11), hd uma probabilidade nao nula de se ter o resultado j quando [iy) é preparado,

entao, as vezes, Bob cometera um erro ao identificar qual estado foi preparado.

3.2.5 Medicao projetiva

Nesta secao serd explicado um caso especial do postulado geral de medicao, o Postulado

3, conhecido como medi¢cao projetiva.

Medigao Projetiva: A medicao projetiva é descrita por um observdvel, M, um
operador Hermitiano no espaco de estado do sistema a ser observado. O observavel tem

uma decomposicao espectral,

M =Y "mP,,

onde P, é o projetor no autoespaco de M com autovalor m. Os resultados possiveis da
medigao correspondem aos autovalores, m, do observavel. Depois de medir o estado |1},

a probabilidade de obter o resultado m ¢ dada por

p(m) = (Y| Pylt)).

Dado que o resultado m ocorreu, o estado do sistema quantico imediatamente apés a

medicao é
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Plt)
p(m)

As medicoes projetivas podem ser entendidas como casos especiais do Postulado 3.
Suponha que os operadores de medigao do Postulado 3, além de obedecerem a relacao de
completude ) M, " M,, = I, também satisfacam as condicdes de que M,, sdo projetores
ortogonais, isto é, M,, sao Hermitianos, e M,,M,, = 0pm M,,. Com essas restrigoes

adicionais, o Postulado 3 se reduz a medicao projetiva como definida anteriormente.

Medigoes projetivas tem muitas propriedades sutis. Em particular, é facil calcular

valores médios para medicoes projetivas. Por defini¢ao, o valor médio da medigao é

E(M) = > mp(m)
= ) m{e[Puly)

= (Y| (Z mp<m>> o
= (WM.

Esta é uma férmula 1til, que simplifica muitos cédlculos. O valor esperado de um
observavel M é frequentemente escrito como (M) = (¢|M|vy). A partir desta férmula

para o valor médio segue-se uma férmula para o desvio padrao associado as observagoes

de M,

[AMP = (M —(M))?)
= (M?) — (M),

O desvio padrao é uma medida de dispersao tipica dos valores observados sobre medi-
das de M. Em particular, se forem feitos um grande nimero de experimentos no qual o
estado |¢) é preparado e o observavel M é medido, entao o desvio padrao A(M) dos va-
lores observados é determinado pela férmula A(M) = \/m . Esta formulacao
de medicao e desvio padrao em termos de observaveis fornece um aspecto elegante para

resultados como o principio da incerteza de Heinsenberg.
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3.2.6 Medicao POVM

O Postulado da medicao quantica, Postulado 3, envolve dois elementos. Primeiro, é dada
uma regra descrevendo medigoes estatisticas, isto é, as respectivas probabilidades das
medicoes dos diferentes resultados possiveis. Segundo, é dada uma regra descrevendo
o estado do sistema apds a medicao. No entanto, para algumas aplicagoes, este estado
pos-medicao é de pouco interesse, sendo que o aspecto de maior interesse estd nas pro-
babilidades das medicoes dos respectivos resultados. Neste caso, por exemplo, em um
experimento onde o sistema é medido apenas uma vez, sob conclusao do experimento.
Nestes casos ha uma ferramenta matematica conhecida como POVM formalismo que é
especialmente bem adaptado a andlises de medigdes. (O acronimo POVM vem do inglés

‘Positive Operator-Valued Measure’ - ‘Medida com Operador de Valor Positivo’).

Suponha que a medicao escrita pelos operadores de medicao M,, é preparado sobre
um sistema quantico no estado [¢). Entdo, a probabilidade de um resultado m é dado
por p(m) = (| M} M,,|1)). Suponha que seja definido

E,, = M| M,,.

Entao, do Postulado 3 e da algebra linear, FE,, é um operador positivo tal que
YomEm =1 epm) = (Y|E,]). Entado, um grupo de operadores E,, é suficiente
para determinar as probabilidades de diferentes medigoes de resultados (saidas). Os ope-
radores E,, sao conhecidos como elementosPOV M associados a medicao. O conjunto

completo {E,,} é conhecido como um POVM.

Como um exemplo de POVM, considere uma medicao projetiva descrita pelos opera-
dores de medigao P, onde os P, sdo projetores tais que, Py, Py = 6y Prne >, P = 1.
Neste caso (e apenas neste caso) todo os elementos POVM s@o os mesmos, como 0s

préprios operadores de medicio, visto que E,, = Pi P,, = P,,.

3.2.7 Fase

‘Fase’” é um termo comumente usado em mecanica quantica, com muitos significados

diferentes dependendo do contexto. Aqui, é conveniente revisar dois desses significados.
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Considere, por exemplo, o estado €?|+)), onde |¢)) é um vetor de estado, e  é um ntimero
real. Diz-se que o estado e?|y) é igual a |¢), a menos de um fator de fase global €. E
interessante notar que a estatistica de medicao preditas para esses dois estados é a mesma.
Suponha que M, é um operador de medigao associado a alguma medi¢ao quantica, e
note que as respectivas probabilidades de os resultados m ocorrerem siao (| M} M,,|)
e (Ve O M M,,e?p) = (| M} M,,|p). Por conta disso, a partir de um ponto de vista
observacional estes dois estados sao idénticos. Por essa razao, pode-se ignorar fatores de

fase global por serem irrelevantes para as propriedades observadas do sistema fisico.

H& outro tipo de fase, conhecido como fase relativa, cujo significado é um pouco

diferente. Considere os estados

O+1L 0=
V2 V2

No primeiro estado, a amplitude de |1) é 1/1/2. Para o segundo estado, a amplitude
é —1/ V2. Em cada caso, a magnitude das amplitudes é a mesma, mas elas diferem
quanto ao sinal. De forma geral, diz-se que as duas amplitudes, a e b, diferem por uma
fase relativa se hd um nimero real 6 tal que a = exp(if)b. De forma ainda mais geral,
dois estados sao ditos diferir por uma fase relativa em alguma base se cada uma das
amplitudes nestas bases é relacionada por algum fator de fase. Por exemplo, os dois
estados mostrados anteriormente sao os mesmos, a menos de um deslocamento relativo
de fase, porque as amplitudes do |0) sdo idénticas (um fator de fase relativo de 1 ), e as
amplitudes do |1) diferem apenas por um fator de fase relativo de —1. A diferenca entre
fatores de fase relativo e global é que para a fase relativa os fatores de fase podem variar
de amplitude para amplitude. Isto faz da fase relativa um conceito que depende da base,
diferente da fase global. Como resultado, estados que diferem apenas na fase relativa em
algumas bases dao origem a diferencas fisicamente observaveis em medigoes estatisticas,
e nao ¢é possivel considerar estes estados como fisicamente equivalentes, como se faz com

estados diferindo por um fator de fase global.

3.2.8 Sistemas compostos

Suponha que seja de interesse estudar um sistema quantico composto, formado por dois

(ou mais) sistemas fisicos distintos. Como os estados desse sistema composto podem
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ser descritos? O postulado seguinte descreve como o espaco de estado de um sistema

composto é constituido a partir do espaco de estado dos sistemas que o compoe.

Postulado 4: O espago de estado de um sistema fisico composto é o produto tensorial
do espago de estados dos sistema fisicos que o compoe. Além disso, se ha sistemas
numerados de 1 a n, e o sistema de nimero ¢ é preparado no estado [i;), entao o estado
conjunto do sistema total é [¢1) ® |2) @ ... ® |1),).

Porque o produto tensorial é a estrutura matemaética usada para descrever o espaco
de estado de um sistema composto? Em certa nivel, pode-se simplesmente aceitar isto
como um postulado bésico, nao redutivel a algo mais elementar, e prosseguir. Afinal,
certamente espera-se que exista alguma forma canonica de descrever sistemas compostos
em mecanica quantica. Serd que ha outro caminho pelo qual possamos chegar a este
postulado? Ha uma heuristica que as vezes é usada. Fisicos, as vezes, gostam de falar
em principio de superposi¢ao da mecanica quantica, que estabelece que se |x) e |y) s@o
dois estados de um sistema quantico, entao qualquer superposicao a|z) + Bly) também
poderia ser um estado possivel de um sistema quantico, onde |al?> + |b|> = 1. Para
sistemas compostos, parece natural que se |A) é um estado do sistema A e |B) é um
estado sistema B, entdo, pode haver algum estado correspondente, denotado por |A)|B),
do sistema conjunto AB. Aplicando o principio da superposicao a produtos de estados
dessa forma, chega-se ao postulado do produto tensorial visto anteriormente. Nao é uma
derivagao, visto que nao se fala do principio da superposicao como uma parte fundamental
da descricao da mecanica quantica, mas isto fornece uma gama das varias maneiras nas

quais essas ideias sao, as vezes, reformuladas.

Uma variedade de diferentes notagoes para diferentes para sistemas compostos apa-
recem na literatura. Parte da razao para esta proliferacao é que diferentes notacgoes sao
melhores adaptadas para diferentes aplicagoes, e pode-se achar conveniente introduzir
algumas notagoes especializadas em cada ocasiao. Neste ponto, é suficiente mencionar
uma notacao de subscrito util para denotar estados e operadores em diferentes sistemas,
quando nao fica claro pelo contexto. Por exemplo, em um sistema contendo trés qubits,

X5 é o operador de Pauli o, agindo no segundo qubit.

Observacao 3.2.1. As provas de teoremas e corolarios presentes neste capitulo podem
ser encontradas em: [Nielsen and Chuang, 2010].



CAPITULO 4

ESPACOS DE PROBABILIDADE E DISTRIBUICOES
NAO COMUTATIVAS

Neste capitulo analisa-se a estrutura analitica da probabilidade nao comutativa. Sua
principal caracteristica reside no fato de que, aqui, permite-se que as dlgebras de varidaveis
aleatdrias sejam nao comutativas. Isto significa que um conceito generalizado de variaveis
aleatorias deve ser considerado, visto que na sua concepcao usual, as algebras de varidveis

aleatdrias precisariam ser comutativas.

Ao longo de todo este capitulo utiliza-se como fonte principal [Nica and Speicher, 2006],
[Garcia et al., 2007] e [Accardi, 1991].

4.1 ESPACOS DE PROBABILIDADE NAO COMUTATIVOS

Definigao 4.1.1. (1) Um espago de probabilidade nao comutativo (A, ) consiste de
uma algebra unital [[| sobre C e um funcional linear unital
0 A=>C;  p(ly) =1

Os elementos a € A sao chamados de wvaridveis aleatdrias mao comutativas em
(A, ).

Uma propriedade adicional que, as vezes, serd imposta ao funcional linear ¢ é a de
que ele é um traco, isto é, possui a seguinte propriedade:

p(ab) = p(ba), Va,be A

Quando isso acontece, diz-se que o espago de probabilidade nao comutativo (A, ¢)
¢é tracial.

LQue possui um elemento unitario. Por exemplo, no caso dos niimeros reais com a multiplicacao usual,
o elemento unitario é o 1; no caso de matrizes quadradas com produto a direita, o elemento unitario é a
matriz identidade.
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(2) No esquema da parte (1) da definigdo, suponha que A é uma * - dlgebra, isto é, A
também é dotada de uma operacao antilinear, chamada de *-operacao: A 3 a —
a* € A, tal que (a*)* =a e (ab)* = b* a* para todo a,b € A.

No caso em que se tem:

p(la*a) >0, VaeA,
entao diz-se que o funcional ¢ é positivo.
(3) Na estrutura de um *-espago de probabilidade encontram-se:

e varidveis aleatorias autoadjuntas: sao os elementos a € A com a propriedade

a = a*

e varidveis aleatérias unitarias: sao os elementos u € A com a propriedade
wru = uut = 1y

e varidveis aleatdérias mormais: sao os elementos a € A com a propriedade
a*a = aa*

O objeto de interesse aqui é o x-espaco de probabilidade, que fornecerd ferramentas
uteis em aplicagoes futuras, como na obtencao das *-distribui¢oes de probabilidade.

Observagao 4.1.1. Tome (A, ) como um *-espaco de probabilidade.

(1) O funcional ¢ é autoadjunto, isto é, tem a propriedade

e(a*) = ¢(a), Vae A

De fato, visto que todo a € A pode ser escrito unicamente na forma a = x+iy, onde
x,y € A sado autoadjuntos, a equacao anterior é imediatamente vista como sendo
equivalente ao fato de que ¢(z) € R para cada elemento autoadjunto z € A. Isto,
por sua vez se deve a positividade de ¢ e ao fato de que todo elemento autoadjunto
de A pode ser escrito na forma x = a*a — b*b para algum a,b € A (pode-se
considerar como exemplo a = (x 4+ 14)/2,b = (x — 14)/2).

(2) Outra consequéncia da positividade de ¢ é:

lo(b*a)|* < (a*a)p(b*b), Va,bc A. (4.1)

A desigualdade é comumente chamada de desigualdade de Cauchy-Schwarz
para o funcional .

(3) Se um elemento a € A ¢ tal que p(a*a) = 0, entdo a desigualdade de Cauchy-
Schwarz (4.1]) implica que p(ba) = 0 para todo b € A (entdo, a é, de certa forma,
um elemento degenerado E] do funcional ¢). Usa-se o termo “fiel” para a situagao na

2Significa dizer que p(a*a) faz parte do niicleo de ¢, ou seja, essa operacio resulta no valor zero.
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qual nao existem tais elementos degenerados, exceto no caso em que a = 0, como
¢ dito na defini¢ao seguinte.

Definigao 4.1.2. Tome (A, ) como um *-espago de probabilidade . Se ha a
implicagao:

ac A, p(a*a) =0=a =0,
Entao, diz-se que o funcional ¢ é fiel.

Exemplo 4.1.2. Tome (2, Q, P) como um espago de probabilidade no sentido cléssico,

isto é, 2 é um conjunto, Q é uma o-algebra de subconjuntos de Q e P : Q@ — [0, 1] é
uma medida de probabilidade. Fazendo A = L>(Q, P) P e definindo ¢ por

p(a) = /Qa(w)dP(w), ac A

Entao, (A, ) é um *-espaco de probabilidade (a *-operacao em A é a operagao de
complexo conjugado de uma fungdo complexa). As varidveis aleatérias neste exemplo
sao, entao, variaveis aleatorias genuinas no sentido “usual” da teoria de probabilidade.

Pode-se pensar que este exemplo s6 funciona com variaveis aleatérias que sao limi-
tadas, e se esquece, por exemplo, de uma das mais importantes variaveis aleatérias da
probabilidade usual - aquelas que possuem distribuicao Gaussiana. Este problema pode
ser contornado, substituindo-se a algebra L>(2, P) por:

L*(Q,P):= (] L’(Q.P).

1<p<oo

Isto é, transforma-se a algebra A em uma algebra de variaveis aleatérias genuinas que
possuem momentos finitos de todas as ordens. Neste caso, a algebra considerada conteria
as variaveis aleatorias gaussianas.

E l6gico que ha casos, na probabilidade classica, de varidveis aleatérias que nao pos-
suem momentos de todas as ordens. Estas, entretanto, fogem ao escopo da teoria tratada
neste texto, pois nao se encaixam na definicao dos espacos de probabilidade nao comu-
tativos.

Exemplo 4.1.3. Tome d como um inteiro positivo e M;(C) como a algebra de matri-
zes complexas d X d com multiplicagdo usual de matrizes; tr : My(C) — C é o trago
normalizado,

3Espaco das funcdes mensurdveis limitadas.
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d
1
tr(a) = 3 Z a;  para  a= (aij)zjzl € My(C). (4.2)
i=1

Entao (My(C), tr) é uma x-espago de probabilidade (onde a *-operacao é dada a partir
da transposta da matriz e do complexo conjugado de suas entradas).

Este é o exemplo de interesse no presente trabalho, pois ao tratar-se dos fenomenos
relacionados a computacao quantica, surge a descricao dos operadores lineares que, por
sua vez, sao representados por matrizes com entradas complexas.

Exemplo 4.1.4. Tome H como um espago de Hilbert e B(H) a élgebra de todos os
operadores lineares limitados E| em H. Esta é uma x-algebra, onde o adjunto a* de um
operador a € B(H) é unicamente determinado pelo fato de que:

(a&,m) =(&,a™), V& neH.

Suponha que A é uma *-subdlgebra de B(H) e que & € H é um vetor de norma
um (|[&]] == (&, &)"? = 1). Entdo, tem-se um exemplo de *-espaco de probabilidade
(A,p), onde ¢ : A — C é definido por:

p(a) == (ao,&); acA (4.3)

Um funcional linear como o definido em (4.3) é usualmente chamado de vetor de
estado (na édlgebra de operadores A).

Definigao 4.1.3. (1) Um morfismo entre dois #-espagos de probabilidade (A, ) e
(B,%) é um homomorfismo unital da *-algebra ® : A — B com a propriedade

Yol =op.

(2) No caso em que (B,v) é um x-espago de probabilidade do tipo especial discu-
tido no exemplo refere-se a um morfismo ® de (A, p) em (B,v) como
uma representacdo de (A, ). Entao, para ser preciso, dada uma representagao
(A,¢) é o mesmo que uma tripla (H,P,&) onde H é um espaco de Hilbert,
d : A — B(H) é um *-homomorfismo unital, e {; € H é um vetor de norma
um, tal que p(a) = (P(a)é, &) para todo a € A.

Observagao 4.1.5. O x-espacos de probabilidade que aparecem nos exemplos [4.1.2] e
tém representagoes naturais nos espagos de Hilbert a partir de como as dlgebras de
variaveis aleatérias foram construidas.

10u seja, B(H) ={p: H = H: ||| < M, M € R}; e p(ax +y) = ap(z) + ©(y).
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4.2 *-DISTRIBUICOES (CASO DOS ELEMENTOS NORMAIS)

Um conceito fundamental no estudo estatistico de variaveis aleatérias é o de distribuigao
de uma varidvel aleatéria . Na estrutura do *-espago de probabilidade (A, ¢), o conceito
apropriado é o de x-distribuicao de um elemento a € A. A grosso modo, a x-distribuicao
de a tem de ser normalizada, de modo a ler o os valores de ¢ na x-subdlgebra unital

gerada por a.

O caso mais simples de *-distribuigdes ocorre quando a é normal, isto é, a*a = aa®.

Neste caso, a x-algebra unital gerada por a é:

A = spanf{a®(a*)' |k, 1 > 0}; (4.4)

(onde span significa: “conjunto gerado por”) a tarefa da *-distribuigao de a deve, entéo,
ser a de acompanhar os valores de p(a*(a*)!), onde k e [ assumem valores em NU{0}. O
tipo de objeto que cumpre essa tarefa e que é de interesse se obter sempre que possivel,

¢ uma medida de probabilidade com suporte compacto em C.

Definigao 4.2.1. Tome (A, ¢) como x-espago de probabilidade e a como um elemento
normal de A. Se existe uma medida de suporte compacto [ 4 em C tal que

/Zk Zdu(z) = ¢(a*(a*))), paratodo k,l €N (4.5)

entao esta medida de probabilidade p ¢ unicamente determinada e serd chamada de *-
distribuicao de a.

Observagao 4.2.1. (1) O fato de uma medida de probabilidade p com suporte com-
pacto em C ser unicamente determinada por como ela integra fungoes da forma z
%7 com k,l € N é uma consequéncia imediata do teorema de Stone-Weierstrass
E]. Ou, mais precisamente; devido a Stone-Weierstrass , u é determinado como um
funcional linear no espago C(K) de fungoes continuas complexas em K, onde K é

o suporte de p; é bem conhecido, por sua vez, que isto determina p unicamente.

(2) Nao ¢ dito que todo elemento normal em um *-espago de probabilidade tem, obri-
gatoriamente, uma x-distribuicao no sentido definido anteriormente. Mas, isso se

50 suporte compacto de uma funcdo é o conjunto fora do qual a funcio se anula. Um conjunto é
compacto quando toda cobertura finita deste conjunto tem uma subcobertura finita.

60 Teorema de Stone-Weierstrass afirma que toda funcao real continua cujo dominio é um intervalo
compacto, ou seja, fechado e limitado pode ser aproximado uniformemente por polindmios. (Para mais
detalhes ver [Rudin, 1976])
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torna verdade para um bom numero de exemplos importantes. De fato, isto é
sempre verdade quando se olha para um x-espago de probabilidade que tem uma
representacao no espaco de Hilbert, no sentindo da definigao [4.1.3

Observacao 4.2.2. (O caso do elemento auto-adjunto)

Tome (A, ¢) como um *-espago de probabilidade e a como um elemento auto-adjunto
de A (isto é, a = a*; o que implica, em particular, que a é normal). Suponha que a
tem x-distribuicao u, no sentido da definicao [4.2.1] Entao u é suportada em R. De fato,
tem-se

Jle==Pau) = [c-nE- )
= /C(QZZ—ZQ—EZ)d,u(z)

= 2p(aa”) — p(a®) — p((a")?) = 0.

Visto que z + |z — Z|? é uma funcao continua nao negativa, deve-se ter que z — z

desaparece no suporte supp(u) da medida dada, e entao:

supp(p) C {z € Clz =z} =R.

Entao, nesse caso, y é realmente uma medida em R, e a equacao (4.5 é melhor escrita

nesse caso como segue-se abaixo, com t € R

/WMQZﬂf% Vp € N. (4.6)

De outra forma, supondo que exista uma medida p com suporte compacto em R tal

que (|4.6) se mantém, entao, claramente, u é a *-distribuicao de a no sentido da definigao

421

A conclusao retirada dessa discussao é que para um elemento auto-adjunto a € A é
mais apropriado falar na distribuicio de a (ao invés de falar da sua *-distribuigao ); isto

é definido como uma medida de suporte compacto em R tal que (4.6)) se mantém.

Exemplo 4.2.3. (1) Considere o esquema do exemplo |4.1.2) onde a élgebra de varidveis
aleatérias é L>(€), P). Tome a como um elemento em A; em outras palavras a é
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uma fungao mensuravel limitada, a : 2 — C. Considere a medida de probabilidade
v em C que é chamada a “distribui¢ao de a” na probabilidade usual; esta é definida
por

v(E)=P{weQ:a(w)c EF}), ECC ¢éum conjunto de Borel. (4.7)

Note que v é compactamente suportado. Mais precisamente, se um r positivo é
escolhido de forma que |a(w)] < 7, Vw € Q, entdo é claro que v é suportado no
disco fechado centrado em zero de raio r.

Agora, a é um elemento normal de A (todo elemento de A é normal visto que A
é comutativa). Entdo, faz sentido colocar a na estrutura da defini¢ao Sera
mostrado que a medida acima v é exatamente a *-distribuicao de a neste caso.

De fato, a equacao (4.7) pode ser lida como

/ﬂWM@=/fMMMﬂm, (4.8)
C Q

onde f é a funcgao caracteristica do conjunto E. Através do processo usual de tomar
combinacoes lineares de fungoes caracteristicas, e entao fazer aproximacoes de uma
funcao mensuravel limitada por fungoes degrau, vé-se que a equagao de fato
funciona para toda fungao mensuravel f : C — C. Finalmente, faca k,l serem
inteiros arbitrarios nao-negativos, e r > 0 tal que |a(w)| < r para todo w € Q.
Considere uma fungdao mensuravel limitada f : C — C tal que f(z) = 2z para
todo z € C tendo |z| < r. Dado que v é suportado no disco fechado de raio r
centrado em zero, segue que

/{C F(2)dv(z) = /C )

e, consequentemente que

/ fla(w))dP(w) = / a(w)fa(w) dP(w) = p(a*(a’)').
Q Q
Entao para uma particular escolha de f, a equacao resulta em
[ #7ane) = pla@),
C

e isto é precisamente (4.5)), implicando que v é a *-distribuicao de a no sentido da
definicao [4.2.1]
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(2) Considere a estrutura do exemplo [4.1.3] e tome a € My(C) como uma matriz nor-
mal. Tome Aq,..., \; como os autovalores de a, contando com as multiplicidades.
Diagonalizando a temos que

d
1 _
tra*(a)) = 2 AN, k,lEN
=1

Esta tltima quantidade pode ser escrita como [ z*z'du(z), onde

IS

j=

Z O, (4.9)

(0 0, funciona, aqui, como o Delta de Dirac (Dirac mass) em X\ € C). Segue-se que
a tem uma *-distribuicdo pu, que é descrita pela Equacao (4.9). Usualmente p é
chamada de distribuicao de autovalores da matriz a.

Pode-se considerar a questao de como generalizar o fato acima no caso de matrizes
aleatdrias. Pode ser mostrado que a férmula que apareceria no lugar da (4.9)) seria

W= %ZZ/Q(SAZ‘CZP(“’)’ (4.10)

onde a = a* € My(L>*~(2,P)), e onde A\;(w) < ... < A\g(w) sao os autovalores de
a(w),w € Q. Estritamente falando, a equagao (4.10)) requer uma extensao da estru-
tura usada na definigao [4.2.1] visto que a distribui¢do de autovalores ponderados
resultante, u, geralmente nao teria suporte compacto.

4.3 (C*-ESPACOS DE PROBABILIDADE

C*-algebras fornecem um ambiente natural onde as ideias de probabilidade nao-comutativa
podem ser trabalhadas. A énfase aqui serd a de conceituar o C*-espaco de probabilidade
e as relagoes entre espectro e x-distribuicao para um elemento normal no C*-espacgo de
probabilidade.

4.3.1 Calculo funcional na C*-algebra

Um C*-espago de probabilidade é um x-espago de probabilidade (A, ¢) onde a *-

algebra A é tomada como sendo uma C*-algebra unital. Ser uma C*-algebra unital
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significa que, além de ser uma *-algebra unital, A é dotada de uma norma || - || : A —

[0, 00), fazendo com que ela seja um espago vetorial normado e completo, e tem-se:

[labl| < lal| - |[bll, Va,be A; (4.11)

lla*al| = ||a||2, Va € A. (4.12)

Se A é uma C*-algebra unital e se a € A, entao o espectro de a é o conjunto

Sp(a) = {z € C|z14 — a nao é inversivel }.

No Teorema a seguir, estao apresentadas algumas propriedades e cuja demonstracao

pode ser encontrada em [Garcia et al., 2007].

Teorema 4.3.1. Seja A uma C*-dlgebra unital.

(1) Para cada a € A,Sp(a) é um subconjunto compacto nao-vazio de C, contido no disco

{z € Cl[z| <|lal[}-

(2) Sejaa um elemento normal de A, isto €, a*a = aa*, e considere a dlgebra C'(Sp(a)) de
fungoes continuas de valor complexo em Sp(a). Existe um mapa ® : C(Sp(a)) — A
com as sequintes propriedades:

(1) @ € um x-dlgebra homomorfismo unital.

@ii) [N = llfllee, VS € C(Sp(a)) (onde para f € C(Sp(a)) defini-se |[f]|o =
sup{|f(2)l|z € Sp(a)}).

(iii) Seid: Sp(a) — C € a funcdo identidade id(z) = z, tem-se ®(id) = a.

Observagao 4.3.2. Seja A uma C*-dlgebra unital, seja @ um elemento normal de A, e
® : C(Sp(a)) — A tem as propriedades (i), (ii) e (iii) listadas no Teorema [4.3.1] item

(2).

(1) A condigao (ii) (juntamente com a linearidade de (i)) implica que ® é um-a-um.
Consequentemente, em um certo sentido, ® fornece uma cépia da élgebra C'(Sp(a))

que se encontra dentro de A.
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(2) Suponha que p: Sp(a) — C é um polinomio em z e Z, isto ¢, é da forma

p(z) = Z ;. k 27 2 e Spla). (4.13)

3,k=0

n
O(p) = ) ajrd(a). (4-14)
J,k=0
(3) A observacao anterior mostra que os valores de ® em polinémios em z e Z so
unicamente determinados. Visto que estes polindémios sao densos em C(Sp(a))
com respeito a convergéncia uniforme, e dado (por (i) + (ii)) ® é continuo com
respeito a convergéncia uniforme, disto, segue que as propriedades (i), (ii) e (iii)

determinam ® unicamente.

(4) O nome comumente usado para ® é calculo funcional com fungoes continuas
para o elemento a. Uma justificativa para esse nome pode ser vista olhando para
polinémios p tais como aparecem na equagao [4.13} De fato, para um tal p, o ele-
mento correspondente ®(p) € A (que aparece na equa@éo ¢é o que naturalmente

denota-se por “p(a)”. E, de fato, costumeiro usar a notacgao

“f(a)” ao invés de “®(f)” (4.15)

quando f(a) é uma funcao arbitraria continua em Sp(a) (nao necessariamente um

polindémio em z e Z).

Observagao 4.3.3. Seja A uma C*-dlgebra unital. O Teoremal[d.3.1no item (2) contém,
de uma maneira concentrada, uma grande quantidade de informacao sobre o espectro de
elementos normais de A. Aqui, alguns fatos que sdo decorrentes deste teorema serao
mostrados.

(1) Se a é um elemento normal de A, entao

|la[| = [la™]] = sup{]z[|z € Sp(a)}. (4.16)

Isto ¢ visto através do uso de (ii) do Teorema [4.3.1] - parte (2) para as fungoes id
e id no Sp(a).
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(2) Se z é um elemento auto-adjunto de A entao Sp(z) C R. De fato, quando se aplica
(ii) do Teorema m - parte (2) & funcdo id — id em Sp(z), obtém-se

|l — 2| = sup{|z — Z||z € Sp(x)}. (4-17)
O lado direito da equacao ¢ 0; consequentemente o lado esquerdo também o ¢,
e isto implica que Sp(z) C{z € C: 2z —Z =0} =R.
De modo contrario, se x € A é normal e tem-se que Sp(z) C R, entao segue-se que

x = z*; novamente por [4.17} agora sabe-se que o lado direito desaparece.

(3) Se u é um elemento unitario de A, entao Sp(u) C T = {z € C: |z|] = 1}. E, de
modo contrério, se u € A é normal e tem Sp C T, entao u tem de ser unitario. O

argumento é o mesmo da parte (2) dessa observagao, onde agora usa-se a equagao:

|1 — w*u|| = sup{|1 — |z|2Hz € Sp(u)}. (4.18)

Teorema 4.3.4 (Teorema da aplicagao espectral). Seja A uma C*-dlgebra unital, tome
a como um elemento normal de A, e tome f : Sp(a) — C como uma fun¢ao continua.
Entao, o elemento f(a) € A (definido pelo cdlculo funcional) tem

Sp(f(a)) = f(Sp(a)). (4.19)

Prova: Ver |Nica and Speicher, 2006].

Observagao 4.3.5. Seja A uma C*-algebra unital. Costuma-se definir o conjunto dos
elementos positivos de A como

AT :={pe Alp=p"e Sp(p) C [0, 0)}. (4.20)

Pode-se mostrar que

p,ge AT, a, B €0, 00) = ap+ Bg € A*, (4.21)

isto é, AT ¢ um cone convexo no espaco vetorial real de elementos auto-adjuntos de A.
Além disso, o cone A' é “pontiagudo”, no sentido de que AT N (—AT) = {0}. (Ou, em
outras palavras: se um elemento auto-adjunto = € A) é tal que se ambos, x e —z estao
em AT, entdo x = 0. Isto é, de fato, por que x, —z € A — Sp(z) C [0, 0o) N (—o0, 0] =
{0} = [lz|| = sup{|z||z € Sp(z) = 0.}
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Nota-se também, que o teorema do mapeamento espectral fornece um rico suprimento
de elementos positivos em A. De fato, se a é um elemento arbitrario de A e se f : Sp(a) —
[0, 00) é uma fungao continua, entao o elemento f(a) esta em A™ (é auto-adjunto porque

h

f = f, e tem um espectro em [0, 00) pelo Teorema

E importante lembrar que um funcional linear v A — C é dito ser positivo quando
satisfaz a condigao p(a*a) > 0, Va € A. Isto levanta a questao de se ha alguma relagao
entre A' e o conjunto {a*ala € A}. E bastante conveniente que se esses dois conjuntos
coincidam.

Proposigao 4.3.6. Seja A uma C*-dlgebra unital, e considere o conjunto At de elemen-
tos positivos de A (definido na equagdao da observagao anterior). Entdo

At ={a*a|a € A}. (4.22)

Provar: Ver [Nica and Speicher, 2006].

4.3.2 (*-espacos de probabilidade

Definigao 4.3.1. Um C*-espago de probabilidade é um *-espago de probabilidade (A, ¢)
onde A é uma C*-algebra unital.

Na estrutura de C*, o funcional esperanca é automaticamente continuo. De forma

precisa, tem-se o seguinte.

Proposicao 4.3.7. Tome (A, p) como sendo um C*-espago de probabilidade.. Entdo

p(a)l < llall, Va e A (4-23)

Prova: Ver [Nica and Speicher, 2006].

Observagao 4.3.8. O inverso da Proposicao também é verdadeiro. Tome A como
uma C*-espago de probabilidade unital. Tome ¢ : A — C como um funcional linear tal
que |¢(a)| < |la||, Va € A, e tal que p(14) =1 (onde 14 é a unidade de A). Entao, ¢
é positivo e entao (A, ) é um C*-espaco de probabilidade.

Exemplo 4.3.9. Tome {2 como um espaco topolégico compacto de Hausdorff, e ;1 como
uma medida aleatéria de probabilidade na o-algebra de Borel de 2. Perguntar se a
medida de probabilidade p é uma “medida aleatoria” resulta em requerer que para todo
conjunto de Borel A € Q) tem-se:
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wu(A) = sup{u(K)|K C A, compacto } = inf{u(D)|D D A, aberto }.

Em muitas situacoes naturais - quando €2 é um espago métrico compacto por exemplo
- tem-se que toda medida de probabilidade na o-algebra de Borel de €2 é, de fato, uma
medida aleatéria.

Considere a &lgebra A = C(12), de fung¢oes complexas continuas em €2, e tome ¢ :
A — C definido por:

o(f) = /Qfdu, feA (4.24)

Entao (A,¢) é um C*-espago de probabilidade , e todos os elementos de A sao
normais. O calculo funcional com func¢oes continuas para um elemento a € A é reduzido

neste caso para representar uma composicao funcional.

H& dois importantes teoremas na analise funcional que valem a pena ser relembrados
na conexao com esse exemplo. Primeiro, o teorema basico de Riesz determina que todo
funcional linear positivo em C'(€2) pode ser colocado na forma da equagao para uma

medida aleatéria de probabilidade pu.

Segundo, o Teorema de Gelfand estabelece que toda C*-espaco de probabilidade unital
comutativa 4 pode ser identificada como C(2) para um espago compacto de Hausdorff
apropriado 2. Portanto, o exemplo apresentado aqui é “genérico”, tanto quanto os C*-

espaco de probabilidade comutativos estao interessados.

Em exemplos nao comutativos, a C*-espaco de probabilidade aparece mais frenquen-
temente como *-subdlgebras A C B(H) (H ¢ o espago de Hilbert), tal que A é fechado
na norma da topologia de B(H).

4.3.3 x-distribuicao norma e espectro para um elemento normal

As demonstragoes dos proximos resultados podem ser encontradas em [Nica and Speicher, 2006].

Proposicao 4.3.10. Tome (A, ) com um C*-espago de probabilidade e a como um
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elemento normal de A. Entdo, a tem uma x-distribui¢ao p no sentido analitico (como

descrito na defini¢ao . Além disso:

(1) O suporte de v estd contido no espectro de a.

(2) Para f € C(Sp(a)) tem-se a equagio

/ fdu = (f(a)), (1.25)

onde, no lado direito f(a) € A é obtido pelo cdlculo funcional, e no lado esquerdo,
w € visto como uma medida de probabilidade em Sp(a).

Corolario 4.3.11. Tome (A, ) como um x-espago. Se (A, ) admite uma representagdao
no espago de Hilbert (no sentido na defini¢ao , entdo todo elemento normal de A
tem uma x-distribuicao no sentido analitico.

No restante da secao vé-se alguns fatos adicionais que podem ser derivados de um

C*-espaco de probabilidade onde a esperanca é fiel.

Proposicao 4.3.12. Tome (A, ¢) como um C*-espago de probabilidade , onde ¢ € fiel.
Tome a como sendo um elemento normal de A, e i como a x-distribuicao de a no sentido
analitico. Entdo, o suporte de p € igual ao Sp(a).

Observagao 4.3.13. A proposi¢gao anterior pode ser interpretada como se segue: se
(A, @) é um C*-espago de probabilidade tal que ¢ é fiel, e se a é um elemento normal
de A, entdo, o conhecimento da x-distribuicao p de a permite que compute-se o espectro
de a através da féormula:

Sp(a) = supp(p). (4.26)

Note que ao conhecer p, obtém-se a norma de a - de fato, por e da observagao
[4.3:3] segue-se que

||lal| = sup{|z||z € supp(p).} (4-27)

A préxima proposigao indica outro caminho (mais direto) de computar a norma de a

a partir informacao combinatorial dos *-momentos.
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Proposicao 4.3.14. Tome (A, ) como um C*-espaco de probabilidade , onde ¢ € fiel.
Para cada a € A (normal ou nao) tem-se que:

lal| = lim ((a"a)")">" (14.28)

4.4 DISTRIBUICOES CONJUNTAS NAO COMUTATIVAS

Serd denotada por C(X7, ..., X;) a dlgebra com unidade gerada livremente por s varidveis
indeterminadas e nao comutativas X, ..., X;. Ouseja, os monomios da forma X,, X,, --- X, ,
emquen>0el<ry...,m <s fornece uma base linear para C(Xy,..., X;), e a mul-

tiplicacao de dois de tais monomios é feita por justaposicao.

Seja A uma &lgebra com unidade, e aq,...,as € A. Para todo P € C(Xy,...,X})
denotaremos por P(aq,...,as) € A que é obtido pela substituigao de Xi,..., X, por

ai,...,as, respectivamente, na forma escrita explicita de P. Da mesma forma,

C(Xy,...,Xs) 2 P+ P(ay,...,as) € A (4.29)
é 0 homomorfismo de dlgebras com unidade determinada pelo fato que ela mapeia X, em
ar, para 1l <r <s.

Definigao 4.4.1. Seja (A, ) um espaco de probabilidade ndao comutativo, e sejam
ai, ..., as elementos de A.

1. A familia
{o(ar,...;a.)|[n>1,1<r,...;rs < s} (4.30)

é chamada a familia de momentos conjuntos de aq, ..., as.

2. O funcional linear p : C(Xy, ..., X;) — C definido por
M(P) :QO(P(CH,,CLS)), P€C<X177XS> (431)

é chamado a distribui¢ao conjunta de ay, ..., as em (A, ¢).

A distribuicao conjunta de aq, ..., as é assim determinada pelo fato que ela mapeia todo
mondmio X, - -+ X, no correspondente momento conjunto, ¢(a,, - - a,, ), de ay, ..., as.
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Observacao 4.4.1. As defini¢coes acima podem ser estendidas para ocaso de uma familia
arbitraria (a;);c; de varidveis aleatérias (I aqui é um conjunto de indices que poderia ser
infinito, até nao enumeravel). A distribui¢ao conjunta de (a;);c; é entdo um funcional
linear sobre a dlgebra com unidade C(X; |7 € I, que ¢ livremente gerada pelas varidveis
indeterminadas nao comutativas X; (i € I).

Exemplo 4.4.2. Seja (€2, Q, P) um espago de probabilidade, e sejam fi,..., fs : Q —
R varidveis aleatérias limitadas. Entao fi,..., fs sdo ao mesmo tempo elementos do
espago de probabilidade ndo comutativo L>(Q2, P) (com ¢(a fQ ) para a €
L>(Q, P)). A distribuicdo conjunta p of fi,..., fs in LOO(Q P) é determmada pela
formula:

WX, X)) / fr(@) - fon (@) dP(w), (4.32)

valendo paratodon >1el <ry,...,r

Neste exemplo particular, existe um conceito paralelo distribuigao conjunta de fi, ..., fs
vindo a partir da probabilidade classica: isto é a medida v sobre a o-algebra de Borel de
R® que tem para todo conjunto de Borel £ C R?,

v(E) =P({w € Q[ (fiw), ..., f2(w)) € E}). (4-33)

Exemplo 4.4.3. Seja d um inteiro positivo e considere o x-espaco de probabilidade
(M4(C), tr) (o trago normalizado sobre matrizes complexas d x d). Sejam Ay, Ay € My(C)
matrizes hermitianas. Sua distribui¢ao conjunta u : C(X;, X5) — C é determinada por

(X oo X)) =tr(Ay - A), Y > 1, VI, .o r, <2 (4.34)

A menos que A; e A; comutem, o funcional y nao pode ser trocado por um objeto mais
simples (como uma medida de probabilidade sobre R?) que lembra a mesma informagao.

Exemplo 4.4.4. Seja (A, ¢) um *-espago de probabilidade, e sejam z e y elementos de
A. Para todo n > 1 pode-se expandir (z + y)" como uma soma de 2n monoémios nao
comutativos em z e y (obviamente apesar da férmula binomial ndo se aplicar geralmente)
como uma consequéncia, os momentos ¢((x +y)"), n > 1 (e, portanto, a distribuicao de
x + y) sdo determinados pelo conhecimento da distribuigao conjunta de x e y.

Por outro lado, esta claro que, para x e y como acima, apenas sabendo quais sao as
distribuicoes individuais de x e de y nao seria suficiente em geral para se determinar a
distribuicao de x + y.

Exemplo 4.4.5. Seja G um grupo e g, h € G dois elementos de ordem infinita. Considere
o x-espago de probabilidade (CG,7g), como antes. Relembre que CG tem uma base
canonica indexada por G; os elementos desta base sao denotados pelas mesmas letras que
os proprios elementos do grupo, e eles sao unidades em C(G. Assim temos em particular
que g,h € CG, e que ¢g* = g~ ', h* = h™!. Tais g e h tornam-se um unitdrio de Haar em
(CG, 7¢); como uma consequéncia, cada um dos elementos autoadjuntos x := g + g+
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y := h + h~! tem uma distribuicao arcsin. Assim, se no contexto do tltimo pardgrafo
olharmos o elemento

Ai=z+y=g+g ' +h+h'eCq, (4-35)

entao A sera sempre a soma de dois elementos autoadjuntos com distribuicoes arcsin. A
fim de esclarecer as ideias, podemos considerar as seguintes situacoes:

(1) G = Z% com g = (1,0) e h = (0,1). Nesta situagao, o correspondente grafo de
Cayleyﬂ é o reticulado Z2, e a contagem de caminhos fechados que produzem os
momentos A é bastante simples. A férmula obtida é

0, se n é fmpar

722(A") = (4-36)

(2;)2, se n é par,n = 2p.

(2) G é o grupo livre ndo comutativos sobre dois geradores, G = Fy, e g, h sdo dois
geradores livres de IF5. Nesta situacao, o grafo de Cayley que aparece é uma arvore e
a contagem de caminhos fechados dé os momentos de A é devido a Kestenﬂ Obtém-
se uma relacao recorrente entre os momentos, que pode ser expressa concisamente
como uma férmula dando as séries geradoras de momentos:

N 2v1 — 1222 — 1
Z TRy (A")2" = [~ 16.2 =1+442% +282* + 23220 4 - .. (4.37)
n=0

Existe uma possivel derivacao da férmula (4.37) que ilustra os métodos de probabi-
lidade livre - isso porque na situacdo (2) os elementos x = u + u* e y = v + v* de CF,
sao livremente independentes, e consequentemente pode-se usar a técnica para computar

a distribuicao de uma soma dos elementos livremente independentes.

4.4.1 x-distribuicoes conjuntas

Seja (A, ) um x-espaco de probabilidade e seja a um elemento de A. Ao olhar para

o que seria a x-distribuicao de a no sentido algébrico, vemos que € isso realmente é a

"Suponha que G seja um grupo e S seja um conjunto de geradores. O grafo de Cayley I' = I'(G, S)
é um grafo direcionado colorido construido como se segue: (1) A cada elemento g de G é atribuido um
vértice: o conjunto de vértices V(T') de T' é identificado com G. (2) A cada gerador s de S é atribuida
uma cor ¢s. (3) Para qualquer g € G, s € S, os vértices correspondentes aos elementos ¢ e gs sdo unidos
por uma aresta de cor ¢s. Assim, o conjunto de arestas E(I") consiste em pares da forma (g, gs), com
s € S proporcionando a cor.

8H. Kesten: Symmetric random walks on groups, Trans of the American Math Society 92 (1959),
336-359.
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mesma coisa que a distribuicao conjunta de a e a*, com a tnica diferenca que trocamos a
variavel Xy de C(X7, X5) por X7, e usamos esta notacao para introduzir uma *-operagao
sobre C(X71, X5). Serd conveniente ter este formalismo posto também para n-uplas de

elementos. Assim, introduz-se as notagoes a seguir.

Seja s um inteiro positivo.

1. Denota-se por C(X1, X7,..., X, X7) a édlgebra com unidade livremente gerada por
2s variaveis nao comutativas Xq, X7, ..., X5, X7, que tem uma *-operagao natural,

que é determinada fazendo com que a *-operagao aplicada a X, dd X, para 1 <

r<s.

2. Seja A uma x-algebra com unidade e sejam aq, ..., a, elementos de A. Para todo
Q € C(Xy,X7,..., X, X7) denotaremos por Q(ay,...,as) o elemento de A que é
obtido substituindo-se X; por aq, X7 por aj, ..., X por as, X por a; na escrita

explicita de (). Equivalentemente,
C<X17Xikﬂ"'7XS)X:> EQHQ(GIW"JCLS) €A (438)

é um x-homomorfismo com unidade unicamente determinado pelo fato que ele ma-

peia X, em a,, para 1 <r < s.

Definigao 4.4.2. Seja (A, ¢) um x-espago de probabilidade, e sejam ay, . . ., a; elementos

de A.

1. A familia

n>1,1<r,....r, <s
€1 En — 5 = ) s In X
{gp(an,...,arn) lyeen € {1, %) } (4-39)
é chamada a familia de x-momentos conjuntos de aq,...,as.
2. O funcional linear p : C(X1, X7, ..., X,, X)) — C definido por
wQ) = ¢(Qlar,....a,), Q € CX0, X{,.. ., X, X2) (4.40)

é chamado a *-distribuicao conjunta de ay,...,as em (A, p).

Exemplo 4.4.6. Seja 6 um nimero em [0, 27]. Suponha que (A, ¢) é *-espaco de pro-
babilidade em que a *-dlgebra A é gerada por dois unitarios uy, us que satisfazem

uty = euqug (4.41)
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e em que ¢ : A — C é um funcional fiel e positivo tal que

1, ifm=n=0,

o(u'uy) = { . form,neZ. (4.42)
0, caso contrario,

Observe que a partir de (4.41)) temos

m, n\ . (P4 — ,—inpb(, mtp, ntq
(ufnui)* (uﬂfﬁm o Lul “ m,n € Z. (4-43)
(uf'uy)” =e (uy ™uy™),
Isso implica que A = span{u"ul | m,n € Z} (4.44)

Em particular isso mostra que o funcional linear ¢ é completamente descrito pela
Equagao (4.42]). Outro fato que segue facilmente é que ¢ é um trago. De fato, verificar
esta afirmacao reduz a verificar que para todo m,n,p,q € Z temos

p((u'ug) - (ufuf)) o ((ufug) - (ui'uy))

mas (de (4.42)) e (4.43))) ambos os lados desta equacio sao iguais a e~ quando (p,q) =

—(m,n), e sdo iguais a 0 em todos os outros casos.

Seja p @ C(X, X7, X? X3) — C a x-distribuigdo conjunta dos unitdrios u; e us.
Entao para todon > 1er,...,r, € {1,2}, 1,...,6, € {1,%} o valor de y no monémio
Xer--- Xt ou 6 0, ou da forma e, para algum k € Z.

4.4.2 x-distribuicoes conjuntas e isomorfismo

Teorema 4.4.7. Sejam (A, @) e (B,1) x-espagos de probabilidade tais que ¢ e Y sejam
fieis.  Denote as unidades de A e de B por 14 e 1z, respectivamente. Suponha que
ai,...,as € Aeby,...,bs € B sejam tais que:

(i) a1,...,as e 14 geram A como uma *-dlgebra;
(ii) by,...,bs e 1g geram B como uma x-dlgebra;

(i) A =-distribuicao conjunta de ay,...,as in (A, @) € igual a *-distribuicao conjunta
de by, ..., bs em (B,1).

Entao existe um x-isomorfismo ® : A — B, unicamente determinado, tal que ®(a;) =
by, ..., ®(as) = bs. Tal ® € também um isomorfismo entre (A, ) e (B,1)), i.e. ele tem a
propriedade que 1 o ® = .
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Observe que o tipo de isomorfismo que aparece no Teorema [4.4.7| é adequado para a
categoria das C*-dlgebras com unidade, i.e. ele inclui a propriedade métrica apropriada
de ser isométrica (||®(a)||s = ||al| 4, para todo a € A). Vale ressaltar aqui que de fato um
x-homomorfismo bijetivo com unidade entre C*-algebras com unidade é sempre isométrico

(a propriedade métrica é uma consequéncia automadtica das propriedades algébricas).

O Teorema [4.4.7 tem uma versao para a qual as familias ay,...,as e by, ..., bs consis-
tem de elementos autoadjuntos (de A e de B, respectivamente), e em que a hipdtese (iii)
no teorema é ajustada para requerer que a distribuigdo conjunta de ay, ..., as em (A, @)

é igual a distribuigao conjunta de by, ..., bs em (B, ).

Outra possivel generaliza¢ao o Teorema [£.4.7)é no sentido que as familias de geradores

considerados para A e B sao infinitas.

Exemplo 4.4.8. Olhemos novamente para a situacao no Exemplo 4.4.6] mas conside-
rando agora no contexto de C*. Neste caso, seja § um ntumero fixo em [0, 27|. Suponha
que (A, ) é um C*-espago de probabilidade, em que a C*-algebra A é gerada pelos dois
unitarios uy, us que satisfazem a Equacao , e onde ¢ : A — C é um funcional fiel e
positivo satisfazendo a Equagao . Entao exatamente com no Exemplo , vemos

que as relagoes (4.43) sao vélidas e implicam que

1. A= clspan{ul'ul|m,n € Z}, e

2. ¢ é um trago.

Agora, o Teorema implica que um C*-espago de probabilidade (A, ¢) como des-
crito no ultimo slide é unicamente determinado a menos de isomorfismo. Em particular, a
classe de isomorfismo da C*-dlgebra A envolvida no exemplo é unicamente determinada;
por isso faz sentido (e isso é costumeiro) se referir a tal A denominado-a uma C*-algebra
de rotacao por 6.

E claro que a fim de falar sobre a C *-algebra ode rotagao por € deve-se também mostrar
que ela existe - isto é, deve-se construir um exemplo de C*-espago de probabilidade (A, ¢)

em que ¢ é fiel e para qual as Equagoes (4.41)) e (4.42]) s@o satisfeitas.

Considere O espaco de Hilbert ¢*(Z?), e denote sua base ortonormal canonica por
{&mm) |m,n € Z}. E imediato que podemos definir dois operadores unitdrios Uy, U,
sobre (?(Z?) descrevendo suas agoes sobre a base ortonormal canonica como se segue:

{Ul(é(m,n) = (m+1n) m,n € 7 (4-45)

U2 (g(m,n) = e_imeg(m,n—i—l)
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Seja A a C*-subélgebra de B((*(Z?)) que é gerada por U; e Uy, e seja ¢ : AtoC o
vetor-estado definido pelo vetor i o);

o(T) = (T¢0,0),00), T €A (4.46)

De (4.45) ¢ imediato que U,Us = e?U,U; (de fato, ambos U,U, e eU,U; levam
§(m,n) Dara e*"mgﬁ(mﬂnﬂ) par todos m,n € Z). Assim a fim de que o C*-espago de
probabilidade (A, ¢) tenha as propriedades requeridas, somente precisamos verificar que

@ é fiel.

Observe que mesmo nao sabendo que ¢ ¢é fiel, podemos ver que é um trago. Isto é
verificado exatamente como no Exemplo [4.4.6] em que a Equagao (4.44]) é agora subs-
tituida pelo fato que A ¢ igual a cl span{U"U3 |m,n € Z}; os detalhes desse fato nao

serao expostos aqui.

Exemplo 4.4.9. Agora suponha que T" € A é tal que o(T*T) = 0. Como o(T*T) =
|T€0,0)]|%, temos assim que T = 0. Mas entdo, para todo m,n,p,q € Z, podemos
escrever:

(T&mmy> Epa)) = (T(UT'U)2")E (0,00, (UTUS)E0,0))
= ((UTU3)"T(U"Uq' )(0.0), 0.0))

— ¢ ((Wtug)y Ty

- w((UmUS)(UpUq)*T> (pois ¢ ¢é trago)
= ((U"U3)(UTU3) T 0,0), £0,0))
=0 (porque T¢(g) = 0).

Portanto (T (), &(p,q)) = 0 para todo m,n,p,q € Z, e estd claro que implica que
T = 0 (assim completando a verificagao de que ¢ é fiel).

Sem entrar em detalhes, mencionamos aqui que as propriedades de universalidade e
unicidade da C*-algebra A pela rotagao de um angulo 6 pode ser obtida sem tomar o trago
canonico ¢ : A — C como parte de nossos dados iniciais as (mas entdo os argumentos
nao estao muito longe daqueles apresentados acima).
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4.5 DEFINICAO E PROPRIEDADES DE INDEPENDENCIA LIVRE
4.5.1 A situacao cléssica: Independéncia tensorial

Definigao 4.5.1. Seja (A, ¢) um espago de probabilidade nao-comutativo e seja I um
conjunto fixo de indices.

(1) Sub-élgebras unitais (A4;);cr sdo ditas ser tensor independentes se as sub-algebras A;
comutam (i.e. ab = ba para todo a € A; e todo b € A; e todo i,j € I com i # j) e
se @ é fatorado da seguinte maneira:

o (H aj> =] ea)) (4.47)

jeJ jed
para todos os subconjuntos J C [ e todo a; € A; (j € J).

(2) Independéncia tensorial (ou classica) de varidveis aleatérias ¢ definida pela inde-
pendéncia tensorial das dlgebras unitais geradas; portanto “a e b independentes ten-
soriais” significa nada mais que a e b comutam e tém os momentos mistos fatoraveis,
ou seja,

ab="ba e p(a"b™) = p(a")e(d™) ¥Yn,m > 0. (4.48)

Do ponto de vista combinatorial podemos considerar a independéncia tensorial como
uma regra especial, a saber (4.48]), para calcular momentos mistos de varidveis aleatérias
independentes a partir dos momentos individuais de cada uma delas. Independéncia livre

sera apenas uma outra regra especifica.

Note que no contexto nao-comutativo, deve-se que especificar uma quantidade maior
de momentos que no caso comutativo. Se a e b comutam, entao todo momento misto em a
e b podem ser reduzidos ao momento da forma ¢(a"b™) e, assim, a regra da fatoragao em
(4.48) para estas varidveis contém a completa informacao sobre a distribuicao conjunta
de a e b, desde que sejam conhecidas as distribuicoes de a de b. Se, por outro lado, a e
b ndo comutam, entdao ¢(a™b™) é somente uma pequena parte da distribuigdo conjunta
de a e b, pois temos que considerar momentos tais com @(a™b™ a2 - - - a"kh"™*), e
estes nao podem ser reduzidos em geral apenas para p(a"b™). Como uma primeira
aproximagao para uma regra de fatoragao para situagoes nao-comutativas, pode-se pensar

numa extensao direta da regra classica, a saber,

(a™b™ - a" ) = p(a™) - p(0™) -+ p(a™) - p(B™F) (4-49)
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Isso, entretanto, nao é a regra de independéncia livre. Pode-se ver facilmente que
(4.49) nao é consistente em geral se pusermos, por exemplo, algum dos m; ou algum dos
n; igual a 0. Se estiremos dispostos a aceitar esta deficiéncia entao a regra pode
ser usada para definir a assim chamada “independéncia booleana”. Pode-se desenvolver
elementos de uma teoria de probabilidade booleana, entretanto, sua estrutura é um pouco
mais trivial quando comparada a profundidade da teoria da probabilidade livre. Para uma

leitura mais aprofundada da fatoragdo booleana ver [Mishchenko et al., 2008].

Definigao 4.5.2 (Independéncia Livre). Seja (A, ) um espago de probabilidade néo-
comutativo e seja I um conjunto de indices fixo.

(1) Parcadai € I, A; C A, considere as sub-dlgebras unitais 4;. As sub-dlgebras (A;);es
sao ditas serem livremente independentes se

sempre que se tenha o que se segue:

e Lk ¢é um inteiro positivo;

o a;jy € Ai(jy (i(j) € I) para todo j =1,...,k;

e ¢(a;) =0paratodo j=1,... k;

e ¢ os elementos vizinhos vem de diferentes sub-dlgebras, i.e. i(1) # i(2), i(2) #

i3),..., i(k — 1) # (k).

(2) Sejam X; C A (i € I) subconjuntos de A. Entao (X;);cs sdo ditas livremente indepen-
dentes se (A;);cr s@o livremente independentes, em que para i € I, A; := alg(1, X;) é
a algebra unital gerada por A&;.

(3) Em particular, se as dlgebras unitais A; := (1, a;) geradas pelos elementos a; € A;
(¢ € I) sao livremente independentes, entdo (a;);cr sdo chamadas varidveis aleatorias
liwremente independentes.

(4) Se no contexto de um *-espago de probabilidade, as *-algebras unitais A; := alg(1, a;, af)
geradas pelas varidveis aleatérias a; (i € I) sao livremente independentes, entao di-
zemos que (a;);e; saox-livremente independentes.

Deve-se observar que o conceito de independéncia livre relaciona-se com o funcional
linear . As varidveis aleatorias que sao livremente independentes com respeito a algum
funcional ¢ nao sao geralmente livremente independentes a outro funcional . Ou seja,

deve-se nomear esta propriedade como “livremente independente com respeito a ¢”.
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Uma regra usual para que variaveis aleatérias sejam livremente independentes por ser
explicitada por: (a;)ier s@o livremente independentes se ¢(P;(aiq)) - - - Pr(aix)) = 0 para
todos os polinomios P, ..., P, € C(X) em uma varidavel X e todos i(1) # i(2) # --- #
i(k), tais que ¢(P;j(ai;))) = 0 para todo j =1,... k.

A independéncia livre é definida em termos as sub-dlgebras geradas, mas este con-
ceito também poderia se extender as C*-dlgebras geradas. Por simplicidade, diz-se que
algebras, conjuntos ou variaveis aleatorias sao “livre” ou “x-livres” ao invés de “livremente

independentes”, ou *-livremente independentes”

4.5.2 Independéncia Livre e Momentos Conjuntos

Embora nao seja tao ébvio quanto no caso de independéncia tensorial, a independéncia
livre do ponto de vista combinatorial nao é nada mais que uma regra especial de célculo
de momentos conjuntos de varidveis simples. O que explicita isto é a seguinte afirmagao:
se uma familia de varidveis aleatorias € livremente independente, entao a distribuicdo
congunta da familia é completamente determinada pelo conhecimento das distribuicoes

indiwiduais das varidveis. Segue a seguinte Proposigao.

Lema 4.5.1. Seja (A, p) um espago de probabilidade ndao-comutativo e considere as sub-
dlgebras unitais A; (i € 1) sendo livres. Denote por B a dlgebra que € gerada por todo
A;, B:=alg(A;|i € I). Entao g € unicamente deterninada por pa, para todo i € I e
pela condicao de independéncia livre.

Prova: Ver [Nica and Speicher, 2006].

Exemplo 4.5.2. Seja (A, ¢) um espago de probabilidade nao-comutativo fixo e considere
duas sub-algebras livres A e B. Para elementos a,ai,as € A e b,by, by € B, deseja-se
calcular concretamente alguns momentos mistos de pequena ordem. O principal truque
é se reduzir um momento misto geral para casos especiais, considerados na defini¢ao de
independeéncia livre, centralizando-se as varidveis envolvidas. Descrevendo em passos:

1. De acordo com a defini¢ao de independéncia livre, tem-se diretamente que ¢(ab) = 0
se p(a) =0 e p(b) = 0. Para se calcular ¢(ab) em geral, centraliza-se as variaveis
como feito anteriormente:

0=¢((a—pl@D)b- b))

= p(ab) — ¢(a1)p(b) — p(a)p(1b) + (a)p(b)p(1)
= p(ab) — p(a)p(b)
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o que implica que

p(ab) = p(a)p(b)  se a e b sao livres. (4.50)

2. Da mesma maneira, escreve-se

o((ar = plan) )b~ p(b)1)(a2 ~ plas)1)) =0
implicando que
p(aibas) = p(a1az)p(b)  se {ai,az} e bsao livres. (4.51)

3. Os exemplos até agora renderam o mesmo resultado que teriamos para variaveis
aleatorias tensor independentes. Para ver a diferenca entre “independéncia livre” e
“tensor independéncia”, deve-se considerar agora p(ai1biasbs). Comegando com

o ((a1 = plan) 1) (b1 — @(br)1)(az = p(a)1) (b2 = (B:)1)) = 0

obtém-se apds alguns célculos:

p(arbiazbs) = p(aiaz)p(br)p(ba) + @(ar)p(az)p(bibs)

—p(ar)p(br)p(az)p(ba), (452)

se {aj,as} e {by, ba} sdo livres.

4.5.3 Algumas Propriedades Basicas de Independéncia Livre

Embora os exemplos anteriores sejam a “ponta do iceberg”, eles permitem inferir algu-
mas afirmacoes gerais sobre variaveis aleatorias livremente independentes. Em particular,
pode-se ver que o conceito de independéncia livre é um conceito genuinamente nao co-

mutativo e somente alguns vestigios podem ser observados no “mundo comutativo”.

Uma questao natural que surge é: quando variaveis aleatérias que comutam entre si
sao livremente independentes? Pode-se afirmar que isto ocorre se pelo menos uma delas

tem variancia nula, ou seja, se

w((a - 90(a)1)2) =0 ou w((b — so(b)l)z) =0.

De fato, sejam a e b livres e tais que ab = ba. Entao, pela combinacao das Equagoes

(4.50) (para az e by ao invés de a e b) e (4.52)) (para o caso que a; = ay = a e by = by = b),
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tem-se
p(a®)p(b%) = p(a®?)
= @(abab)
= ¢(a®)p(0)* + p(a)*p(b?) — p(a)*p(b)?,
e, portanto,

0= (p(a2) = o(@)?) ((b2) - 2(0)2)
= ¢((a=w@12) - o(b-w®)1)2).

o que implica que pelo menos um dos dois fatores tenha que ser nulo.

Em particular, se a e b sao variaveis aleatorias classicas, entao elas podem somente
ser livres se pelo menos uma delas e constante q.t.p.. Isto mostra que a independéncia
livre é de fato um conceito nao-comutativo e nao pode ser considerado um caso especial

de dependéncia entre variaveis aleatorias classicas.

Um caso especial do que foi dito é se a é livremente independente de si propria, entao
o(a?) = ¢(a)?. Se estiver sendo considerado um *-espaco de probabilidade (A, ¢) emm
que ¢ é fiel, e se a = a*, entao isto implica que a é uma constante: a = ¢(a)l. De outra
forma, se as algebras A; e A, sdo *-livres no #-espago de probabilidade (A, ¢) e se ¢ é
fiel, entao:

AN Ay, =Cl.

Outra afirmagao geral sobre varidveis aleatérias livremente geradas que pode ser in-
feridas diretamente a partir da definicao é que variaveis aleatérias constantes sao livres

de qualquer outra. Segue o seguinte Lema.

Lema 4.5.3. Seja (A, p) um espago de probabilidade nao-comutativo e B C A uma
sub-dlgebra unital. Entao as sub-dlgebras C1 e B sao livremente independentes.

Prova: Ver [Nica and Speicher, 2006].

Na Proposicao a seguir, seré observado o fato de que independéncia livre tem um bom
comportamento com respeito a propriedade tracial. Para demonstracao deste resultado

faz-se necessario o seguinte Lema:
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Lema 4.5.4. Seja (A, ¢) um espago de probabilidade nao-comutativo, e seja (A;)icr uma

familia livremente independente de sub-dlgebras unitais de A. Sejam ay, ..., ax elementos
das dlgebras Ay, - .., Air), respectivamente, para as quais os indices i(1),...,i(k) € I
sao tais que i(1) # i(2),...,i(k — 1) # i(k), e para as quais p(al) = --- = p(ak) = 0.
Da mesma forma, sejam by, ..., by elementos de Ajqy, ..., Ajw), respectivamente, tais que
J(1) #4(2),...,5(6 = 1) # 5(0), e tais que p(by) = -+ = @(by) = 0. Entao
olay - agbg- - by)
0, caso contrdario.

Prova: Ver [Nica and Speicher, 2006].

Proposicao 4.5.5. Seja (A, ) um espago de probabilidade nao-comutativo, seja (A;)ier
uma familia livremente independente de sub-dlgebras unitais de A, e seja B a sub-dlgebra
de A gerada por \J,c; Ai. Se @4, € um trago para todo i € I, entdo @ € um trago.

Prova: Ver [Nica and Speicher, 2006].

4.6 MODELAGEM QUANTICA DE MODELOS CLASSICOS

Considere um dos mais simples modelos probabilisticos: o lancamento de uma moeda.
Sobre tal experimento define-se naturalmente a variavel aleatéria (cldssica) X pelo modelo

de Bernoulli, cuja funcao de probabilidade é dado como

1
5 e = +1, (vitérial)
P(X=a)=1q7 (4-54)
5 e = —1, (derrotal)
Pode-se reescrever a Fungao (4.54) acima, a partir da medida (essencial),
1 1
=—0_1+=0 .
p=50-1+50n (4-55)

Sabe-se que a sequéncia de momentos é fundamental na caracterizacao de uma medida
(e, consequentemente, da varidvel por ela modelada). Para o modelo ora em discussao,

tem-se que os momentos de ordem m, denotados por M,,(u), da medida p é dado a partir
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de (4.55) simplesmente por

oo se m é par
My (1) = / " (dr) = {1’ b (4.56)

0, sem ¢éimpar.

O chamado problema de determinacao de momentos é aquele que a partir da sequéncia
de momentos, deseja-se determinar a medida associada. No passado os quatro primeiros
momentos eram usados para se caracterizar uma medida. Com o avanco dos modelos,
percebeu-se que sao necessarios os momentos de todas as ordens para esta caracterizagao
e mesmo assim uma tarefa drdua. Obviamente para a sequéncia (0,1,0,1,...,0,1,...)

dada em nao é problema de se reconhecer como a medida de Bernoulli.

Considere, agora, os seguintes objetos:
01 1 0
A= [1 1] ’ € = [0] , er = M (4-57)

Como visto neste capitulo, {eg, e} é considerado como uma base ortonormal de espago
bidimensional de Hilbert C? e A é um operador hermitiano agindo sobre este espaco.
Pode-se ver que

1, sem é par

- (4-58)
0, sem é impar.

(e1| A™er) == {

que coincide com . Ou seja, o langamento de uma moeda é também modelado
usando o espaco de Hilbert C? e o operador A. No que foi descrito aqui, seja A a *-algebra
gerada por A, entao o lancamento de moedas é modelado pela variavel aleatéria nao-
comutativa A em um x-espago de probabilidade (A4, e;). Diz-se que A é uma realizagdo

algébrica da varidvel aleatéria (classica) X.

Neste Capitulo foi apresentada uma boa introdugao a teoria da probabilidade nao-
comutativa. Apesar de que tais resultados estejam bem descritos na literatura, o capitulo
serve de um guia para esta area. Como indicado nesta tltima se¢ao, no Capitulo a seguir,
serd feita a descricao de um exemplo concreto de algebra e de sua aplicagao e as relagoes

que podem ser obtidas com os resultados aqui apresentados.



CAPITULO 5

ALGORITMO DE BUSCA DE GROVER

Um algoritmo é um procedimento computacional bem definido que toma algum valor,
ou conjunto de valores, como entrada e produz algum valor, ou conjunto de valores,
como saida. Trata-se de uma sequéncia de passos computacionais que transformam uma
entrada em uma saida. Um algoritmo também pode ser visto como uma ferramenta
para resolver um problema computacional especifico. A descricao do problema especi-
fica em termos gerais a relagdo desejada entre entrada/saida. O algoritmo descreve um

procedimento computacional especifico para alcancar essa relagdo entre entrada/saida
[Cormen et al., 1990].

Procurar um item em uma lista ndo ordenada de tamanho N, custa um tempo O(N)
para um computador classico. Se N é muito grande, é como ‘procurar uma agulha no
palheiro’. Serda que um computador quantico de busca conseguiria executar esta tarefa
de forma mais eficiente do que um computador classico? Em 1995, Grover respondeu
a essa questao de maneira afirmativa, propondo um algoritmo de busca que consulta
esta lista apenas O(v/N) vezes [Grover, 1997]. Em contraste com algoritmos como o de
fatoragao quantica que fornece uma melhora (‘acelera¢ao’) exponencial, o algoritmo de
busca fornece apenas uma melhora quadratica. Porém, o algoritmo é bastante importante,
pois tem uma ampla aplicacao e porque a mesma técnica pode ser usada para acelerar

algoritmos em problemas NP-completos [Varizani, 2013].

Pode-se imaginar se ha algoritmos de busca ainda mais rapidos. De qualquer maneira,
pode-se mostrar que uma melhora quadratica é 6tima. Isto foi provado ainda antes do
algoritmo de busca de Grover, em 1994. Qualquer algoritmo de busca deve consultar a
lista, pelo menos, VN vezes. H4 duas maneiras de se pensar no algoritmo de busca de

Grover, ambas serao discutidas em seguida.
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5.1 BUSCA QUANTICA

5.1.1 Ideia do algoritmo

O algoritmo de busca de Grover se empenha em resolver o exato problema: ¢ dada
uma funcao booleana f : {1,..., N} — {0, 1}, e espera-se que, para exatamente um

a€{l,...,N}, f(a) = 1. Logicamente a é o elemento pelo qual se procura.

A ideia basica do algoritmo de Grover é melhor descrita geometricamente. Como nossa
funcao ‘caixa preta’ possui apenas duas saidas, pode-se identificar dois estados impor-
) . _ 1
tantes: |a), o estado pelo qual se procura; e o restante, chamado de |e) =3_ ﬁp&)
Esses dois vetores geram um subespaco bidimensional, que contém a superposicao uni-

. 1 , . ~ . 9 .
forme |¢o) =, —5 ). Além disso, [a) e |e) sdo ortogonais. Este espago bidimensional

pode ser representado geometricamente como pode ser representado na Figura [5.1]

Como [t¢g) é constituido de N — 1 partes de |e) e apenas uma parte de |a), ele se
encontra muito préximo de |e). O algoritmo de Grover comega trabalhando com o estado
|1g) e aumenta sucessivamente o angulo entre ele e o vetor |e), para eventualmente chegar
cada vez mais proximo de |a). Isto é feito por uma sequéncia de reflexdes: primeiro uma
reflexdo sobre |e), e entdo uma reflexao sobre |¢)g). O efeito liquido dessas duas reflexoes
é aumentar o angulo entre o estado e |e). Repetindo este par de reflexdes, o estado de
se move para cada vez mais longe de |e), e entdo cada vez mais perto de |a). A primeira
dessas reflexoes pode ser vista na Figura|b.2l Uma vez que o vetor esta perto o suficiente,

a medicao dos estados resulta na saida a com uma boa probabilidade.

A
gy

Figura 5.1 Espaco bidimensional gerado por |a) e |e) e a superposi¢ao uniforme |t)g).
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Figura 5.2 Primeira reflexao sobre |e), e entao sobre |¢)g).

Agora a questao é como executar exatamente estas duas reflexoes.

5.2 0O ORACULO QUANTICO

Da fungao booleana f : {1,..., N} — {0, 1}, pode-se construir um circuito quantico Uy
para executar esta computacao. Dado que sabemos que a funcao f pode ser calculada

classicamente em um tempo polinomial, pode-se também computa-la em superposi¢ao:

S alolo) > 3 aula)lf (@),

H&a também uma maneira complicada de colocar este resultado numa forma que conte-
nha igualmente toda informagao relevante para o problema. Pode-se registrar a resposta
na superposicao |—), tal que quando f é implementada, a informagao é armazenada na

fase ou sinal do resultado:

Y aln)|=) = (1) agz)| ).

De forma mais detalhada

U, Z%m(m\gw) . Zax<|m>|f(r)>\;§|x>|f(x)>>
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U; tem a propriedade de que quando x = a, a fase do estado serd multiplicada por
—1. Sera visto que esta implementacao do circuito é equivalente a uma reflexao sobre o

vetor |e).

5.3 ALGORITMO DE GROVER

O algoritmo de Grover encontra a em O(v/ N) passos. Como antes, considere o subespago

bidimensional gerado pelos dois estados |a) e |e), onde |e) é como citado anteriormente.
Tome 6 como o angulo entre |e) e |thy) = > \/—lﬁ|x) (ver Figura :

Dado que a é o alvo, tem-se que aumentar #: isto é, rotacionar a entrada. Uma
maneira de rotacionar um vetor é fazer duas reflexdes. Em particular, pode-se rotacionar
um vetor |v) de 20 através da reflexdo sobre |e) e depois sobre |1)y). Esta transformagao
estd ilustrada na Figura 5.2

A cada vez que estas reflexoes sao implementadas, ocorre uma rotagao de 26. Isto
significa que sao necessdrias 7 /20 = 7 /6 iteragoes para o algoritmo estar completo. Mas,

qual é o valor de 87 Tem-se que

(Yo |a) = cos(m/2 —0) =sen(h), (Yo]a) :Z\/_lﬁ@m) _ \/LN

entao,
sen(f) = ——.

Visto que 1/+/N é muito pequeno, senf ~ 6, e § ~ 1/+/N. Entao, sdo necessarias
O(V N) iteragoes para o algoritmo ficar completo. No final, chega-se bem préximo de

la), e entdo, com alta probabilidade, uma medida de estado fornece a.

Isso resolveria todo problema, exceto para o mecanismo exato de cada reflexao. Como
a reflexdo sobre |¢) ndo depende do conhecimento de a, deveria-se ter a habilidade de
construir isso puramente a partir de portas légicas regulares e unitarias. A reflexao sobre
le) entretanto, requer o conhecimento de |a), entdo é necessario usar o ordculo Uy para
construir esta reflexdo. A utilizacdo do ordculo resulta na facilidade de reflexao de |e).
Tudo o que se precisa fazer é trocar a fase da componente na diregao de |a). Ja foi visto
como se consegue fazer isso a partir de uma segunda implementacao de f, como visto

anteriormente.
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Para a reflexao sobre |t)g), usa-se o operador de difusdao D (assume-se N = 2"), que
opera como se segue. Primeiro, aplica-se Han, que mapeia [ig) — [00...0). Entao,
reflete-se sobre |00...0) (isto é realizado pelo circuito Uy, onde g é uma funcao tal que
g(00...0) =0e g(x) =1 para  # 00...0). Finalmente, aplica-se Hon para retornar a
base original. Note que esta é simplesmente uma reflexao sobre o vetor zero na base de
Hadamard. Um melhor entendimento dessa operacao pode ser obtido a partir de uma

segunda descrigao do algoritmo, dada abaixo.

5.4 UMA OUTRA APROXIMACAO

Nesta secao sera apresentado uma visao diferente sobre o algoritmo de busca, com todas

as superposicoes.
Afirmacgao 1. Seja D o operador difusao como dado no ultimo paragrafo na segao an-
terior. Entao D tem as seguintes propriedades:

1. E unitério e pode ser eficientemente percebido.

2. Pode ser visto como ‘uma inversao sobre a média’.

Prova. 1. Para N = 2", D pode ser decomposto e reescrito como:
1 0 --- 0 20 --- 0
0O -1 --- 0 00 - 0
D=Hy| . . . . Hy =Hy .. .| -I|Hy
o o0 - -1 00 - 0
2 0 0 2/N 2/N --- 2/N
0 0 2/N 2/N --- 2/N
= HN . HN -1 = . . . -
00 -0 2/N 2/N --- 2/N
2/N —1 2/N .- 2/N
2/N  2/N—-1 --- 2/N
2/N 2/N .-+ 2/N-—-1

Observe que D é expresso como produto de trés matrizes unitdrias (duas matrizes
de Hadamard separadas por uma matriz de mudanga de fase condicional). Entao,
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D é também unitario. Com respeito a implementacao, ambas as transformacoes, a
de Hadamard e mudanca de fase condicional, podem ser eficientemente realizadas
com O(n) portas logicas.

2. Considere D operando em um vetor |a) gerando outro vetor |3):

(651 51
D Q; - ﬁz
QN 5N

Tomando = N1 ; @ como a amplitude média, entao a expressao 24— ; descreve

uma reflexao de a; sobre a média. Isto pode ser mais facilmente visualizado escrevendo-se
. _ 2 _

p+ (¢ — ;). Dessa forma, a amplitude de 8; = —+ Zj a; + a; = =24 + oy pode ser

considerada uma “inversao sobre a média” com respeito a a;. |

O algoritmo de busca quantico melhora iterativamente a probabilidade de medicao de

uma solucao. Isto ocorre da seguinte maneira:

1. O estado inicial é |¢g) =D \/LN’@
2. Inverte-se a fase de a usando f.

3. Entao faz-se uma inversao sobre a média usando D.

4. Repete-se os passos 2 e 3 O(VN) vezes, entao em cada iteragao, o, cresce de \/LN

Para saber o ntimero de vezes que o algoritmo deve ser implementado utiliza-se a

equacao abaixo:

_ arccos(1/v/N)

arccos (%) .

Este processo é ilustrado nas Figuras (a), (b) e (c) a seguir.

Note que em qualquer ponto do algoritmo, o estado pode ser descrito por dois ntimeros,

a amplitude o, de a, e a amplitude o de qualquer z # a. Inicialmente o = o, = 1/v/N.
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Figura 5.3 Os primeiros trés passos do algoritmo de Grover. (a) Superposi¢ao uniforme de
todos os vetores da base. (b) Uso da funcao f para inverter a fase de . (c) Depois de executar
o operador de difusdo D, amplifica-se aj enquanto diminui-se todas as outras amplitudes.
Adaptado de [Varizani, 2013].

Quando o algoritmo é executado, «a, cresce e o decresce. Suponha que queira-se achar a
com probabilidade de apenas % Entao, tem-se que executar o algoritmo até o, ~ 1/ V2.
Neste ponto, o = \/%Tv Isto significa o/ > \/%TV durante toda a execucao do algoritmo.
Visto que em cada iteracao do algoritmo, «, cresce de, pelo menos, 2o’ segue que o

incremento é de, pelo menos, 2= = /2. Visto que o alvo é a, = 1/v/2, 0o nimero de
) ' VoON N a )

iteragoes < 1/\/5/\/% =+/N.

5.5 PROBABILIDADE NAO COMUTATIVA E O ALGORITMO DE GROVER

A teoria quantica é baseada em dois pilares: fungdes de onda (estado ou superposi¢ao
quantica) e operadores. O estado de um sistema ¢é representado por sua fungao de onda,
e 0s observaveis sao representados por operadores. Matematicamente, funcoes de onda
satisfazem as condigoes definidas para vetores abstratos, e operadores agem neles como
transformacoes lineares. Entao, a linguagem natural da mecanica quantica é a algebra

linear.

Os vetores encontrados em mecanica quantica sao, em sua maioria, funcoes que se
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encontram em espacos de dimensao finita. A colecao de todas as funcgoes de z, por
exemplo, constituem um espaco vetorial. Contudo, a dimensao desse espaco é muito
grande para certos propoésitos. Para representar um possivel estado fisico, a funcao de

onda v deve ser normalizada

J

O conjunto de todas as funcoes quadrado integraveis em um intervalo especifico

b
f(z) tal que / |f(z)?dx < oo

constituem um espago vetorial mais facilmente tratavel. Esse conjunto é chamado de

L?(a,b) e 6 um espaco de Hilbert. Em mecanica quantica, as fungoes residem no espaco

de Hilbert[Griffiths, 2005].

Entao, usualmente, a mecanica quantica é definida em termos de operadores atuando
no espaco de Hilbert. Os vetores de estado evoluem por meio de operadores unitarios,
os observaveis sao medidos por operadores hermitianos, e os valores medidos tém distri-
buigao de probabilidade [Kuperberg, 2005].

Os operadores utilizados na computagao quantica (ou nos algoritmos quanticos) po-

dem ser representados por matrizes com entradas complexas.

Foi visto no Exemplo do capitulo 4, que a algebra de matrizes complexas d x d
com multiplicacao usual de matrizes, juntamente com o trago normalizado, se encaixam
na definicdo de um x-espaco de probabilidade. A sua *-operacao é dada a partir da

transposta da matriz e do complexo conjugado de suas entradas.

tr(a) =

ISR

d
: Z a;  para  a= (aij)f’jzl € My(C).
i=1

Sendo assim, os operadores presentes no algoritmo de busca de Grover, estao presentes
neste x-espaco de probabilidade e podem ser descritos pela probabilidade nao comutativa.

E a cada um desses operadores pode-se falar em uma *-distribuicao.
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Outro fato importante de se estudar a probabilidade nao comutativa para algoritmos
quanticos € o fato de que a diagonalizacao de matrizes com entradas complexas é sempre
possivel, pois sempre havera raizes para os polindmios que surgem no calculo da equagao

caracteristica.

E importante lembrar da Definigao m que a x-distribuicao 1 de um elemento a da

algebra é unicamente determinado resolvendo-se:

/zk Zdu(z) = ¢(a*(a*)), paratodo k,l € N.

Porém, vimos que dado que a € My(C), diagonalizando-se a e acha-se Ay, ..., Ay como

seus autovalores. Tem-se que

d
1 —
tra*(a)) = 2 AN, k,l€N
=1

Esta ultima quantidade pode ser escrita como f 2FZldu(z), onde

ISR

fh =

Z 6)\2' (52)

(o 0, funciona, aqui, como o Delta de Dirac (Dirac mass) em A € C). Segue-se que a
tem uma *-distribuicdo pu, que é descrita pela Equagao (5.2]). Usualmente p é chamada

de distribuicao de autovalores da matriz a.

Como os operadores definidos no algoritmo de busca de Grover podem ser represen-

tados por matrizes, tem-se uma maneira direta para calcular as x-distribuicoes .

O algoritmo de Grover pode ser interpretado como aplicagoes sucessivas de operadores
lineares. Uma responsavel pela rotacao de fase, usando o operador R e outra pela inversao
sobre a média, usando o operador D. A composicao desses dois operadores, dada pela
multiplicagao usual de matrizes, é chamada de operador de Grover, representado por
G =D - R. O operador R pode ser escrito como uma matriz diagonal preenchida com
1’s e com um tnico valor —1 ocupando uma posicao, tal que inverterd a fase do elemento

procurado. Assim, R;; = 0 se ¢ # j, R; = —1 na i-ésima coluna referente ao elemento
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procurado e R; = 1 para as demais colunas. A matriz de inversao sobre a média, também

2 2
chamada de transformacao de difusao D, é definida por D;; = ~ e 1#jeDy=—1+ N
[Grover, 1997].
De modo geral, o operador de Grover pode ser escrito matricialmente como
[ 2 2 2 |
(—1 + N) Ry (N) R N Ryn
2 2 2
— R —14+—=|R — R
G=D R= (N) ! ( +N) ” N) (5-3)
2 2 2
(N) Ry (N) Rao (—1 + N) Ry _

Onde, N é o nuimero de elementos da lista, R

ivivc = —1 quando o 7p-ésimo elemento da

lista for o procurado e R;; = 1, quando i # 4.

Em posse do operador de Grover, os passos para se calcular as medidas associadas
sao:
i Obtencgao dos autovalores e autovetores associados ao operador G

ii normalizacao dos autovetores para garantir a unitariedade do operador de Grover;

iii escrever cada vetor de entrada, representando os elementos da lista, como combinacao

linear dos autovetores associados ao operador G}

iv Calcular a medida nao comutativa, *-distribuicao, associada a cada elemento da lista.

Por exemplo, um vetor genérico |k), representando o k-ésimo elemento da lista, pode

ser escrito como:

|k) = a1v1 + agva + - - + anun. (5-4)

Onde vy, v9, ..., vy sao os autovetores normalizados do operador G e ay, s, -+, ay

sao os projecoes dos autovetores.
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Calculando-se a medida associada a esse vetor, tem-se:

,U(G|k>) = u(alvl + QUg + -+ -+ OCNUN>

(5-5)
< laafp(vr) + |aofp(vz) + -+ + |an|p(on)
A medida p(v;) com i =1,..., N é dada pela Equacao [4.9}
L X
p(vi) = N Z O, (v3) (5-6)
j=1
Substituindo [5.6| em tem-se que a medida ;(G)yy) serd da forma:
L
wGw) = > il (57)
i=1

Espera-se que para o elemento procurado |ip) essa medida seja, de certa forma, dife-

renciada das medidas associadas aos demais elementos da lista.

Agora, pode-se observar os passos da aplicacao do algoritmo de Grover e como obtém-

se as medidas (x-distribuigoes) para alguns casos.

A principio, sera exemplificado a aplicagao do algoritmo de Grover para uma lista de
quatro elementos e posteriormente ha a extensao dos resultados para uma lista de oito e
dezesseis elementos a fim de calcular-se as probabilidades classicas de se medir o elemento

procurado e as medidas nao comutativas, *-distribuigoes, associadas.

Para uma lista de 4 elementos tem-se N = 4, e sendo N = 2", precisa-se de dois
qubits no primeiro registrador. De acordo com a Equagao [5.1] tem-se k = 1, o algoritmo

serd implementado apenas uma vez. Os passos do algoritmo seriam, entao,

(i) Inicializa-se o primeiro registrador com o estado:

[¢) = 10) = [00).
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Em notacao matricial:

¥) =

o O O O

ii) Aplicando H®" gera-se uma superposicao de estados.
g G

[Yo) = HI0)® HI0)

1 1
— (ﬁ(|0> + \1>)> ® (ﬁum + |1>))
= 5(00) +[01) +[10) +[11))

ou em notacao decimal,
1
[%o) = 5(10) + 1) +[2) +13))

Em notacgao matricial

1/2
|12
o) = 1/2
1/2
(iii) Suponha que a funcdo f escolha o elemento |11) = |3). Aplicando o operador

inversao de fase Uy(I ® H), passo (iii — a), o tnico elemento a ter a sua fase

invertida é o elemento |11). Assim, o novo estado passa a ser:

[9n) = 5(100) +[01) + [10) ~[11).

Em notacao matricial:

1/2
) =| 13

~1/2

A matriz associada ao operador inversao de fase, R, é dada por:
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100 0
010 0
R=UiT@H) = 4 | o
000 —1

Aplicando-se o operador inversao sobre a média, também chamado de operador de

difusdo, D = —1I + 2A, passo (iii - b), tem-se que o novo estado é:

[2) = 1-[11).

Em notagao matricial:

|1/12> =

_ o O O

A matriz associada ao operador inversao sobre a média, nesse caso, é dada por:

~1/2 1/2  1/2  1/2
12 —1/2 1/2  1/2
12 12 —-1/2 1/2
/2 1/2  1/2 -1/2

D=

(iv) Medindo os qubits tem-se que o elemento procurado é encontrado com uma proba-

bilidade de (1)? = 100%. Para os outros elementos esta probabilidade se anula.

Pode-se sintetizar a aplicacao do algoritmo de Grover em notacao matricial como:

—1/2 12 1/2  1/2 100 0 1/2 0
/2 —1/2 1/2  1/2 010 0 1/2 B 0
/2 1/2 —1/2 1/2 001 0 1/2 - 0
/2 1/2 1/2 -1)2 000 —1 1/2 1
- - —_——— ——
Operador G Superposicao de estados  Medicao dos qubits
Quando elemento procurado é o [11) = |3), o operador G é representado matricial-

mente por:
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~1/2 1/2  1/2 —1/2
12 —1/2 1/2 —1/2
12 1/2 —1/2 —1/2
/2 12 1/2 1/2

G —

As x-distribuicoes associadas ao operador G para cada elemento da lista, dadas pela
Equacao [5.7] foram calculadas e sdo mostradas na Tabela 5.1}

Medidas
Estado |k) | Medida ;(G))
0) 0, 430826
1) 0,557678
12) 0,557678
13) 0, 353553

Tabela 5.1 Tabela mostrando as medidas associados a cada elemento da lista quando o ele-
mento procurado é representado pelo vetor |3).

Os mesmos passos foram realizados para os casos em que os outros valores da lista eram
procurados, estes resultados sao mostrados na Tabela 5.2l Observa-se que o elemento

procurado é o que possui a menor medida associada.

Medidas

Estados | p(Glo) | p(Gpy) | p(Gp)
0) 0, 353553 | 0,439826 | 0,439826
1) 0,439826 | 0,353553 | 0,557678
12) 0,557678 | 0,557678 | 0,353553
3) 0,557678 | 0,557678 | 0,357678

Tabela 5.2 Tabela mostrando as medidas associados a cada elemento da lista para diferentes
escolhas do elemento procurado.

No caso de uma lista com oito elementos, a Equacao fornece k = 1,67, assim,
arredondando-se esse valor, o algoritmo deve ser implementado duas vezes. Suponha
que o estado |5) seja o procurado. Aplicando-se o operador G uma vez, obtém-se que o
elemento procurado é medido com probabilidade de 78.12%. Na segunda aplicacdo, este
valor cresce para 94.53%. Ja as medidas, *-distribui¢oes, mantém seus valores inalterados
apos a segunda aplicagao, pois os autovetores nao se alteram mesmo depois de uma nova
aplicagao do operador G. Na Tabela observa-se as medidas associadas para a alguns
elementos procurados. Note que os estados procurados continuam possuindo a menor

medida.
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Medidas
Estados | pu(Glo) | p(Gs) | p(Gpr)
0) 0,176777 | 0,218338 | 0,218338
1) 0,218338 | 0,344607 | 0, 344607
|2) 0, 344607 | 0,344607 | 0,344607
3) 0,344607 | 0,344607 | 0, 344607
)
)
)

4 0, 344607 | 0,344607 | 0, 344607
|5 0,344607 | 0,176777 | 0, 344607
6 0, 344607 | 0,344607 | 0, 344607
|7) 0, 344607 | 0,344607 | 0,176777

Tabela 5.3 Tabela mostrando as medidas associados a cada elemento da lista para diferentes
escolhas do elemento procurado.

Para uma lista contendo dezesseis elementos a Equacao fornece k = 2,61, logo o
algoritmo serd implementado trés vezes. Para um dado elemento a ser procurado na lista,
este serd medido com probabilidade 47, 27% na primeira aplicacao do operador G, 90, 84%
na segunda aplicacao e 96, 13% na terceira. Novamente, as medidas, *-distribuicoes, nao
sao alteradas pelas sucessivas aplicacoes do operador GG e continuam apresentando menor
valor para o dado elemento procurado. Na Tabela ¢ possivel visualizar as medidas

associadas para alguns elementos procurados.

A partir do exposto é possivel enunciar duas proposicoes, a saber:

Proposicao 5.5.1. Dada uma lista nao ordenada contendo N elementos, se o ig-€simo
elemento € o elemento procurado, via alagoritmo de Grover, entdo ele possui a menor
medida, ou *-distribuicao.

Proposicao 5.5.2. O numero de implementacoes necessdrias para se medir o elemento
procurado no algoritmo de Grover nao altera as medidas, ou x-distribuicoes, associadas
aos elementos da lista.

Com isso, pode-se notar que existe uma relacao entre a implementacao do algoritmo
quantico de busca de Grover e as x-distribuicoes provenientes da probabilidade nao comu-
tativa. Uma relagao matematica explicita entre a medida probabilidade de se medir um
elemento procurado via algoritmo de Grover e as *x-distribuicoes precisa ser investigada
mais a fundo. A interpretacao das *-distribuicoes, que possuem o menor valor para o ele-
mento procurado, pode ser extraida da visao geométrica da aplicacao do operador linear
e unitario de Grover GG, que faz com que o estado de superposicao inicial se aproxime

sucessivamente, a partir de reflexoes, do estado procurado. Estas x-distribui¢oes podem,
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Medidas
Estados | u(Go) (Gls)) 1(Gps))

[0) | 0,0883883 | 0,105318 | 0,105318
1) 0,105318 | 0,181921 | 0,181921
12) 0,181921 | 0,181921 | 0,181921
13) 0,181921 | 0,181921 | 0,181921
14) 0,181921 | 0,181921 | 0,181921
15) 0,181921 | 0,0883883 | 0, 181921
16) 0,181921 | 0,181921 | 0,181921
17) 0,181921 | 0,181921 | 0,181921
18) 0,181921 | 0,181921 | 0,181921
19) 0,181921 | 0,181921 | 0,181921

) 0,181921 | 0,181921 | 0,181921
) 0,181921 | 0,181921 | 0,181921
) 0,181921 | 0,181921 | 0,181921
113) 0,181921 | 0,181921 | 0,181921
) 0,181921 | 0,181921 | 0,181921
) 0,181921 | 0,181921 | 0,0883883

Tabela 5.4 Tabela mostrando as medidas associados a cada elemento da lista para diferentes
escolhas do elemento procurado.

entao, estar relacionadas a “distancia” entre o vetor de superposicao e o estado que se

quer medir.

Uma investigacao mais profunda da relacao entre probabilidade nao comutativa e

resultados do algoritmo de Grover serd objeto de trabalhos futuros.

5.6 A UTILIZACAO DA «DISTRIBUICAO AOS OPERADORES QUANTICOS

Como dito na Secao do capitulo anterior, a modelagem de experimentos aleatorios via
x-espacos de probabilidade podem representar um importante fonte de recursos na for-
mulagao e demonstragao de propriedades, tais como leis (quanticas) de grandes ntimeros,
teoremas (quanticos) de limites centrais, etc ([Hora and Obata, 2007, Woronowicz, 1970,

Shohat and Tamarkin, 1943| [Accardi and Bozejko, 1998]).

Neste capitulo, apresentou-se os principios da andlise a luz da probabilidade nao-
comutativa de operadores usuais de algoritmos quanticos. A determinacao de momentos e

sua utilizagdo em avaliagdes estatistica (no sentido quantico, via teoria inferencial oriunda
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das defini¢oes apresentadas no Capitulo 4), indicam um 6timo caminho de estudos sobre
os algoritmos quanticos e sua utilizacao tanto em problemas cldssicos, quanto em “nao-

classicos”.

A determinagao de propriedades de algoritmos como sua complexidade, por exemplo,
podem ser feitas a partir do estabelecimento mais concreto dos significados dos resultados

apresentados neste trabalho.



CAPITULO 6

CONCLUSAO

Neste trabalho, apresentou-se as bases matematicas para a determinacao de uma teoria
Y >
probabilistica nao-comutativa, quantica, ou livre. Resultados em Analise Matematica,

Algebra de Operadores, Andlise Funcional entre outros foram apresentados.

De modo especial, como um bom exemplo buscou-se descrever a probabilidade nao
comutativa a fim de se entender matematicamente as propriedades quanticas do Algoritmo
de Grover. Tal descricao tinha como principal propdésito calcular as x-distribuicoes dos
operadores que atuam nesse algoritmo e indicar como pode-se estabelecer resultados a

partir desta descrigao.

Também, ficou indicada a utilizacao de propriedades de variaveis aleatérias nao co-
mutativas como passos para modelagem de experimentos classicos. Esta utilizagao nao

foi inteiramente explicitada, mas concorda com os trabalhos apresentados na literatura.

Como proposta de trabalhos futuros fica a de se complementar as andlises sobre os
casos concretos, estabelecendo-se os passos da avaliacao de propriedades, determinacao

de correlagoes e estudos inferenciais (a luz da teoria apresentada).
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