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Resumo 

O objetivo desse estudo foi avaliar as propriedades multifractais de estruturas 

obtidas pela generalização do modelo DLA, levando em consideração a 

probabilidade de agregação em diferentes grades (grade triangular e off-lattice). 

Cada condição de crescimento foi repetida 20 vezes para minimizar as variações 

devido a um erro aleatório, totalizando 3000 simulações. Para cada agregado 

obtido foi extraída do contorno uma matriz com informações das partículas. A 

partir dessas informações obtivemos o espectro multifractal, bem como os 

parâmetros multifractais de cada agregado para as diferentes grades e valores 

de �� (tensão superficial), utilizando a técnica de "Traveling Observer" 

Multifractal Detrended Análise Flutuação. Observou-se que, independentemente 

do tipo de grade utilizada nas simulações, os agregados obtidos a partir de uma 

baixa probabilidade de agregação são mais compactos e, à medida que aumenta 

a probabilidade, as estruturas tornam-se mais onduladas e mais ramificadas. As 

flutuações de contorno dos agregados obtidos pelas diferentes grades possuem 

comportamento multifractal, e essa multifractalidade depende da probabilidade 

de agregação. Verificamos que, independente da maneira com que a partícula 

realiza seu passeio aleatório (contínuo, fora ou dentro de uma grade), o 

comportamento dos parâmetros multifractais será semelhante. Como observado 

anteriormente, em estudo utilizando a grade quadrada, os parâmetros 

multifractais demonstra forte semelhança com transições de fase clássicas em 

outros sistemas da física estatística, mostrando propriedades ainda não 

observadas para um modelo de agregação microscópico em diferentes lattices. 

 

Palavras-chave: DLA, grade, “Traveling Observer” Multifractal Detrended 

Fluctuation Analysis, transição de fase, parâmetro de ordem. 
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Abstract 

The objective of this study was to evaluate the multifractal properties of structures 

obtained by the generalization of the DLA model, which takes into account the 

local aggregation probability for different lattices (triagular lattice and off-lattice). 

Each growth condition was repeated 20 times to minimize variations due to a 

random error, totaling 3000 simulations. For each aggregate a matrix of pixels 

was obtained with information extracted from the contour of the structure. From 

this information we obtained the singularity spectrum and the multifractal 

parameters of each aggregate for different lattices and �� (surface tension) using 

the technique “Traveling Observer” Multifractal Detrended Fluctuation Analysis. 

We observed that, independently of the lattice used in simulations, the 

aggregates obtained from a low aggregation probability were more compact and, 

as the probability increases, the structures became more branched and more 

corrugated. The contour fluctuations of aggregates obtained by different lattices 

have multifractal behavior, and this multifractality depends on the aggregation 

probability. We find that, independently of the manner in which the particle 

realized your random walk (continuous, outside or inside of a grid), the behavior 

of the multifractal parameters were similar. As observed in previously study using 

a square lattice, the multifractal parameters presented strong similarity to 

classical phase transitions in other systems of the physic statistic, showing 

properties not yet observed for a model of aggregation microscopic for different 

lattices. 

  

Keyword: DLA, lattice, Traveling Observer” Multifractal Detrended Fluctuation 

Analysis, phase transition, order parameter. 
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1. INTRODUÇÃO 

Processos de crescimento naturais podem levar a estruturas bastante 

complexas, que possuem irregularidades em diferentes escalas de observação. 

Tais processos, em sua maioria fora do equilíbrio, são encontrados nos mais 

diferentes fenômenos físicos e até biológicos. Como exemplos, podemos citar 

crescimento de colônias de bactérias (MATSUSHITA; FUJIKAWA, 1990), 

crescimento de neurônios (CASERTA et al., 1990), otólitos (estruturas 

encontradas no ouvido interno dos peixes) (Duarte-Neto et al. 2014a), 

crescimento de corais (MEAKIN, 1995; MERKS et al., 2003), formação de cristais 

(BANFIELD et al., 2000), eletro de posições (MATSUSHITA et al., 1984). 

Em alguns processos de crescimento, podemos encontrar estruturas que 

apresentam a propriedade de auto-similaridade em todas as escalas. Estruturas 

com essa propriedade são conhecidas como objetos fractais e suas 

características podem ser estudadas usando a geometria fractal. No entanto, 

muitos fenômenos da natureza investigados pela análise fractal apresentam 

diversos componentes com diferentes propriedades fractais. Diante desta 

complexidade do comportamento desses fenômenos, um outro conceito na 

análise fractal parece descrever melhor esses tipos de fenômenos: 

multifractalidade. Desse modo, um sistema multifractal é uma generalização do 

sistema fractal em que um único expoente (dimensão fractal) não é o bastante 

para descrever sua dinâmica, sendo necessário um conjunto de expoentes para 

descrever esses fenômenos (FEDER, 1988; VICSEK, 1989). 

Os modelos de simulação de crescimento são amplamente utilizados para 

descrever diferentes estruturas de crescimento natural (VICSEK, 1989). 

Simulações de um modelo de crescimento representam um importante passo 

para explicar o crescimento de um dado fenômeno, objetivando identificar o 

conjunto mínimo de fatores que governam o processo de crescimento por 

agregação de partículas na natureza e a relevância de cada um destes fatores. 

Entre os muitos modelos microscópicos de crescimento propostos para 

descrever estruturas fractais, tais como o Modelo Eden (EDEN, 1961) e a 

agregação balística (VICSEK, 1985; MEAKIN, 1998), uma atenção especial tem 

sido dada ao modelo Agregação por Difusão Limitada (DLA) (WITTEN; 

SANDER, 1981), devido à simplicidade de seu algoritmo. O DLA tornou-se um 
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paradigma importante para a formação de estruturas longe de equilíbrio e 

fornece uma base para a compreensão de diversos processos naturais 

(MEAKIN, 1995), e tem sido frequentemente usado e generalizado para simular 

o crescimento de estruturas naturais por décadas. Portanto, o modelo DLA 

padrão é um dos modelos mais importantes do crescimento fractal, produzindo 

formas ramificadas que ocorrem com frequência na natureza. 

Uma diversidade de materiais e estruturas biológicas encontradas na 

natureza são formadas através da agregação (BARABÁSI; STANLEY, 1995), em 

um processo em que partículas idênticas são unidas em grupos de acordo com 

alguma regra. Experimentos numéricos concebidos para simular esses 

fenômenos são geralmente realizados em reticulados regulares, em que o 

diâmetro das partículas é feita para corresponder o espaçamento de rede e as 

características da trajetória da entrada dessas partículas, desempenhando um 

papel decisivo na formação resultante e na forma do agregado (MEAKIN et al., 

1987; VICSEK, 1989). 

Com o objetivo de compreender melhor os fenômenos, diversas 

generalizações do modelo DLA padrão foram propostas, considerando, por 

exemplo, mudanças na densidade da partícula (MEAKIN; DEUTCH, 1984; 

VOSS, 1984), na tensão superficial (BATCHELOR et al., 1993), ou de fluxo de 

partícula (MEAKIN, 1983b; NAGATANI; SAGUÉS, 1991). 

Recentemente, Duarte-Neto et al. (2014) usaram o modelo DLA 

generalizado proposto por Batchelor e Henry (1993) que leva em consideração 

a tensão superficial (��, 0 < �� < 1) para gerar estruturas baseadas em 

agregação, utilizando diferentes grades (grade quadrada, grade triangular,  off-

lattice com 4 e 8 vizinhos) a fim de avaliar a combinação da tensão superficial e 

o fluxo da particula, bem como diferentes propriedades do confinamento e as 

condições de contorno. Duarte-Neto (2012) usou essa generalização do modelo 

DLA para gerar estruturas baseadas na rede quadrada (Figura 1.1). Em seguida, 

para cada agregado foi feita a detecção do contorno e a análise multifractal do 

contorno a partir da técnica "Traveling Observer" Multifractal Detrended 

Fluctuation Analysis ("Traveling Observer" MF-DFA) (DUARTE-NETO et al., 

2014), a fim de avaliar as propriedades multifractais das flutuações do contorno 

desses agregados. Desse modo, para cada agregado foi obtido uma matriz com 
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informações das partículas extraída do contorno e com base nessas informações 

obteve o expoente generalizado de Hurst ℎ(�), expoente de Rényi 	(�) e o 

espectro multifractal 
(�). Se ℎ(�) diminui com o aumento de �, em que � pode 

assumir qualquer valor real, exceto 0, esse comportamento indica que a série é 

multifractal. O expoente de Rényi avalia também se existe ou não um 

comportamento multifractal nas séries temporais. Se 	(�) é uma função linear 

de �, a série é dita monofractal e, se 	(�) é uma função não-linear, a série é dita 

multifractal. Se o espectro multifractal é representado por apenas um ponto, a 

série temporal é monofractal, já se for representado por uma função côncava 

para baixo, a série é multifractal. A partir do espectro multifractal, foi extraído um 

conjunto de parâmetros para a caracterização da complexidade da forma do 

contorno, tais como: ��, ∆�, ∆� −  e ∆� +. O parâmetro ��, a posição do máximo 

de 
(�), que corresponde ao ponto em que � → 0. O ∆� mede a largura do 

espectro multifractal, quanto maior a amplitude, mais forte a multifractalidade. Os 

parâmetros ∆� − e ∆� + representam a contribuição da parte negativa e positiva 

de � no espectro multifractal, respectivamente.  

Em resultados encontrados por Duarte-Neto (2012) para a rede quadrada 

(Figura 1.2), verificou-se que a multifractalidade dos agregados depende da 

tensão superficial ��(0 < �� < 1), tornando-se mais fraco no limite para o DLA 

padrão (�� = 1), a multifractalidade mais forte foi observada para �� = 0,07 e os 

picos observados para ∆�, ∆� − e ∆� + correspondem a esse valor (Figura 1.3). 

Conforme o autor, os resultados sugerem que �� = 0,07 seja um ponto crítico, 

apresentando uma transição de fase entre uma fase "ordenada" e uma fase 

"desordenada". Os resultados obtidos indicam que a formação de ramificação 

nos agrupamentos simulados depende principalmente da tensão superficial. O 

parâmetro �� funcionou como um parâmetro de ordem e o ∆� funcionou como 

uma função resposta de ��. 
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Figura 1.1: Diagrama morfológico de agregados com 50.000 partículas na rede 
quadrada com diferentes ��(“tensão superficial”). 

 
Fonte: Duarte-Neto et al. (2014) 
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Figura 1.2: (A) O q-ésimo momento versus o expoente generalizado ℎ(�), (B) q-
ésimo momento versus o expoente multifractal 	(�), e (C) o espectro 
desingularidade 
(�) para diferentes valores de ��. 

 
Fonte: Duarte-Neto (2012) 

Figura 1.3: Variação dos parâmetros multifractais como uma função do 
parâmetro �� "tensão superficial". Os círculos abertos correspondem aos valores 
médios e as barras± desvio padrão. 

 
Fonte: Duarte-Neto (2012) 

 

Nesse contexto, o objetivo desse estudo é avaliar as propriedades 

multifractais de estruturas obtidas pela generalização do modelo DLA em 

diferentes grades (grade triangular, off-lattice), a partir da técnica “Traveling 
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Observer” MF-DFA, a fim de verificar se o padrão obtido por Duarte-Neto (2012) 

para a rede quadrada se mantém para diferentes grades. Na grade triangular, a 

partícula se move aleatoriamente e, na off-lattice DLA, a particula usa um 

passeio aleatório fora da grade, em vez de um passeio em uma grade. 

Modificamos a restrição do número de possíveis direções para o passeio 

aleatório e o número de sítios vizinhos vistos pelas partículas de entrada.  

Esta dissertação está organizada da seguinte maneira: No Capítulo 2, 

apresentamos os objetivos a serem alcançados com esse estudo. No Capítulo 

3, os fundamentos teóricos, que serviram de base para o desenvolvimento do 

trabalho, são apresentados. Abordamos conceitos sobre fractais e multifractais.  

Além destas definições, mostramos os conceitos básicos das metodologias 

utilizadas neste trabalho (Multifractal Detrended Fluctuation Analysis, Diffusion-

limite da ggregation e “Traveling Observer” Multifractal Detrended Fluctuation 

Analysis). Junto com essas definições, fez-se uma revisão de literatura com uso 

dessas metodologias. No Capítulo 4, descrevemos as metodologias utilizadas 

para a realização das análises e como as simulações foram realizadas. Os 

resultados e as discussões do trabalho são apresentados no Capítulo 5. As 

considerações finais de toda discussão, apresentadas no Capítulo 5, são 

apresentadas no Capítulo 6. 
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2. OBJETIVOS 

2.1. Geral 

Avaliar as propriedades multifractais de estruturas obtidas pela 

generalização do modelo DLA em diferentes grades, a partir técnica "Traveling 

Observer" MF-DFA. 

2.2. Específicos 

• Avaliar o comportamento multifractal das estruturas obtidas em diferentes 

grades, considerando diferentes valores de �� (tensão superficial); 

• Avaliar a relação entre a tensão superficial e os parâmetros multifractais 

em diferentes grades; 

• Avaliar se o padrão obtido por Duarte-Neto (2012) para grade quadrada 

se mantém em diferentes grades; 

• Verificar a existência de ponto crítico (transição de fase) e comparar aos 

resultados obtidos para grade quadrada. 
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3. REVISÃO DE LITERATURA 

3.1. Fractal 

Durante as últimas décadas, a geometria fractal vem se consolidando com 

o desenvolvimeto da tecnologia computacional e com o auxílio de novas teorias 

em diferentes áreas da física, biologia e astronomia, que buscam entender o 

comportamento de sistemas naturais simples, tais como: estruturas moleculares 

e fenômenos complexos, como terremotos. 

Em 1975, o matemático Benoit Mandelbrot popularizou o conceito de 

geometria fractal, mas somente em 1977 publicou seu primeiro trabalho sobre 

esse tema (MANDELBROT, 1977), permitindo a representação de certos 

elementos naturais que possuem características irregulares. Com essa nova 

geometria, tornou-se possível a criação de modelos mais próximos da realidade. 

Fractais são objetos complexos que possuem duas propriedades características: 

auto similaridade (pedaços do objeto assemelham-se ao todo) e tem a dimensão 

não é necessariamente uma quantidade inteira, menor que a dimensão do 

espaço euclidiano, no qual se encontra o fractal (FEDER, 1988).  

O termo fractal vem a partir do adjetivo em Latim fractus, do verbo latino 

correspondente frangere que significa “quebrar”. Assim, o termo fractal aplica-se 

a objetos encontrados na natureza e a objetos que podem ser obtidos 

geometricamente, aleatoriamente ou através de processos interativos, 

possuindo propriedade que não são comuns na natureza. Uma característica 

comum em objetos fractais é o fato de serem auto similares, ou seja, são 

invariantes segundo uma transformação de escala.  

Exemplos de fractais naturais: árvore, couve-flor, nuvens, neurônios, 

ramificações de  músculos  cardíacos, raios (MANDELBROT, 1982; FEDER, 

1988), a Figura 3.1 ilustra alguns exemplos de objetos fractais. 
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Figura 3.1: Ilustração de fractais naturais. (A) árvore, (B) samambaia, (C) brócolis 
e (D) nuvens. 

 

Esses exemplos pertencem a classe dos fractais aleatórios gerados por 

processos estocásticos que possuem a propriedade de auto similaridade em 

sentido estatístico, ou seja, possuem medidas numéricas ou estatísticas que são 

preservadas em diferentes escalas. Uma outra classe são os fractais 

determinísticos que podem ser construídos utilizando um processo iterativo e 

possuem propriedade de auto similaridade em todas as escalas (FEDER, 1988), 

tendo como exemplo o tapete de Sierpinski (MANDELBROT, 1982) (Figura 3.2). 

Figura 3.2: Ilustração de fractal determinístico o tapete de Sierpinski. Para se 
obter o tapete de Sierpinski, divide-se um quadrado em 9 partes iguais e retira-
se o quadrado central. Repete-se a operação em cada um dos 8 quadrados 
restantes até o infinito. 

 

Fonte: Mandelbrot (1982) 
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Dentre as características que definem um fractal, a mais importante é a 

dimensão dos fractais, sendo uma ferramenta útil na comparação de duas 

formas fractais (COSTA; CESAR JR., 2000). Diferente do que acontece com a 

geometria Euclidiana, em que o valor da dimensão representa a 

dimensionalidade do espaço em que um certo objeto está inserido, a dimensão 

fractal representa o nível de irregularidade de um fractal e não é 

necessariamente uma quantidade inteira, podendo ser uma quantidade 

fracionária (MANDELBROT, 1983; FEDER, 1988). 

Em fractais determinísticos, a dimensão fractal pode ser obtida usando o 

procedimento seguinte: se �(�) é o número de unidades da estrutura (ex. 

quadrados no caso do fractal tapete Sierpinski como mostrado na Figura 3.2) em 

escala � a diminuição da escala � vezes gera um novo número de unidades 

estruturais, 

 � ���� = �(�)��� (3.1) 

e a dimensão fractal �� pode ser calculada usando a expressão 

 

�� = � ! "# $%&"(')log �  
(3.2) 

No exemplo do fractal geométrico tapete Sierpinski, ilustrado na Figura 

3.2, a sua dimensão fractal é dada por 

 �� = � !8log 3 ≈ 1,89 (3.3) 

Em fractais estocásticos, a dimensão fractal pode ser obtida pela 

expressão: 

 /(0)�0�� (3.4) 

onde /(0) é o volume da região de dimensão linear 0e �� a dimensão fractal, 

um número não inteiro e menor do que a dimensão euclidiana � do espaço em 

que o fractal se encontra (�� < �) (VICSEK, 1989).  

O conceito de fractal em séries temporais pode ser estendido como 

flutuações em múltiplas escalas de tempo. Essas flutuações temporais são 

caracterizadas pela auto-similaridade estatística da mesma maneira em que os 

objetos fractais possuem a auto-similaridade nas várias escalas espaciais. Têm-
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se como exemplos de processos fractais os intervalos de batimentos cardíacos 

(PERKIÖMÄKI et al., 1993; MEYER; STIEDL, 2003), dados climáticos (OÑATE 

RUBALCABA, 1997; BENICIO et al., 2013). 

Uma série temporal 1(2) possui auto-similaridade com parâmetro � se 

 1(2) = �31 �2��, (3.5) 

onde “=” significa a igualdade de propriedades estatísticas. Essa igualdade surge 

após mudanças de escalas de 2 e 1(2) usando fatores diferentes: � para 2 #2 → 45& 

e�3para 1(2)(1(2) → �31(2)). O expoente � chama-se parâmetro de auto-

similaridade (VICSEK, 1989). 

 

3.2. Multifractal 

Multifractal pode ser visto como uma extensão dos fractais (LOPES; 

BETROUNI, 2009). Em um sistema fractal, um único expoente (dimensão fractal) 

é suficiente para descrever a sua dinâmica. No entanto, em um sistema 

multifractal, é necessário um conjunto de expoentes (HARTE, 2001). Assim, o 

objeto multifractal é caracterizado pelas diferentes dimensões fractais. Para 

testar se um objeto geométrico deve ser tratado como um multifractal, o primeiro 

passo é calcular a dimensão de capacidade (calculada usando o método 

contagem de caixas) (VOSS, 1986) e a dimensão de correlação (calculada 

usando o método de função e correlação) (GRASSBERGER; PROCACCIA, 

1983a, 1983b), e se essas dimensões forem distintas, deve-se realizar a análise 

multifractal usando o cálculo de espectro multifractal para descrever as 

propriedades geométricas do objeto. 

Nas últimas décadas, a análise multifractal tem sido aplicada com sucesso 

para caracterizarar complexa organização temporal e espacial de diversos 

fenômenos naturais, por exemplo: marcha humana (WEST; SCAFETTA, 2005), 

fluxo sanguíneo cerebral (WEST et al., 2003), dinâmica de pulsação (IVANOV et 

al., 1999), contorno das partículas de cinzas vulcânicas (DELLINO; LIOTINO, 

2002), distribuição de probabilidade de crescimento durante o processo de DLA 

(HAYAKAWA et al., 1987; NITTMANN; STANLEY, 1987). 
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A formação de estruturas por meio de modelos de crescimento é 

amplamente utilizada para modelar fenômenos fora de equilíbrio em que suas 

propriedades fractais são frequentemente medidas pela quantidade de massa 6� dentro de uma caixa de tamanho linear 7 (TEL; VICSEK, 1987). Levando em 

consideração a distribuição de massa observada para diferentes grades 

detamanho ℓ , de tal forma que um � ≪ ℓ ≪ 7 (em que � é a constante da grade 

e 7 é a dimensão linear do sistema). A dimensão generalizada �:  para 

distribuição de massa é definida por (TÉL et al., 1989; VICSEK, 1990) 

 ; �6<6=�: ~ �ℓ7�(:?@)�A
<  (3.6) 

onde, � é uma variável contínua que torna possível enfatizar as propriedades 

fractais em diferentes escalas, 6� é a massa total e 6< é a massa (número de 

pixel) dentro da B − éDBEF caixa. As dimensões generalizadas ��, �@ e �G 

representam a dimensão de capacidade (ou contagem de caixas), a dimensão 

de informação e a dimensão de correlação, respectivamente. Finalmente, �?He�IH representam os limites do espectro de dimensões generalizadas, onde 

a medida de interesse é a mais diluída e mais densa, respectivamente. Em 

monofractais, todas as dimensões generalizadas são iguais, dando um único 

valor de dimensão fractal, ou seja, a dimensão fractal é independentede �.   

A relação entre a função �(�) e o espectro 
(�) é feita via transformação 

de Legendre: 

 
J�(�, ℓ)K = ��(�) − 	(�) (3.7) 

em que 

 �(�) = L	(�)L�  (3.8) 

e 

 	(�) ≡ (1 − �)�: (3.9) 

 

No caso de monofractal, a dimensão fractal não depende de �, �: ≡ � e 

usando as equações (3.8) e (3.9) tem-se 
(�)  = � e o espectro 
(�) consiste 

em um único ponto, onde 
(�) é igual à dimensão fractal do sistema. Em 
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estruturas multifractais são caracterizadas por um espectro 
(�) e esse espectro 

pode ser entendida como a dimensão fractal. 

 

3.2.1. Multifractal Detrended Fluctuation Analysis (MF-DFA) 

Nas últimas décadas, vários métodos foram desenvolvidos para analisar 

as propriedades multifractais de séries temporais não estacionárias, a fim de 

remover as tendências e se concentrar na análise das flutuações (OSWIECIMKA 

et al., 2006), incluindo Wavelet Transform Modulus Maxima (WTMM) (MUZY et 

al., 1991),  Multifractal Detrended Fluctuation Analysis (MF-DFA) 

(KANTELHARDT et al., 2002) e Multifractal Detrending Moving Average Analysis 

(MF-DMA) (GU; ZHOU, 2010).  

O método Multifractal Detrended Fluctuation Analysis (MF-DFA) que foi 

introduzido por Kantelhardt (KANTELHARDT et al., 2002), e é uma 

generalização do Detrended Fluctuation Analysis (DFA), é um algoritmo que 

consiste de cinco etapas, que serão apresentadas no Capitulo 4. 

Alguns autores mostaram queo método MF-DFA produz resultados mais 

fiáveis do que o método WTMM e sua implementação é bem mais simples 

(OSWIECIMKA et al., 2006; SCHUMANN; KANTELHARDT, 2011). O MF-DFA 

tem sido utilizado para analisar sinais fisiológicos (SHIMIZU et al., 2002; 

FIGLIOLA et al., 2007; DUTTA, 2010), dados geofísicos (CURRENTI et al., 2005; 

TELESCA; LAPENNA, 2006), registros da velocidade do vento (KAVASSERI; 

NAGARAJAN, 2005; TELESCA; LOVALLO, 2011), registros hidrológicos 

(KANTELHARDT et al., 2006; ZHANG et al., 2008) e séries temporais financeiras 

(LIM et al., 2007; DU; NING, 2008; YUAN et al., 2009; WANG et al., 2009). 

 

3.2.2. “Traveling Observer” Multifractal Detrended Fluctuation Analysis 

Duarte-Neto et al. (2014) propuseram uma nova técnica robusta, 

"Traveling Observer" Multifractal Detrended Fluctuation Analysis, que faz a ponte 

entre os métodos usados para fractais geométricos e os utilizados para a série 

temporal, para a análise de estruturas quase unidimensionais. Quando 

assumimos uma forma de contorno como um monofractal, temos apenas um 
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único expoente (dimensão fractal), que muitas vezes não podem descrever 

adequadamente a complexidade de contorno. 

Essa técnica combina Análise de Fourier Regular (RFA) 

(CHRISTOPHER; WATERS, 1974) e a MF-DFA, para preencher a lacuna entre 

os métodos utilizados para fractais geométricos e aqueles usados para séries 

temporais, reduzindo as limitações apresentadas em técnicas existentes, para 

analisar contornos de estruturas multifractais. 

Através da RFA é feito o mapeamento do contorno para uma "série 

temporal" de distâncias do percurso central (definida pelo termo da harmônica 

nula), em uma velocidade angular constante. As flutuações do caminho central 

do perímetro de contorno são registradas como "séries temporais", e o MF-DFA 

é, então, implementada para quantificar as correlações temporais desta série. 

Duarte-Neto et al. (2014) demonstraram a capacidade da “Traveling 

Observer" Multifractal Detrended Fluctuation Analysis na análise multifractal das 

flutuações de contorno em revelar informações significativas em estruturas 

naturais. Nesse estudo, são analisadas as flutuações de contorno de otólitos de 

peixes, a fim de analisar o comportamento multifractal de otólitos durante a vida 

dos peixes e, em seguida, a existência de diferentes padrões de multifractalidade 

entre as espécies de peixe e, a capacidade de parametros multifractais para 

classificar otólitos de diferentes espécies. Duarte-Neto (2012) analisou o 

processo de crescimento por agregação microscópica sob diferentes condições 

de crescimento, considerando tanto as alterações morfológicas nos agregados 

e a multifractalidade de suas flutuações. 

 

3.3. Diffusion-Limited Aggregation (DLA) 

O modelo DLA foi introduzido por Witten e Sander (1981) para descrever 

processos como a deposição dos íons nos eletrodos e descargas elétricas (raios) 

(VICSEK, 1989). Esse modelo é aplicável a agregação de qualquer sistema onde 

a difusão é o meio primário de transporte. Em uma aproximação discreta, pode-

se pensar que as partículas são pequenos quadrados que se deslocam em uma 

rede quadrada cuja constante de rede é igual às arestas do quadrado, tal que as 
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partículas preenchem a rede à medida que se chocam, agregando-se, 

resultando em uma estrutura ramificada mostrada na Figura 3.3. 

Figura 3.3: Exemplo de um DLA 

 

 

O modelo DLA padrão é baseado nos seguintes passos (Figura 3.4):  

Passo 1: uma partícula que dará início ao agregado é chamada de 

semente, colocada inicialmente no centro de um círculo (pixel preto) e outra 

partícula é liberada de uma posição aleatória, longe da semente (na borda do 

círculo), escolhida uniformemente a partir de um círculo distante da semente com 

um raio máximo (NOPQ). A partícula liberada caminhará de acordo com uma 

trajetória Browniana, em que numa rede quadrada a partícula move-se para 

esquerda, direita, cima ou baixo, até atingir uma das 4 vizinhanças mais 

próximas da semente, quando ela se fixa, formando um cluster (pixel branco), no 

qual esse processo é realizado repetidamente (como mostra pra P1). Se a 

partícula em movimento anda muito longe a partir da semente, que cai para fora 

da borda do círculo (como mostra para P2), outra partícula é lançada.  

Passo 2: Um ∆N é adicionado ao raio inicial, com o objetivo de manter uma 

distância constante entre a posição inicial da nova partícula e o aglomerado de 
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partículas durante o processo de agregação, ou seja, cada vez que uma partícula 

se agrega a estrutura, o tamanho do raio da estrutura é comparado com o raio 

do círculo de lançamento e, por sua vez, aumenta a fim de manter uma distância 

mínima.  

Figura 3.4: Representação esquemática de um processo de agregação limitada 
por difusão. 

 

 

Devido à simplicidade de seu algoritmo, o DLA é aplicado em diversas 

áreas, incluindo fenômenos biológicos, tais como: bactérias e neurônios 

(BARABÁSI; STANLEY, 1995), otólitos (estruturas encontradas nos ouvidos 

internos dos peixes) (Duarte-Neto et al. 2014), crescimento de corais, (MEAKIN, 

1995; MERKS et al., 2003), cristais (BANFIELD et al., 2000), flocos de neve 

(NITTMANN; STANLEY, 1987) e dissolução química (DACCORD, 1987). Foram 

estudados agregados formados a partir das versões do modelo DLA rede e fora 

dela (MEAKIN, 1983a; BALL; BRADY, 1985; TOLMAN; MEAKIN, 1989; 

KAUFMAN et al., 1995).  

Durante o processo de formação do agregado, este se ramifica em várias 

escalas. A probabilidade para uma partícula se agregar é maior na ponta dos 

ramos do que no espaço onde se forma entre eles. Essa propriedade presente 

em todas as escalas é responsável pela natureza fractal do DLA (ROA, 2010). 
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A probabilidade de crescimento de um determinado sítio do perímetro da 

região analisada é a probabilidade de um caminhante aleatório visitar este sítio. 

Esta probabilidade é dada por R, obedecendo à equação de estado-estável 

 SGR = 0 (3.10) 

onde 1=u  quando está dentro do sitio periférico e 0=u  quando está fora do sítio 

periférico. A probabilidade que um sítio periférico seja visitado é proporcional ao 

fluxo neste sítio, i.e. � ∝ SR. 

O modelo padrão DLA na grade quadrática pode ser descrita pela 

equação de Laplace discreta. Temos um valor da função R(U, 1) em um ponto 

central R(U<, 1V), assim: 

 R<,V = (R<?@,V + R<I@,V + R<,VI@ + R<,V?@)/4 (3.11) 

A equação acima mostra que a equação de Laplace calcula o valor da 

função pela RYU<, 1VZ média aritmética dos quatro valores vizinhos ao ponto de 

coordenadas YU< , 1VZ. Figura 3.5. 

Figura 3.5: Representação gráfica do espaçamento da grade quadrada 

 

 

Batchelor e Henry (1993), por sua vez, propuseram a generalização desse 

modelo, levando em consideração a probabilidade de agregação local (D), 

definida como:  

 D = ��[?\  (3.12) 

Onde o parâmetro 0 < �� < 1 corresponde à tensão superficial, e ] ∈ _1,2,3a é o 

número de sítios vizinhos visto pela partícula que se aproxima do cluster, 

também em um movimento Browniano. 
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Neste modelo, as condições de contorno são as mesmas do modelo 

padrão. No entanto, a probabilidade do crescimento é dada por: 

 �<,V = DYR<?@,V + R<I@,V + R<,VI@ + R<,V?@Z4 = DR<,V 
(3.13) 

Batchelor, Dun e Henry (1993) estenderam a generalização do modelo 

DLA para uma grade triangular. A qual é considera uma estrutura triangular como 

um quadrado deformado com ligações em diagonal, como representado na 

Figura 3.6. 

Figura 3.6: Representação gráfica da Distorção da rede triangular para efeitos 
das simulações. 

 

Fonte: Batchelor, Dun e Henry (BATCHELOR et al., 1993). 

 

Baseado no modelo DLA generalizado, proposto por Batchelor e Henry 

(1993), Duarte-Neto et al (2014) propuseram uma adaptação dessa 

generalização, utilizando o modelo off-lattice DLA, modificando o número de 

sítios vizinhos vistos pelas partículas de entrada. Nesse trabalho, foi utilizado 

diferentes tipos de grades, levando em consideração a tensão superficial, a fim 

de avaliar a combinação da tensão superficial e o fluxo da partícula, bem como 

diferentes propriedades do confinamento e as condições de contorno. 

 

3.4. Análise multifractal no modelo DLA 

Em diversos estudos, tem-se investigado a multifractalidade do modelo 

DLA. Vicsek (1990) discute o conceito de multifractalidade da massa através de 

modelos de agregação determinísticos e estocásticos de crescimento fractal. 

Mostra-se que, nestes modelos, a escala da distribuição de densidade de 
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partículas pode ser descrito em termos de uma hierarquia infinita de dimensões 

generalizadas. E ainda mostrou que os agregados formados pelo modelo DLA 

são multifractais. 

Em simulações feitas por Meakin (1983a), a dimensão fractal de 

agregados crescidos em grades foi de �� ≈ 5c/6 (c = 2, … ,6), assim para 2 

dimensões temos que �� = 1,67. Esse valor é um pouco diferente dos 

encontrados em estruturas off-lattices, ou seja, crescidas fora da grade no qual �� = 1,71 (TOLMAN; MEAKIN, 1989). Conforme Meakin (1986), a anisotopria é 

menor em agregados obtidos por off-lattices DLA. Os autores Family et al. (1986) 

investigaram o processo de agregação limitada por difusão (DLA) em uma grade 

quadrada e encontraram que, independentemente da forma inicial das partículas 

de semente, o padrão final do agregado tem um formato anisotrópico.  

Hayakawa et al. (1987) investigaram a distribuição de probabilidade de 

crescimento e verificaram que a dimensão generalizada �(�) depende 

fortemente de � e o espectro 
(�)  é continuo. De acordo com seus resultados, 

sugeriram que processos de crescimento pelo modelo DLA não pode ser descrito 

por uma teoria de escalonamento simples com poucos expoentes escalares. 

Diversos estudos verificaram que a multifractalidade do DLA dimuinui 

monotonamente com o aumento do �, tanto em relação à distribuição de 

probabilidade de crescimento (NITTMANN et al., 1987; NAGATANI, 1988) 

quanto à distribuição de massa (VICSEK et al., 1990; HANAN; HEFFERNAN, 

2001, 2012). 

Rodriguez-Romo e Sosa-Herrera (2013) verificaram que grandes clusters 

têm uma tendência a apresentar comportamento monofractal para a distribuição 

em massa. Esse autores concluiram que comportamentos multifractais, 

observados sem escalas intermediárias, ocorrem devido aos efeitos de tamanho 

finito e estes efeitos tendem a desaparecer à medida que o número de partículas 

em agregados aumenta. 

Diferentemente de muitos autores que analisaram o comportamento 

multifractal da massa dos agregados e a distribuição de probabilidade de 

crescimento, Duarte-Neto (2012), em seu estudo, analisou o comportamento 

multifractal das flutuações do contorno dos agregados gerados a partir do 
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modelo de generalização DLA padrão, levando em consideração a tensão 

superficial e através de um conjunto de parâmetros extraídos a partir do espectro 

multifractal. Para extrair as flutuações do contorno, utilizou a técnica “Traveling 

Observer" Multifractal Detrended Fluctuation Analysis. Em seus resultados, 

pode-se verificar que a multifractalidade dos agregados depende do �� tornando-

se mais fraco no limite para o DLA padrão (�� = 1), a multifractalidade mais forte 

foi observada para �� = 0,07. O autor sugere que esse valor corresponde ao 

ponto crítico, em que ocorre uma transição entre uma fase "ordenada" e uma 

fase "desordenada". Verificou-se também que a formação de ramificação nos 

agrupamentos simulados depende principalmente da tensão superficial e o 

parâmetro multifractal �� funcionou como um parâmetro de ordem e o ∆� como 

sua função. 

 

3.5.  Transição de fase 

A palavra fase é utilizada para designar qualquer estado específico da 

matéria, tal como o de um sólido, um líquido ou um gás. Um exemplo comum é 

o composto fGg, existe na fase liquida como água, na fase sólida (gelo) e na 

fase gasosa (vapor d’ água). A transição de uma fase para outra é chamada de 

transição de fase ou de mudança de fase. As transições de fase são muito 

comuns na natureza (OLMSTED, 2000).  Essas transições são caracterizadas 

por mudanças bruscas ou descontínuas nas propriedades termodinâmicas do 

sistema como resposta a variações contínuas de alguma condição externa, 

como temperatura, pressão, campo magnético (BRAGA, 2006). Uma transição 

de uma fase para outra geralmente ocorre quando existem condições de 

equilíbrio entre as fases, e para uma da pressão isso ocorre para uma 

temperatura definida (YOUNG, 2008). Essas condições podem ser representado 

em um gráfico h (pressão) em função i (temperatura), chamado de diagrama de 

fase, como exemplo Figura 3.7. 

Uma característica comum em transições de fases é a existência de 

parâmetros que têm um valor não nulo em uma temperatura abaixo da 

temperatura crítica e que se anulam continuamente na temperatura crítica. Tal 

parâmetro é conhecido como parâmetro de ordem (SALINAS, 2005). 



21 
 

 

Figura 3.7: Diagrama de fases, em termos de pressão contra temperatura, de um 
fluído simples. Neste diagrama, as curvas SV, LV e SL representam condições 
de pressão e temperatura para as quais existe transição de fase. A curva SV 
representa os estados de equilíbrio em que a fase sólida coexiste com a fase de 
vapor, a curva LV representa os estados de equilíbrio em que a fase líquida 
coexiste com a fase de vapor e a curva SL representa os estados de equilíbrio 
em que a fase sólida coexiste com a fase líquida. Além disso, PC é o ponto crítico 
e PT é o ponto triplo.  O ponto triplo representa o estado da substância em que 
coexistem, em equilíbrio, as fases sólida, líquida e gasosa. A linha tracejada 
representa a curva de coexistência das fases sólida e líquida para a água, que 
tem um comportamento anômalo. 

 

Fonte: Salinas, 2005. 

 

Um outro exemplo de transição de fase, é a mudança de fase sofrida por 

alguns materiais magnético. Tais materiais, à medida que aumenta sua 

temperatura, a magnetização diminui continuamente até atingir um valor nulo na 

temperatura crítica. Assim, esses materiais mudam da fase magnética para a 

fase paramagnética. Ao mesmo tempo observa-se uma divergência na 

susceptibilidade magnética do sistema (MÓL, 2009), se comportando como um 

parâmetro de ordem. A susceptibilidade magnética é uma medida da capacidade 

do material adquirir magnetização. Quanto maior a susceptibilidade, maior será 

a magnetização do material. 
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3.6. Tensão Superficial 

A tensão superficial é uma força molecular de coesão, cuja o efeito é 

minimizar a área superficial do fluído (MONTEIRO, 2006). A tensão superficial 

surge nos líquidos como resultado do desequilíbrio entre as forças agindo sobre 

as moléculas da superfície em relação àquelas que se encontram no interior da 

solução (BEHRING et al., 2004). 

As forças intermoleculares nos líquidos são diretamente responsáveis por 

fenômenos de capilaridade tais como a subida de líquido em tubos capilares, a 

completa umidificação de uma toalha quando uma ponta fica mergulhada na 

água, e também por fenômenos de superfície tais como uma agulha que flutua 

sobre a superfície da água, muito embora sua densidade seja muito maior do 

que a da água, a caminhada dos insetos sobre superfícies líquidas (YOUNG, 

2008). 

As moléculas da camada superficial do líquido têm energia potencial 

maior do que as moléculas do interior, essa energia é resultado do trabalho 

realizado pelas forças de atração exercidas pelas moléculas do interior do líquido 

sobre as que se deslocam para a superfície (YOUNG, 2008). E como qualquer 

sistema em estado de equilíbrio, para o qual a sua energia é mínima, um líquido 

em equilíbrio deve ter a menor área superficial possível, ou seja, devem existir 

forças agindo no sentido de reduzir esta área. 

Para o crescimento DLA, parâmetro �� é análoga à "tensão superficial" 

(MEAKIN et al., 1987; BATCHELOR; HENRY, 1992). Esta analogia está 

frequentemente relacionado com interação de fluidos, quando a forma da 

superfície de um líquido depende das propriedades do fluido ou na superfície 

que está em contato, tais como o manejo viscoso, estudada por Meakin et al . 

(1987). A referência para o efeito de "tensão superficial" na forma de agregados 

foi feita pela primeira vez por D'Arcy Thompson em 1917 para descrever a forma 

de agregados de células e tecidos (THOMPSON, 1992).  
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4. METODOLOGIA 

4.1. Diffusion-Limited Aggregation (DLA) 

Os passos do modelo DLA utilizados no presente estudo são análogos ao 

do modelo DLA padrão, vistos na seção 3.3. Modificamos o número de possíveis 

direções para o passeio aleatório e o número de sítios vizinhos vistos pelas 

partículas de entrada. Na grade triangular, a partícula se move aleatoriamente 

em seis direções e a off-lattice DLA que usa um passeio aleatório fora da grade, 

diferentimente da grade triangular. 

 

4.1.2. Grade Triangular 

O modelo DLA padrão sobre a rede triangular é então descrita pela 

equação de Laplace discreta: 

 R<,V = (R<?@,V + R<I@,V + R<,VI@ + R<,V?@ + R<?@,V?@ + R<I@,VI@)/6 (4.1) 

Esta equação calcula o valor da função RYU< , 1VZ pela média aritmética dos 

seis valores vizinhos ao ponto de coordenadas YU<, 1VZ. 

Nessa generalização, levamos em consideração a probabilidade de 

agregação local (D), definida como:  

 D = ��j?\ (4.2) 

onde ] ∈ _1,2,3,4,5a, e representa o número de sítios vizinhos visto pela partícula 

que se aproxima do agregado. Segue as mesmas condições de contorno do 

modelo padrão. Porém, a probabilidade do crescimento num sítio neste caso é: 

 �<,V = D(R<?@,V + R<I@,V + R<,VI@ + R<,V?@ + R<?@,V?@ + R<I@,VI@)/6 (4.3) 

 

4.1.3. Off-Lattice 

Em um modelo off-lattice DLA, as partículas são representadas como um 

círculo de diâmetro constante, diferentemente do modelo lattice DLA em que as 

partículas são em formas de quadrados (MOLCHANOV, 1999). Além disso, 

perde simplificação de que as partículas poderiam mover-se somente na 

horizontal ou na vertical, no caso de uma rede quadrada. As partículas estão se 

movendo livremente através da área em qualquer direção. 
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O processo básico para a formação de aglomerados por meio de off-lattice 

DLA é como se segue: inicialmenteo, clusterou agregado consiste em uma única 

partícula de semente. Uma nova partícula é lançada, que pode realizar um 

passeio aleatório continuo até que ela atinga o cluster. Depois, outra partícula é 

lançada e este processo é repetido até o cluster atingir um tamanho pré definido 

(OSSADNIK, 1991). Se uma partícula se sobreponha outra, essa partícula é 

movida para outra posição e é incorporada no agregado (VICSEK, 1989). 

• Off-Lattice com 4 vizinhos  

Nessa generalização, levamos em consideração a probabilidade de 

agregação local (D),definida como:  

 D = ��[?\ (4.4) 

onde o parâmetro 0 < �� < 1 corresponde à tensão superficial local, e ] ∈ _1,2,3a 
é o número de sítios vizinhos visto pela partícula que se aproxima do cluster. 

• Off-Lattice com 8 vizinhos 

Nessa generalização, levamos em consideração a probabilidade de 

agregação local (D), definida como:  

 D = ��k?\ (4.5) 

Nesse caso, ] ∈ _1,2,3, … ,7a é o número de sítios vizinhos visto pela 
partícula que se aproxima do cluster. 

 

4.2. “Traveling Observer” Multifractal Detrended Fluctuation Analysis 

4.2.2. Sériede dados 

Inicialmente, as imagens do contorno das estruturas obtidas pela 

generalização do modelo DLA são sobrepostas sobre um plano cartesiano, de 

tal maneira que o centro de massa do contorno seja o centro dos eixos 

coordenados (Figura 4.1). 
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Figura 4.1: Em (A), imagem obtida pela generalização do modelo DLA off-lattice 
4 vizinhos com 50.000 particulas e �� = 0,11. Em (B), representação de seu 
contorno que serve para definir a série periódica do contorno de flutuações. 

 

 

Seja C  o contorno do agregado. Assim, a série de dados é utilizando os 

valores do raio N do contorno no ângulo l. Os valores dos raios são calculados 

através das distâncias do centro no ponto h(0,0) ao ponto (U<,m , 1<,m), onde 

U<,m, 1<,m ∈ n e B = 1,2,3, … , o, uma vez que U e 1 são as coordenadas do pixel do 

contorno no ângulo l, com l variando de – q a q. 

O raio do contorno Nr normalizado (adimensional) no ponto B do contorno 

dos agregados é definido como: 

 

Nr = sU<,mG + 1<,mG
NO  

(4.6) 

em que NO é definido como a média dos raios de t pontos na estrutura, NO =t?@ ∑ N<v?@<w�  (LESTREL, 1997). Portanto, seNr < 1, o ponto do contorno está dentro 

do círculo. No entanto, se Nr x 1, o ponto do contorno observado está fora do 

círculo. 

 

4.2.3. Multifractal Detrended Fluctuation Analysis (MF- DFA) 

Seja yv uma série temporal de Nr com valores entre −q  e q, de 

comprimento �, correspodente ao número de pixels que formam o contorno, com 

média yz. 
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O algoritmo do MF-DFA é dado a seguir: 

1. Inicialmente, a série temporal yv é integrada produzindo: 

 |< = ;(yv − yz),      B = 1, … , �<
vw@  (4.7) 

em que yz = @" ∑ yv"<w@  representa a média da série yv. 

2. A série integrada |< é dividida em �} = Bo2J�/DK segmentos não 

sobrepostos de igual tamanho D e em cada segmento D = 1, … , �}.  

3. Calcula-se a tendência local 1~(B) para cada um dos �} segmentos pelo 

ajuste linear ou polinomial. Então, determina-se a variância sem 

tendência: 

 �G(D, �) = 1D ;_|J(� − 1)D + 1K − 1~(B)aG,      � = 1, … , �}
}

<w@  (4.8) 

4. A função de flutuação de ordem � da série é dada pela expressão 

 

�:(D) = � 1�} ;J�G(D, �)KA�
"�

~w@ �
�A
 (4.9) 

onde � pode assumir qualquer valor real, exceto zero. Em aplicações na prática, 

o valor de � é truncado em valores positivos e negativos. No presente estudo, o � varia de -10 a 10. 

5. Se a série yv possui as correlações de longo alcance, a função de 

flutuação �:(D) aumenta com D, como uma lei de potência, 

 �:(D)~D�(:) (4.10) 

O expoente de escala ℎ(�) representa o coeficiente angular da reta 

log(D) versus � !�:(D). Para valores positivos de �, ℎ(�) descreve a invariância 

escalar dos segmentos com grandes flutuações e, para valores negativos de �, ℎ(�) descreve a invariância escalar dos segmentos com pequenas flutuações. 

Em processos monofractais, o valor do expoente ℎ(�) é constante (independente 

de �) e para processos multifractais ℎ(�) é uma função decrescente de �, 

significando existência de uma hierarquia de expoentes de correlação e uma 

maior complexidade de organização temporal. 
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Além da forma funcional ℎ(�), as propriedades multifractais do contorno 

também podem ser caracterizadas através do espectro de singularidade 
(�), 

que se relaciona ao expoente 	(�) obtida através da transformação de Legendre,  

 �(�) = 	�(�) = L	(�)L�                  
(�) = ��(�) − 	(�) (4.11) 

onde 	(�) = �ℎ(�) − 1 e é denominado expoente de escala de Renyi. Temos que �(�) é o poder de singularidade ou expoente Holder, enquanto 
(�) denota a 

dimensão do subconjunto da série que é caracterizado por �(�). 

Em séries temporais monofractais, o espectro é representado por apenas 

um ponto; já para uma série multifractal, o espectro é representado por uma 

função côncava para baixo, em que 
(�) avalia o grau de multifractalidade do 

processo (FEDER, 1988; KANTELHARDT et al., 2002). 

Um conjunto de parâmetros pode ser extraído a partir dos espectros 

multifractais (Figura 4.3) para a caracterização de complexidade de contorno, 

cada um com uma interpretação intuitiva (DUARTE-NETO et al., 2014): 

i) ��, a posição do máximo de 
(�), que corresponde ao ponto em que � →0.  
ii) ∆�, a largura do espectro, a estimativa do intervalo de α onde 
(�) x 0, 

obtido como ∆� = �OPQ − �O<�. 

iii) ∆� +, a contribuição da parte positiva de � na gama do espectro, 

calculado pela ∆�+= �� − �O<�. 

iv) ∆� −, a contribuição da parte negativa de � na gama do espectro, 

calculado pela ∆�−= �OPQ − ��. 

Figura 4.2: Representação esquemática dos parâmetros multifractais extraídos 
a partir do espectro singularidade. 

 
Fonte: Duarte-Neto et al. (2014). 
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Estes parâmetros descrevem a multifractalidade do sinal e, 

consequentemente, a "Complexidade" da forma de contorno. O �� dá indicação 

se o processo subjacente é regular na aparência (TELESCA; LAPENNA, 2006). 

Assim, se �� é baixo, o sinal é não correlacionado e o processo subjacente 

“perde a estrutura fina”, exibindo um contorno suavizado (SHIMIZU et al., 2002). 

O parâmetro ∆� mede a amplitude de expoentes fractais necessários para 

descrever o sinal, ou seja, mede a largura do espectro de singularidade 
(�). 

Portanto, quanto maior a amplitude, mais "forte" são as características 

multifractais. Parâmetros ∆� + e ∆� − funcionam como uma medida do domínio 

de expoentes fractais da maior e menor singularidade, respectivamente. Quanto 

maior for ∆� −, mais forte o peso da parte negativa de � no espectro fractal e 

pequenas flutuações dominam o contorno (correspondente a estrutura fina) e, 

se o espectro é dominado por ∆� + , grandes flutuações dominam o contorno. 

 

4.3. Simulações 

Os algoritmos foram implementados em linguagem C/C++ e, a máquina 

utilizada nas simulações possui processador Core i5 e memória RAM de 4G. Os 

algoritmos foram divididos em duas etapas: 

I. O crescimento dos agregados é com base na generalização do modelo 

DLA, levando em consideração a tensão superficial, modificando a 

restrição do número de possíveis direções para o passeio aleatório e o 

número de sítios vizinhos vistos pelas partículas de entrada, variando o 

valor de ��de 0,01 a 1,0 ao passo de 0,01. Inicialmente, uma semente foi 

colocada no centro de uma matriz de 512 x 512. As novas partículas eram 

liberadas a partir de uma posição aleatória em um círculo com o raio inicial 

de 100. Essas partículas se movem de forma aleatória (Grade triangular) 

ou através de um passeio aleatório contínuo (Off-lattice). As partículas 

que atingem o círculo de lançamento são descartadas e, as que atingem 

o perímetro de crescimento têm probabilidade de agregação (D) (Eq.(4.2), 

(4.4) e (4.5), para a grade triangular, off-lattice com 4 vizinhos e off-lattice 

com 8 vizinhos, respectivamente). Cada vez que uma partícula se agrega, 

o tamanho do raio do conjunto é comparado com o raio do círculo de 

lançamento, que é, por sua vez, aumentada a fim de manter uma distância 



29 
 

 

mínima de ∆N = 10 (Figura 3.4). Cada processo de agregação termina 

quando o conjunto atinge o tamanho de 50 mil partículas. Cada condição 

de crescimento foi repetida 20 vezes para minimizar as variações devido 

a um erro aleatório, totalizando 3000 imagens. Em simulações off-lattice 

com 4 vizinhos, as simulações duravam em média 15 minutos. No 

entanto, para off-lattice com 8 vizinhos, duraram em média 35 minutos e, 

na grade triangular, duraram em média 20 minutos. 

II. Detecção contorno dos agregados e análise multifractal do contorno a 

partir da técnica "Traveling Observer" Multifractal Detrended Fluctuation 

Analysis, descrita no tópico 4.2. Para cada agregado, foi obtido uma 

matriz com informações das partículas extraído do contorno. A partir 

dessas informações, obtivemos o espectro de singularidade, bem como 

os parâmetros multifractais de cada agregado para os diferentes grades 

e tensão superficial (��). 
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5. RESULTADOSE DISCUSSÕES 

As Figuras 5.1, 5.2, 5.3 e 5.4 mostram os conjuntos de agregados obtidos 

a partir do modelo generalizado DLA para a grade quadrada, off-lattice com 4 e 

8 vizinhos e a grade triangular, respectivamente. Nota-se que as estruturas 

obtidas a partir de uma baixa probabilidade de agregação, os agregados são 

mais compactadas, assemelhando-se a estruturas obtidas pelo modelo de Eden 

(BARABÁSI; STANLEY, 1995) e, consequentemente, resultando em uma 

superficie mais lisa. Porém, à medida que essa probabilidade aumenta, as 

estruturas tornam-se mais onduladas, com saliências e cavidades e mais 

ramificadas. Esta  característica  é  observada  na  natureza  durante o  processo  

de  biomineralização (SÖLLNER et al., 2003; MURAYAMA et al., 2005; 

MUKKAMALA et al., 2006; SPADAFORA et al., 2010). De acordo com Duarte-

Neto et al. (2014), isso ocorre porque, quanto menor o valor da tensão superficial (��), a nova particula lançada necessitará de mais vizinhos para que se conecte 

com a estrutura. Assim, a maneira como a particula se agrega uma com as outras 

é uma caracteristica importante para controlar a rugosidade da forma do 

agregado. Observa-se ainda, através dessas figuras, que as estruturas, obtidas 

usando grade triangular ou off-lattice com 8 vizinhos, apresentaram formas 

arredondadas, enquanto off-lattice com 4 vizinhos resulta em formas quadradas, 

semelhantes às de simulações em uma grade quadrada (DUARTE-NETO et al., 

2014). 
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Figura 5.1: Diagrama morfológico de agregados com 50 mil partículas com 

diferentes probabilidades de agregação (grade quadrada). 

 

Fonte: Duarte-Neto et al. (2014b) 
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Figura 5.2: Diagrama morfológico de agregados com 50 mil partículas com 
diferentes probabilidades de agregação, (off-lattice DLA com 8 vizinhos). 
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Figura 5.3: Diagrama morfológico de agregados com 50 mil partículas com 
diferentes probabilidades de agregação, (off-lattice DLA com 8 vizinhos). 
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Figura 5.4: Diagrama morfológico de agregados com 50 mil partículas com 
diferentes probabilidades de agregação, (DLA grade triangular). 
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Para as diferentes grades, verificou-se que o expoente generalizado ℎ(�) 

apresenta um decaimento monótono em relação à � (Figura 5.5 A, Figura 5.6 A 

e Figura 5.7 A), ou seja, à função ℎ(�) decai à medida que � aumenta, indicando 

a necessidade de diversos expoentes de escala para descrever as propriedades 

fractais de diferentes momentos de �. 

Alternativamente, a propriedade multifractal também pode ser refletida por 

outras duas medidas: o expoente de Rényi 	(�) e o espectro de singularidade 
(�), obtidos através do expoente generalizado de Hurst. Nas Figuras 5.4 B, 5.5 

B e 5.6 B, verifica-se que o expoente 	(�) não é função linear de �, apresentando 

dois diferentes regimes para os valores � negativos e positivos, mostrando que 

as flutuações de contorno dos agregados obtidos por diferentes grades possuem 

propriedades multifractais. A mesma conclusão pode ser obtida observando-se 

os espectros de singularidade 
(�) (Figura 5.5 C, Figura 5.6 C e Figura 5.7 C), 

os quais exibem uma forma côncava para baixo com um ponto máximo, 

reafirmando a presença de multifractalidade. Tais características foram 

encontradas por Duarte-Neto (2012) ao analisar a multifactalidade de agregados 

na rede quadrada. 

As Figuras 5.4, 5.5 e 5.6 mostram que a multifractalidade dos agregados, 

obtidos pela generalização do modelo DLA padrão para triangular lattice e off-

lattices (4 e 8 vizinhos), dependem da tensão superficial (��), tornando-se mais 

fraca à medida que se aproxima do limite de um DLA padrão (�� = 1). O mesmo 

acontece em resultados encontrados por Duarte-Neto (2012) em agregados 

obtidos a partir da grade quadrada. A fraca multifractalidade também foi 

observada para o DLA padrão em outros estudos, tanto em relação à 

multifractalidade na distribuição de probabilidade de crescimento durante o 

processo de DLA (HAYAKAWA et al., 1987; NITTMANN; STANLEY, 1987) 

quanto na distribuição de massa (VICSEK et al., 1990; HANAN; HEFFERNAN, 

2001, 2012). 
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Figura 5.5: (A) O q-ésimo momento versus o expoente generalizado ℎ(�), (B) q-
ésimo momento versus o expoente multifractal 	(�), e (C) o espectro de 
singularidade 
(�) para diferentes valores de �� (Off-lattice com 4 vizinhos). 

 

Figura 5.6: (A) O q-ésimo momento versus o expoente generalizado ℎ(�), (B) q-
ésimo momento versus o expoente multifractal 	(�) e, (C) o espectro de 
singularidade 
(�) para diferentes valores de �� (Off-lattice com 8 vizinhos). 
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Figura 5.7: (A) O q-ésimo momento versus o expoente generalizado ℎ(�), (B) q-
ésimo momento versus o expoente multifractal 	(�), e (C) o espectro de 
singularidade 
(�) para diferentes valores de �� (Grade Triangular). 

 

Nas Figuras 5.7 B, 5.8 B e 5.9 B, observa-se o parâmetro ∆� em função 

de �� para os agregados com diferentes grades. A largura do espectro 

multifractal é o melhor indicador do grau de multifractalidade de um processo 

estocástico. Quanto maior o valor assumido por ∆� (maior largura do espectro 

multifractal), mais forte a multifractalidade (DUARTE-NETO et al., 2014).Para 

agregados off-lattice com 4 vizinhos e a grade triangular, a multifractalidade mais 

forte foi observada para �� = 0,06 (Figura 5.5 C e Figura 5.7C). O pico observado 

em  ∆� + corresponde a esse valor (Figura 5.8 D e Figura 5.10 D). No entanto, 

estruturas obtidas como DLA off-lattice com 8 vizinhos, o agregado com �� =
0,04  foi o qual apresentou a multifractalidade mais forte (Figura 5.6 C), e o pico 

observado para  ∆� + corresponde também a esse valor (Figura 5.9 D). Assim, 

diferem da grade quadrada que apresentou multifractalidade mais forte no 

agregado com �� = 0,07 (DUARTE-NETO, 2012). 

Se fizermos uma analogia dos parâmetros multifractais obtidos aqui com 

grandezas termodinâmicas em outros sistemas físicos, podemos considerar a 

tensão superficial �� como responsável por provocar flutuações no contorno dos 
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agregados (equivalente à temperatura), o ponto máximo ��  do espectro de 

singularidade 
(�) como um parâmetro de ordem (magnetização) e ∆�, sendo 

sua função resposta (susceptibilidade) (Figura 5.8 A e B, Figura 5.9 A e B e 

Figura 5.10 A e B). Assim, com essa relação, podemos verificar a existência de 

uma transição de fase. Os picos apresentados nas Figuras 5.7B, 5.8B e 5.9B 

seriam os pontos criticos (�� = 0,06 ou 0,04). Para valores abaixo de ��, a fase 

é ordenada, na qual os contornos dos agregados são mais suaves e, para 

valores acima de ��, a fase é desordenada, onde os contornos são rugosos. 

Essa transição de fase está associada a bruscas alterações estruturais em 

resposta à variação da tensão superficial (��).De acordo com Duarte-Neto et al.  

(2014), os valores de �� é baixo quando as flutuações do contorno não estão 

correlacionadas e o processo subjacente “perde a estrutura fina”, ou seja, a 

estrutura dominante tem mais energia em maiores flutuações, uma vez que 

pequenas flutuações tornam-se menos frequentes. 

Figura 5.8: Variação dos parâmetros multifractais como uma função da "tensão 
superficial" (��). (Off-lattice com 4 vizinhos) 
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Figura 5.9: Variação dos parâmetros multifractais como uma função da "tensão 
superficil" (��). (Off-lattice com 8 vizinhos) 

 

 

Figura 5.10: Variação dos parâmetros multifractais como uma função da "tensão 
superficial"  (��). (Triangular lattice) 
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As Figuras 5.10 A-D mostram que o comportamento dos parâmetros 

multifractais depende do número de vizinhos observados pela partícula que em 

movimento, ou seja, depende da grade utilizada. As características multifractais 

da grade quadrada e do off-lattice com 4 vizinhos apresentam o mesmo 

comportamento. Porém, para o off-lattice com 8 vizinhos e o triangular lattice 

apresentam comportamentos diferentes. No off-lattice com 8 vizinhos, o 

parâmetro ��  varia de 1,69 a 0,83, apresentando um decaimento monótono em 

relação à  ��. Para uma tensão superficial  �� = 0,01, ao analisarmos os demais 

parâmetros, observamos os valores iniciais ∆� = 0,71, ∆�−= 0,51 e ∆�+= 0,19 

e, verificamos também um pico em  �� = 0,04 com ∆� = 1,10 e ∆�+= 0,48; já 

para o parâmetro ∆� −, o valor máximo foi de ∆�−= 0,67 com  �� = 0,06. No 

entanto, na grade triangular, foi observado um comportamento um pouco 

diferente entre  �� = 0,01 e  �� = 0,04, onde os valores de �� aumentam antes 

do decaimento padrão apresentados para todas as grades. Atribui-se essa 

distinção ao fato de que os agregados formados a partir desta grade estejam 

bem mais próximos a um círculo. Ainda em relação à grade triangular, verifica-

se para uma tensão superficial  �� = 0,01, que os valores iniciais para os 

parâmetros multfractais são ∆� = 0,56, ∆�−= 0,43 e ∆�+= 0,14, apresentando 

um ponto máximo de ∆� = 1,09 e  ∆�+= 0,52 para  �� = 0,06; já para o 

parâmetro∆� −, o pico observado foi com  �� = 0,09 (∆�−= 0,69). 

De acordo com Duarte-Neto et al. (2014), essa direfença entre as grades 

está relacionada à forma do agregado e não às restrições nas direções 

disponíveis para os passeios aleatórios. A partir desses resultados, verifica-se 

que não importa se a partícula usa um passeio aleatório contínuo fora da grade 

ou um passeio aleatório em uma grade, o comportamento dos parâmetros 

multifractais será semelhantes. No entanto, a forma do agregado altera um 

pouco esse comportamento. 

Da mesma forma que Duarte-Neto (2012) obteve expoentes críticos que 

tornaram o sistema independente de escala (número de partículas agregadas), 

é provável que haja expoentes críticos que tornam o comportamento dos 

parâmetros multifractais universal quanto ao número de vizinhos, mais 

precisamente à forma dos agregados. A dependência de escala apresentada 
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pelo último autor citado pode ser na verdade a mesma dependência da forma 

apresentada no presente trabalho, uma vez que estruturas com um menor 

número de partículas apresetaram formas mais arredondadas. 

Figura 5.11: Valores médios dos parâmetros multifractais como uma função da 
tensão superficial (��) para diferentes grades. 
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6. CONSIDERAÇÕES FINAIS 

 

Este trabalho teve como objetivo avaliar as propriedades multifractais de 

estruturas obtidas pela generalização do modelo DLA que leva em consideração 

a probabilidade de agregação local em diferentes grades (grade triangular e off-

lattice), modificando o número de possíveis direções para o passeio aleatório e 

o número de sítios vizinhos experimentados pelas partículas de entrada a partir 

da técnica “Traveling Observer” Multifractal Detrended Fluctuation, extraindo um 

conjunto de parâmetros a partir do espectro mulifractal. 

Independentemente do tipo de grade utilizada nas simulações, os 

agregados obtidos a partir de uma baixa probabilidade de agregação local são 

mais compactos e, à medida que aumenta a probabilidade, as estruturas tornam-

se mais onduladas e mais ramificadas. Verificou-se que não importa se a 

partícula usa um passeio aleatório contínuo fora da grade ou um passeio 

aleatório em uma grade, o comportamento dos parâmetros multifractais será 

semelhante. No entanto, a forma do agregado altera esse comportamento. 

Para as diferentes grades, o parâmetro ��  se comportou como um 

parâmetro de ordem e  ∆� sendo sua função resposta. Verificou-se uma 

transição de fase dos agregados, na qual as estruturas passam de uma fase 

ordenada para uma fase desordenada. Os parâmetros multifractais abordados 

nesse trabalho podem ser utilizados para expressar quantitativamente o nível de 

organização das partículas dos agregados naturais. Portanto, o comportamento 

desses parâmetros demonstra forte semelhança com transições de fase 

observadas em outros sistemas classicos da física estatística, mostrando 

propriedades ainda não observadas para um modelo de agregação microscópico 

em diferentes grades. 
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