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Resumo

Os espacos de Hilbert e operadores tém sido utilizados na descri¢do dos sis-
temas quanticos e operagoes quanticas com um tremendo sucesso. Porém, alguns
resultados aparentemente simples se tornam excessivamente complicados ou inaces-
siveis, tornando-se dificil chegar & esséncia dos resultados. A abordagem via Teoria
das Categorias permite de forma unificada investigar as propriedades quanticas em
contextos fora do ambiente dos espagos de Hilbert. Talvez as trés propriedades mais
atraentes dessa abordagem sejam: em primeiro lugar, é possivel identificar imedia-
tamente as particularidades dos nossos sistemas quanticos. Em segundo lugar, po-
demos representar os resultados usando a intuitiva forma de diagramas, a qual nos
possibilita manipular tal linguagem de uma maneira acessivel da mesma forma que
¢é abordada com equacdes. Por dltimo, quando induzimos a utilizacdo da teoria das
categorias como modelagem a Mecénica Quantica, isto no d4 uma nova perspectiva
a mesma, além disso, abre-se todo o mundo da matematica com possiveis locais para
onde a computagido quantica possa ter lugar. Contudo, grande parte deste campo
relativamente recente de estudo é coberto apenas de maneira fragmentada ou a nivel
de investigacdo. Nosso foco principal sao as categorias monoidais, principalmente as
simétricas, para o qual se propoe uma interpretagao fisica. Uma especial atencao é
dada as categorias que tem espacos finitos e assim direcionamos para as categorias
x-autonomos, na sua particularidade com o espaco de Chu. Investigamos as propri-
edades categoricas dos espagos de Chu com o propoésito de usar estes espagos como
modelo da mecénica quantica categorica. Realizamos uma exposicdo introdutoéria da
Teoria das Categorias e dos espagos de Chu. Mostramos que a categoria dos espacos
de Chu, Chug, é uma categoria monoidal simétrica, compacta e cartesiana. Nao
foi possivel encontrar uma estrutura dagger, porém indicamos possiveis alternativas
para trabalhos futuros.

Palavras-chave: Categorias, Mecanica Quantica, Computacao, Categorias
monoidais, Espaco Chu.
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Abstract

Hilbert spaces and operators have been used in the description of quantum
systems and quantum operations with tremendous success. However, some seemingly
simple results become excessively complicated or inaccessible, making it difficult to
get to the essence of the results. The approach via Category Theory allows a unified
way to investigate the quantum properties in contexts outside of the environment
of Hilbert spaces. Perhaps the three most attractive properties of this approach
are: first, you can immediately identify the particularities of our quantum systems.
Secondly, we can represent the results using the intuitive form of diagrams, which
enables us to handle such language in an accessible way in the same way that is
covered with equations. Finally, when we induced the use of category theory and
modeling to quantum mechanics, it gives a new perspective on the same also opens
up the world of mathematics with possible places where quantum computing can
take place. However, much of this relatively new field of study is covered only in a
piecemeal way or the level of research. Our main focus are the monoidal categories,
mostly symmetrical, for which we propose a physical interpretation. a special atten-
tion is given to categories that have finite spaces and so we direct to the categories
x-autoénomos in its particularity with Chu space. We investigated the properties of
categorical Chu spaces with the purpose of using these spaces as a model for cate-
gorical quantum mechanics. We conducted an introductory statement of the theory
of categories and Chu spaces. We show that the category of Chu spaces, Chuy is
a symmetric monoidal category, compact and Cartesian. Could not find a dagger
structure but indicated possible alternatives for future work.

Key-words: Categories, Quantum Mechanics, Computer, monoidal cate-
gories, Chu space.
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1 Introducao

Teoria das Categorias e Mecanica Quantica constituem, supostamente, dois cam-
pos cientificos completamente diferentes. Na realidade, nao s6 possuem muito em comum

como sao enriquecidos mutuamente a partir de visoes e abordagens de um sobre outro
(ABRAMSKY; COECKE, 2004; COECKE; DUNCAN, 2008; COECKE, 2011).

Em um primeiro momento, a Teoria das Categorias pode ser vista como uma
generalizacao da algebra de fungdes (AWODEY., 2010). Nesse contexto, claramente, a
principal operagao sobre funcoes é a composicao. Na realidade, uma Categoria ¢ uma

estrutura abstrata constituida de objetos e setas entre os objetos, com uma propriedade
fundamental que é a composicionalidade das setas (ABRAMSKY; TZEVELEKOS, 2011).

A principio, pode-se pensar na questao ‘por que do estudo das Categorias?” Pode-

mos oferecer uma gama de respostas que vém de diferentes origens:

e Matematicos: a teoria das categorias organiza os contextos matematicos de uma

maneira nova e poderosa, revelando novas conexoes e estruturas, permitindo uma

visdo mais ampla (MACLANE, 1998; OOSTEN, 2002).

e Cientistas da computacgao: a teoria das categorias d4 uma nova maneira de
abordar importantes no¢oes como composicionalidade, abstragao, independéncia de
representagao, genericidade e muito mais (BARR; WELLS, 1999; PIERCE, 1988;
PIERCE, 1991).

e Logicos: a teoria das categorias dd uma visao independente da sintaxe das es-
truturas fundamentais da logica, e abre novos tipos de modelos e interpretagoes
(ABRAMSKY:; TZEVELEKOS, 2011; BLUTE; SCOTT, 2004; BORCEUX, 1994;
MAKKATIL REYES, 1977; LAMBEK; SCOTT, 1986).

e Fisicos: a teoria das categorias oferece novas maneiras de formular teorias fisicas

numa forma estrutural com aplicagoes recentes surpreendentes a Computagao Quan-
tica (COECKE, 2011; COECKE, 2006).

e Fil6sofos: a teoria das categorias d4 uma nova abordagem para os fundamentos
estruturalistas da matematica e da ciéncia; uma alternativa ao tradicional foco em
teoria dos conjuntos (SHULMAN, 2008; BLASS, 1984).



Teoria das Categorias é uma teoria recente, tendo sido criada por S. Eilenberg e S.
Mac Lane em 1945 (EILENBERG; LANE, 1945), como uma decorréncia de seus trabalhos
em topologia algébrica. Desde entdao tem influenciado muitas areas, como uma forma
revolucionaria de entendimento e de abordagem. Atualmente esta Teoria, a Mecanica
Quantica (ABRAMSKY; COECKE, 2004), e a Ciéncia da Computacao (BARR; WELLS,

1999) constituem uma area de pesquisa extremamente ativa internacionalmente.

Entre diversas caracteristicas da Teoria das Categorias que motivam o seu uso em
Mecénica Quéantica (BAEZ; STAY, 2011; COECKE, 2006), destacam-se:

1. Independéncia de Implementacao: Objetos e setas sao entidades primitivas as quais
nao sdo, necessariamente, colecoes de elementos e de fungoes. Portanto, Teoria das
Categorias pode ser considerada como uma formalizacao adequada para tratar pro-
priedades abstratas independentemente de estruturas. Esta é mais uma caracteris-
tica relevante a Mecanica Quantica: permite tratar propriedades “independentes de

implementagao.”

2. Dualidade: Em Categorias, as principais ideias ocorrem aos pares, de acordo com
uma noc¢ao genérica de dualidade. Assim, de certa forma, pode-se afirmar que a
nocao categorial de dualidade divide o trabalho pela metade, tanto em termos de
construgoes como de resultados. Inclusive, a noc¢ao de dualidade, embora 6bvia na

Teoria das Categorias, frequentemente nao ¢ intuitiva em outras teorias.

3. Notagdo Grdfica: Uma das caracteristicas da Teoria das Categorias é a expressao
de equagoes na forma de diagramas, facilitando a identificacdo e a compreensao de

seus componentes e de seus relacionamentos.

4. Ezpressividades de suas construgoes: Uma das grandes vantagens do uso desta abor-
dagem categérica na Mecanica Quantica é a expressividade de suas construgoes que
frequentemente nao possuem paralelo nas demais teorias como na Teoria de Con-
juntos. Essa expressividade permite formalizar ideias complexas de forma simples,
bem como propicia um novo, ou melhor entendimento das questoes relacionadas a

Mecanica Quéantica.

5. Heranca de Resultados: Por fim, esta teoria permite construir categorias a partir de
categorias ja existentes, bem como passar de um tipo de estrutura matematica para
outro. Em ambos os casos, frequentemente, é possivel herdar resultados a provados
de uma categoria para outra, simplificando e até dispensando a verificacao de alguns

resultados.



Ha& na literatura inimeras propostas de que a Mecéanica Quantica pode ser expressa
utilizando Categorias em vez do tradicional espago de Hilbert (BAEZ, 2006; ABRAMSKY
COECKE, 2004). Especificamente, as Categorias monoidais simétricas dagger(t —CMS -
iremos abordar no capitulo 6) com estruturas de base ‘suficiente’, onde conseguem descre-
ver muitas caracteristicas da Mecénica Quantica (COECKE; DUNCAN;, 2008; COECKE;
PAVLOVIC, 2007; COECKE; PAQUETTE; PAVLOVIC, 2008).

Coecke e Edwards (2008) exploram alguns exemplos concretos de Categorias Mo-
noidais Simétricas para modelar caracteristicas importantes da Mecanica Quéntica, por
exemplo, o protocolo de teletransporte quantico (COECKE; EDWARDS, 2008). Tais au-
tores mostram dois fatos importantes: que o modelo de ‘brinquedo’ de Spekkens (SPEK-
KENS, 2007) é uma interessante instancia da axiomética quantica categérica e que dentro
de FRel - categoria de conjuntos finitos e as rela¢des com o produto cartesiano como um
tensor- o conjunto de dois elementos {0, 1} vem equipado com dois observaveis comple-

mentares.

Neste contexto, nossa atencao especial é dada as categorias que tém espagos finitos,
direcionamos o estudo para as categorias *-auténomas, e seus casos particulares como os

Espagos de Chu.

Espago de Chu é um caso especial de uma construgao que apareceu originalmente
na monografia de Chu (1979) (CHU, 1979), como um apéndice ao livro de Barr (1979)
(BARR, 1979).

O interesse em categorias *-autéonomas, com o advento da Légica Linear (GIRARD,
1987), vem de que essas categorias fornecem modelos para Logica Linear Multiplicativa

(e com os pressupostos adicionais para toda Légica Linear) (SEELY, 1989).

A construgao Chu aplicada a categoria Set, de conjuntos de fungoes, foi intro-
duzida de forma independente (com o nome de ‘games’) por Lafont e Streicher (1991)
(LAFONT; STREICHER, 1991) e subsequentemente (sob o nome de espagos de Chu) foi
objeto de uma série de artigos produzidos por Pratt (1999) e seus colaboradores (PRATT,
1997; PRATT, 1995; PRATT, 2003b; DEVARAJAN et al., 1999).

Espaco de Chu tem varios aspectos interessantes, dentre eles:

e Eles tém uma estrutura rica que em particular formam modelos de Légica Linear
(PRATT, 2003a).

e Eles tém uma teoria de representagao preciosa: muitas categorias concretas de inte-

resse podem ser totalmente incorporadas em espagos de Chu.

e H4 uma nogao natural de ‘légica local’, em espagos de Chu (BARWISE; SELIGMAN,



1997) e uma caracterizagao interessante de transferéncia de informagao através de
morfismos de Chu (BENTHEM, 2000).

e Uma estrutura de co-monodide eficiente (PRATT, 2003a) para tratarmos estruturas

de base.

Aplicagoes de espacos Chu tém sido propostas em uma série de areas, incluindo
a simultaneidade (PRATT, 2003b), teoria dos jogos (VANNUCCI, 2004), sistemas fuzzy
(NGUYEN et al., 2001) e estudos mateméticos sobre a construgdo de Chu (em termos
categéricos) (BARR, 1998; GIULIL; THOLEN, 2007).

Neste sentido, iremos explorar a categoria de espacos de Chu sobre um corpo K,

sua relevancia, e possiveis usos em Mecanica Quantica.

No capitulo 3, iremos apresentar uma introducao sucinta a Teoria das Categorias.
Nos capitulos posteriores, 4 e 5, vamos abordar duas visdes interessantes sobre espacos

de Chu, assim como sua construcao Categérica e algumas construgoes basicas.

Nos capitulos 6 e 7 fornecemos uma base a abordagem categérica a Mecanica
Quantica, esta deve ser acessivel, mesmo para um leitor familiarizado com a teoria das
categorias. No capitulo 6, apresentamos a categoria monoidal simétrica que forma a estru-
tura bésica para sistemas classicos e quanticos. No capitulo 7 damos toda uma abordagem
para Mecénica Quantica Categorica, introduzimos a ideia de tensores classicos e quéanticos,

as operacgoes de copia e exclusao e a nocao de estruturas de base .

Por fim, o capitulo 8 investigamos as potencialidades na categoria Chug.



2 Objetivos

2.1 Objetivo Geral

O presente trabalho tem como objetivo geral de investigar o possivel uso em Me-
canica Quantica da categoria de espag¢o de Chu sobre um corpo K. Analisar e Explorar as
diferentes estruturas categéricas para Chu e sugerir possiveis solugdes para se obter um

funtor relevante a utilizacao em sistemas quanticos.

2.2 Objetivos Especificos

e Realizar uma introdugao sucinta da Teoria das Categorias (ABRAMSKY; COECKE,
2004; COECKE; DUNCAN, 2008; COECKE, 2011);

e Introduzir a nocao da Categoria Chug, a categoria dos Espacgos de Chu;

e Investigar quais propriedades da mecanica quantica podemos modelar utilizando

estas categorias, bem como o que parece natural;

e Saber como isso pode ser usado para dar uma perspectiva diferente sobre Mecanica

Quéantica, ou como uma ferramenta de computagao quantica;

e Compreender o espaco de Chu, como pode ser usado na mecanica quantica no futuro

e onde o estudo futuro pode ser melhor focalizado.



3 Introducao a Teoria das Categorias

O que ¢é Teoria das Categorias?

Como uma primeira aproximagao, pode-se dizer que a teoria das categorias é o
estudo matematico da algebra (abstrata) de fungbes. Assim como a teoria de grupos é
a abstracao da ideia de um sistema de permutagoes de um conjunto ou simetrias de um
objeto geométrico, teoria das categorias surge da ideia de um sistema de fungdes entre

alguns objetos.

A principal forca por tras do desenvolvimento da teoria das categorias é a sua ca-
pacidade de unificar conceitos abstratos. Informagoes gerais sobre as categorias aplicaveis

a cada categoria concreta especifica estruturas matematicas.

Muito do poder da teoria da categoria repousa no fato de refletir sobre si. Por
exemplo, veremos neste capitulo que funtores entre duas categorias constitui-se uma cate-
goria: a categoria funtor. Sob a dualidade categorica, esta prepara o palco para tudo em

matematica relacionado a algebra com sua dualidade.

Alguns exemplos, defini¢oes e teoremas abordados neste capitulo sdo explicita-
mente baseados nos livros de Coecke (2011), Abramsky e Tzevelekos (2011), Barr e Wells
(1999), Awodey. (2010), Coecke (2006) e nos seminarios de Teoria das Categorias minis-

trados por mim no segundo semestre de 2014.

Primeiramente, vamos relembrar brevemente a notacao de ‘seta’ para fungoes entre

conjuntos.

Uma funcao f com dominio X e contradominio Y é denotada por: f: X — Y.

x -y,

A operagao fundamental em fungoes é a composicio: Se f : X - Y eg:Y — Z,

entao podemos definir

gof: X =2, gof(z):=g(f(z)).

Observe que, para que a composicao seja definida, o contradominio de f deve ser o mesmo

que o dominio de g.

x -y %z



E, para cada conjunto X, ha uma funcao de identidade em relacao a X, que é
designado por:
idx : X = X, idx(z) = =x.

Essas operacoes sao regidas pelas leis da associatividade e da unidade: f : X — Y,
g: Y —=>Z h:Z—>W:

(hog)of=ho(gof), foidxy=f=idyolf.

Observe que estas equagoes sao formuladas puramente em termos de operagoes
algébricas sobre as fungoes, sem qualquer referéncia aos elementos dos conjuntos. Vamos
agora dar um primeiro passo para aprender a "pensar com setas"', podendo ver como pode-
mos substituir algumas defini¢oes familiares em fungoes redigidos em termos de elementos

equivalentes para "teoria da seta."

Dizemos que uma fungao f: X — Y é

1. injetiva se Ve, o’ e X. f(zx)=f(2)) = xz=1',
2. sobrejetiva se VyeVY. dre X. f(x)=y,

3. monico se Vg,h. fog=foh = g=h,
4. épico se VYg,h. gof=hof = g=h.

Podemos considerar uma equivaléncia entre as defini¢oes acima. Contudo, note que
a injetividade e sobrejetividade sao formulados em termos de elementos, enquanto épico e

monico sao de ‘teoria da seta’ Consideremos tal equidade através da seguinte proposicao.

Proposicao 3.1. Seja f : X — Y. Seque que,

1. f € injetiva sse f € monico.

2. f € sobrejitiva sse f € épico.

Prova. Item 1: (=) Suponha a fun¢do f : B — C injetiva e para as "setas'g,h: A - B
temos que fog(a) = foh(a) para todo a € A. Pela definicao de injetividade, isto implica
que g(a) = h(a) para todo a € A, ou seja, g = h. (<) Usando a contra-positiva, suponha
agora que f nao é injetiva, entao existe dois elementos distintos by,by € B para qual
f(b1) = f(b2). Defina g,h : B — B por

g(b)=b e hb)=

b, se b+ by,
b2, sSe b:bl



Entéo claramente, f o g(b) = f(b) para todo b € B. Também, f o h(b) = f(b) para b # by,
pois f o h(by) = f(by) = f(by), assim f o g(b) = f o h(b) para todo b € B, ou seja,
fog= foh apesar de g # h. Portanto, f ndo é monico.

Item 2: (=) Suponha a fungao f : A — B sobrejetiva e para as setas g,h : B — C
temos que g o f(a) = ho f(a) para todo a € A. Como f é sobrejetiva, todo b € B pode
ser escrito como f(a) para algum a € A e isto implica que g(b) = h(b) para todo b € B,
ou seja, g = h. Em outras palavras, f é épico. (<=) Novamente, usando a contra-positiva.
Vamos assumir que f nao é sobrejetiva, entao existe pelo menos um elemento b; € B que
nao ¢é igual a f(a) para algum a € A. Escolha qualquer outro elemento by € B e defina

g,h: B— B por:

gb)=b e h(b)—{ b, se b7 by,

by, se b=b.

Entao, g o f(a) = f(a) para todo a € A e também, uma vez que nenhum elemento de A
é mapeado para by temos que ho f(a) = f(a) para todo a € A, assim go f = ho f. Mas
é evidente que g # h, pois g(b1) # h(by). Logo, f nao é épico. [ |

Vimos as propriedades de fung¢oes que queremos considerar para a nogao abstrata
de fungao: composicao e identidade. Assim, queremos agora "abstrair'o todo, por assim

dizer. Isso é o que é realizado pela seguinte definicao.

Definicao 3.1. Uma categoria C ¢ composta de:

e Uma colegio Ob(C) de objetos: A, B, C, etc.
e Uma colegio Ar(C) de setas (ou morfismos): f, g, h, etc.

e Mapeamento dom,cod : Ar(C) — Ob(C), que atribui a cada seta f seu dominio
dom(f) e seu contradominio cod(f). Uma seta f com dominio A e contradominio

B € escrito f : A — B. Para cada par de objetos A, B, definimos o conjunto
C(A,B)={feAr(C)| f: A— B}.
Referimo-nos a C(A, B) como um hom-set.
e Para qualquer tripla de objetos A, B, C, uma composi¢ao de mapa
capc:C(A B)xC(B,C)— C(A,C).
capc(f,g) é denotado por gof ou:

AL B0



e Para cada objeto A, uma seta identidade idy : A — A.

Que satisfaz os sequinte axiomas:
ho(gof)=(hog)of;
Joida=f=1idgof.

Uma ferramenta importante na teoria das categorias é a representagao por diagra-

mas. Dizer que o seguinte triangulo comuta

é exatamente equivalente a afirmar a equagao go f = h.

Da mesma forma, dizer que o seguinte quadrado comuta

A—7t . p
h g
C—r—>D

significa que go f = ko h.

Assim, podemos representar as equagoes:

ho(gof)=(hog)of, foidy=f=1idgof,

usando os seguintes diagramas comutativos, respectivamente:

A—T . B A_Ma Yy
hog f
N \ f\
C—>D B——B

3.1 Exemplos de Categorias

Primeiramente, vamos apresentar o basico sobre ordens parciais, mondides e topo-

logias, o que fornecera exemplos recorrentes ao longo deste trabalho.

e Ordens Parciais
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Definicao 3.2. Uma ordem parcial é uma estrutura (P, <), onde P é um conjunto

e < € uma relagdo bindria em P satisfazendo:

e x <z (Refleziva)
e r<yANy<z = zx=y (Antissimetria)
e r<yANy<z = <z (Transitividade)

Se P, () sao ordens parciais, um mapa h : P — () é um homomorfismo de ordem

parcial (ou fun¢do mondtona) se:
Ve,ye P. o<y = h(x) < h(y).

Assim, podemos observar que os homomorfismos sdo fechados sob a composicao, e

que os mapas de identidade sao homomorfismos.
Mondéides

Definicao 3.3. Um mondide é uma estrutura (M,-,1) onde M €é um conjunto,
—— M x M — M € uma operagdo bindria, 1 € M, satisfazendo os sequintes

ariomas:

(x-y)-z=z-(y-2), l-z=x=x-1.

Se M, N sao monodides, um mapa h : M — N é um homomorfismo mondide se

Vmy,me € M. h(my-mg) = h(my)-h(ms), h(l)=1.

Espaco Topolégico

Definicao 3.4. Um espago topolégico é um par (X, Tx) onde X € um conjunto e

Tx € uma familia de subconjuntos X de tal modo que:

— @,XGT)(,
— se U,V € Tx em sequida, UNV € Tk,

— se {U; }ier € qualquer familia em Tx, em sequida, U;e; U; € Tx .

Um mapa continuo f : (X,Tx) — (Y,Ty) é uma funcao f : X — Y tal que, para
todo U € Ty, fﬁl(U) cTx.

Vejamos agora alguns exemplos de categorias.
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1. Qualquer tipo de estrutura matematica e as fungoes que as preservam, formam uma
categoria. Estas sdo chamadas de Categorias Concretas, exemplos deste tipo que
vocé pode ja estar familiarizado.

e Set — Conjuntos e Fungoes;

e Mon — Monodides e Homomorfismos Mondides;

Grp — Grupos e Homomorfismos de Grupo;

Vectix — Espacos Vetoriais sobre um corpo K e Mapas Lineares;

Pos — Conjuntos Parcialmente Ordenados e Fung¢oes Mondtonas;

Top — Espagos Topologicos e Fungoes Continuas;

2. Rel — Objetos sao conjuntos, as setas R : X — Y sao relagoes R C X x Y. Onde

a composicao relacional, denotada por R; S, é dada por:

Ry S(z,2) <= Ty R(z,y) N S(y,2)

3. Seja K um corpo (por exemplo, os nimeros reais ou complexos). Considere a seguinte
categoria Mat x. Os objetos sao niimeros naturais. Um morfismo M : n — m é uma

matriz n X m,com entradas em K.

4. Monoides sao categorias com apenas um objeto. As setas correspondem aos elemen-
tos do mondide, com a operacao do mondide sendo composicao de seta e a unidade

do monodide sendo a seta identidade.

5. A categoria em que para cada par de objetos A, B, ha no maximo um morfismo de

A para B é de fato uma pré-ordem: uma relagao reflexiva e transitiva.

3.2 Nocoes Basicas

Muitas nogoes mateméaticas importantes podem ser expressas no nivel geral de

categorias.

Definicao 3.5. Seja C uma categoria. Um morfismo f: X —Y em C é:

e monico (ou um monomorfismo) se fog=foh = g=h;

e épico (ou um epimorfismo) se go f = ho f = g = h.
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3.2.1 Isomorfismo

A definicdo de isomorfismo é o nosso primeiro exemplo de uma categoria teorica,
uma definicio abstrata de uma no¢ao importante. E abstrato, no sentido de utilizar apenas
as nogoes tedricas de categorias, ao invés de algumas informacoes adicionais sobre os
objetos e setas. Além disso, tem a vantagem sobre as outras defini¢oes, pois se aplica em

qualquer categoria.

Definicao 3.6. Um isomorfismo em C € uma seta i : A — B de tal modo que existe uma

seta j: B — A (o0 inverso de i) satisfazendo:
joi=1dy, 107 =1dpg.
Denota-se isomorfismos pori: A — B e escreve i~! para o inverso da i. Dizemos que A

e B sdo isomorfos, A= B, se existir algum i : A — B.

Assim, temos a no¢ao fundamental de isomorfismo de uma forma que aplica-se a
todos os contextos matematicos. Este é um primeiro interesse do nivel de generalidade que
a teoria das categorias proporciona naturalmente. Ja identificamos mondides como cate-
gorias de um objeto. Agora podemos identificar grupos como exatamente essas categorias
de um objeto em que cada seta é um isomorfismo. Isto também leva a uma generalizacao

natural, de consideravel importancia em matematica atual:

Grupdide: Categoria em que cada morfismo é um isomorfismo.

3.2.2 Categoria Oposta e Dualidade

A direcionalidade das setas dentro de uma categoria C pode ser invertida sem

quebrar as condigoes de ser uma categoria, isso gera a nocao de categoria oposta.

Definicao 3.7. Dada uma categoria C, a categoria oposta (ou ‘dual’) COF tem os mesmos
objetos que C, e
COP(A, B) :=C(B, A).

Composicao e identidades sio herdadas de C.
Observe que, se tivermos:
A-L B2

em C° isso significa
A B

em C, assim a composicdo g o f em COT é definido como fo g em C.
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Exemplo 3.1. Se P é uma pré-ordem, por exemplo (Z,<), entio P°? é dado por (Z,>).

Principio de Dualidade

Consideracoes de categorias opostas levam a um principio de dualidade: Uma
declaracao S é verdade sobre C se e somente se seu dual (ou seja, aquele obtido a partir

de S, invertendo todas as setas) é verdade sobre C.

Por exemplo, um morfismo f é monico em C? se e somente se é épico em C.

De fato, f é monico em C sse para todo g,h : C'— B em C,
feg=foh = g=h,

sse para todo g,h : B — C em C,
gof=hof = g=h,

sse f € épico em C. Dizemos que monico e épico sao nogoes duais.

3.2.3 Subcategorias

Outra maneira de obter novas categorias de antigas ¢é restringindo seus objetos ou

setas.
Definicao 3.8. Seja C uma categoria. Suponha que nos é dado colegoes
Ob(D) COb(C), VYA,Be€ObD). DA B)CC(AB).
Dizemos que D € uma subcategoria de C se
A€ ObD) = idy € D(AA),
feDAB),geDB,C) = gofeD(AC),
e, portanto, D € uma categoria.

Em particular, D é:

e Uma subcategoria full de C se para quaisquer A, B € Ob(D), D(A, B) =C(A, B).

e Uma subcategoria lluf de C se Ob(D) = Ob(C).
Exemplos

1. A categoria de conjuntos finitos forma uma subcategoria full da categoria de con-
juntos (Set);



14

2. Grp é uma subcategoria full de Mon;
3. Set é uma subcategoria lluf de Rel;

4. A categoria de grupos abelianos (Ab) forma uma subcategoria full da categoria de

grupos (Grp).

Categorias ‘simples’

Encerramos esta se¢ao com alguns exemplos béasicos de categorias.

e 1 ¢ a categoria com um objeto e uma seta, isto é,

onde a seta é necessariamente id,. Note que, apesar de dizer que 1 é a categoria de
um objeto e uma seta, nao é de modo algum unica. Isto é explicado pelo fato intuiti-
vamente evidente que quaisquer duas de tais categorias sao isomorfas. Definiremos

o que significa dizer categorias serem isomorfas mais tarde.

e Nas categorias de dois objetos, existe uma com duas setas, 2 := e e , e também:
_ _ — X\ _ — X\
2, =e——e | 2 =@ "o  2_.:=e_ e

Observe que omitimos as setas de identidade. Categorias com apenas setas de iden-

tidade, como 1 e 2, sdo chamadas de Categorias Discretas.

3.3 Algumas Construcoes Basicas

Comecamos com algumas observagoes sobre as definicoes da Teoria das categorias,
estas sao caracterizagoes de propriedades de objetos e flechas em uma categoria apenas
em termos de outros objetos e flechas, ou seja, apenas na linguagem categérica. Vamos
agora olhar para uma série de construgoes basicas que aparecem na matematica e que

adquirem a sua forma geral adequada na linguagem das categorias.

3.3.1 Objetos iniciais e terminais

As duas primeiras construcoes triviais é a de objeto inicial e terminal, que sera

muito util adiante.
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Definigao 3.9. Um objeto I em uma Categoria C € inicial se, para cada objeto A, existe
uma seta unica de I para A, que escrevemos ty : I — A.

Definig¢ao 3.10. Um objeto T em uma Categoria C é terminal se, para cada objeto A,

existe uma seta unica de A para T, que escrevemos 74 : A —T.

Notagao 3.1. Utilizamos muitas vezes o 1 para o objeto terminal e O para do inicial.

Observe que os objetos iniciais e finais sao no¢oes duais: T é o terminal em C sse

¢é inicial na C°P.
Exemplos

1. Em Set, o conjunto vazio é um objeto inicial, enquanto qualquer conjunto de um
elemento {e} é terminal. Observe que Set tem apenas um objeto inicial, mas muitos

objetos terminais.

2. Em Pos, a ordem parcial (@, 2) é um objeto inicial, enquanto ({e},{(e e)}) é

terminal.
3. Em Top, o espaco (@, {@}) é um objeto inicial, enquanto ({e}, {2, {®}}) é terminal.
4. Em Vect,, o espago de um elemento 0 € inicial e terminal.

5. Em um poset, visto como uma categoria, um objeto inicial ¢ o menor elemento,
enquanto um objeto terminal é o maior elemento. Assim, por exemplo, qualquer
algebra booleana (MENDELSON, 1977) tem ambos. Obviamente, uma categoria
nao precisa ter tanto um objeto inicial ou um objeto terminal; Por exemplo, a

ordem parcial (Z, <) nao tem nenhuma.

6. Em Cat a categoria 0 (ndo hé objectos e nao hé setas) é inicial e a categoria 1 (um

objeto e sua seta de identidade) é terminal.

A prova da seguinte proposicao, enquanto elementar, ¢ um primeiro exemplo de

raciocinio distintamente categoérico.

Proposicao 3.2. Se I e I’ sao objetos iniciais na categoria C entao existe uma isomor-

fismo tnico [ =~ I'.
Prova. I e I' sdo objetos iniciais entéo:

e [ ¢ objeto inicial, existe um tinico morfismo i; : I — I'.
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e Analogamente, I’ é objeto inicial entdo existe um tnico morfismo i, : I' — I.

Compondo os seguintes morfismo temos que
ipoir: I —1 e i[Oi]/ZI/—>II.

Como [ ¢ inicial, existe um tinico morfismo com dominio e contradominio /. Analogamente

para I'. Logo, ip oi; =idy e ifoip = idp.

. I eI’ sao isomorfos.

3.3.2 Produto e Co-produto

1. Produto

Em seguida, vamos ver a defini¢ao categérica de um produto de dois objetos em
uma categoria. Isto foi dado pela primeira vez pelo Mac Lane em 1945 (EILENBERG;
LANE, 1945), e é provavelmente o mais antigo exemplo da teoria da categoria a ser usado

para definir uma no¢ao matematica fundamental.

Mais uma vez usaremos uma noc¢ao geral para definir produto, significativo em
qualquer categoria, e de tal forma que, se um produto existe, é caracterizado unicamente,
a menos de isomorfismo tnico, assim como foi para objetos iniciais e terminais. Dado
um contexto matematico particular, ou seja, uma categoria, podemos entao verificar se o

produto existe ou nao nessa categoria.

Na teoria dos conjuntos, o produto cartesiano é definido em termos de pares orde-
nados:
XxY ={(z,y)|[re XeyeY}.

Acontece que pares ordenados podem ser definidos na teoria dos conjuntos, por

exemplo, como:

(z,y) = {{=,y}, y}.

Assim, temos as propriedades essenciais de pares ordenados:

1. Podemos obter o primeiro e segundo componentes z, y do par ordenado (z,y),

permitindo as funcgoes de projecao a serem definidas:

m (2, y) =, o (T, y) — Y.
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2. A informagao sobre as primeiras e segundas componentes determina completamente

o par ordenado:
(T1,22) = (y1,92) == 1=y €22 =1

3. A definicao categorica expressa essas propriedades em termos de "teoria das setas',

e é significativa em qualquer categoria.

Definicao 3.11. Sejam A, B objetos de uma categoria C. Um produto de A e B consiste
de:

1. um objeto A x B € C;
2. um par de morfismos, m ey, AL Ax B3 B
tal que para cada tripla A L4 B existe um dnico morfismo
<f,g>C—AXB

de tal modo que o sequinte diagrama comuta:

A<—" Ax B-Z B

! (mo<f,g >= f)
‘<f,g>
|

g mo < f,g>=g
C

Além disso, para todo A, B e C € C, a operacao
(mpo—,mo—):C(C,Ax B)— C(C,A) x C(C, B)

admite uma inversa < —,— >cAB -

Exemplos Olhamos como esta definicdo funciona em nossas categorias de exemplos

canonicos.

1. Em Set, os produtos sao os produtos cartesianos habituais.

2. Em Pos, os produtos sao produtos cartesianos com a ordem pontual.

3. Em Top, os produtos sao produtos cartesianos com a topologia produto.
4. Em Vect,, os produtos sao somas diretas.

5. Em um poset, visto como uma categoria, os produtos sao maiores limites inferiores.
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2.Co-Produto
Definimos o co-produto de modo analogo usando a uniao disjunta .

Definicao 3.12. Sejam A, B objetos de uma categoria C. Um co-produto de A e B

consiste de:

1. um objeto A+ B € C;

2. um par de morfismos, 11 € o, A> A+ B & B

tal que, para cada tripla A L ¢ & B existe um tmico morfismo [f,g] : A+ B — C de

tal forma que o sequinte diagrama comuta:

A—" - A+B-"= B

’ ]; ([f,g]oal—f)
N [f,glos=g

C

Além disso, para todo A, B e C € C, a operacao
(—ot,—o01y): C(A+ B,C) — C(A,C) x C(B,C)

admite uma inversa < —, — >c A B -

Exemplos

1. Em Set, a unido disjunta de conjuntos: X +Y := {1} x X U {2} x Y Podemos

definir injegoes

x Moxpyy
in(z) == (1,2), ina(y) := (2,y)

Dadas as fungoes f: X — Z e g: Y — Z, podemos definir

[fog] : X+Y —Z
[f,9](1,2) = f(x), Lf91(2,y) = g(y)

2. Em Pos, unides disjuntas (com as ordens herdadas) sdo co-produtos.
3. Em Top, unioes topologicas disjuntas sao co-produtos.
4. Em Vecty, somas diretas sao co-produtos.

5. Em a poset, limites minimos superiores sao co-produtos.
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3.3.3 Pullbacks e Equalizador

Pullbacks (Produto Fibrado)

A nocao de Pullbacks, como a de um produto, é aquele que surge muitas vezes em
matematica e logica. E uma generalizacao de intersecao e imagem inversa. Vamos definir

formalmente.

Definigao 3.13. Considere um par de morfismos A S0 B. O pullback de [ ao
longo de g € um par A <2~ D -5 B de tal modo que fop = goq e, para qualquer par
AL D% B temos que fop = godq, existe uma unica h : D' — D tal que p’ =poh
and ¢ = qoh.

Diagramaticamente,

Exemplo 3.2. Em Set o pullback de A o B definido como um subconjunto

do produto cartesiano:
AxeB = {(a,b) e Ax B| f(a) = g(b)}.
Exemplo 3.3. Considere uma categoria C com

Ar(C) 28 0b(C) &L Ar(C)

o

Entdao o pullback de dom ao longo de cod é o conjunto de morfismos combinaveis, isto €,

pares de morfismos (f,g) em C de tal modo que f o g estd bem definida.

Pullbacks como Objetos Terminais de uma Categoria

Dado um par de morfismos A Jood B , vamos definir um (f, g)-cone como
sendo uma tripla (D, p,q) de maneira que o seguinte diagrama comuta.

D B
A C

q
—_—

—_—

f
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Um morfismo de (f, g)-cones h : (D1,p1,q1) — (D2, pa, g2) é um morfismo h : Dy — Dy

de tal modo que o seguinte diagrama comuta.

Dy
2N
h
A D,y B

p2 q2

Podemos formar uma categoria Cone(f, g). Um pullback de f ao longo de g, se existe, é

exatamente um objeto terminal de Cone(f, g).
Equalizadores

Agora vamos considerar uma outra caracterizagdo abstrata.

f
Definicao 3.14. Considere um par de setas paralelas A ? B. Um equalizador de

(f,g9) € uma seta e: E— A tal que foe = goe e, para qualquer seta h : D — A tal que
foh=goh, existe uma dnica h: D — E tem-se h = eo h.

f
EFE—*-A—=B
A
14
D
Exemplo 3.4. Em Set, o equalizador de f,qg € dada pela inclusao

{re Al flx)=g(x)} = A.

Isto permite que a nog¢do de subconjuntos definidos equacionalmente seja definida

como equalizadores. Por exemplo, considere o par de mapas

RQf:;R
g

onde

fi(my) =2 +y%  g:(z,y)—1.

O equalizador ¢ o circulo unitdrio como um subconjunto de R?.

3.3.4 Funtor

Nao devemos olhar s6 para os objetos, devemos também olhar para as setas ou

"mapeamentos'entre as categorias. Um ‘morfismo de categorias’ é um funtor.
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Definigao 3.15. A funtor F : C — D ¢ dado por:

o Um mapa-objeto, atribuindo um objeto FA de D para cada objeto A de C.

e Um mapa-seta, atribuindo uma seta F'f : FA — F'B de D para cada seta f : A — B

de C, de tal forma que a composicao e as identidades sao preservadas:

F(gof):FgOFf, FidA:idFA.

Uma vez que funtores preservam o dominios e o contradominio de setas, para cada

par de objetos A, B de C, temos uma estrutura bem definida.

Fap:C(A B) = D(FA,FB)

As condigbes que expressam a preservacao de identidade e composi¢do sao chama-

das de funtorialidade.

Exemplos

1. (Posets) Sejam (P, <), (Q, <) ordens parciais (vistos como categorias).
Um funtor F' : (P, <) — (Q, <) é especificado por um mapa-objeto, digamos F' :

P — @), e um apropriado mapa-seta. O mapa-seta corresponde a condigao:
Vpi,p2 € P. p1 <po = F(p1) < F(p2),

isto é, a monotonicidade de F'. Além disso, as condigoes de funtorialidade sao triviais,
uma vez que no contradominio (@, <) todos os conjuntos de homomorfismos sao

unitarios. Um funtor entre Ordens Parciais é apenas um mapa monotono.

2. (Mondides) Sejam (M, -, 1), (N, -, 1) mondides.
Um funtor F': (M,-,1) — (N,-, 1) é especificado por um mapa-objeto trivial (mo-
nodides sdo categorias com um unico objeto) e um mapa-seta, dado por F' : M — N.

As condigoes de funtorialidade correspondem a
le,mgeM. F(ml-mg):F(ml)-F(mg), F(l)zl,

isto é, F' é um homomorfismo de monoides. Um funtor entre mondides é apenas

um homomorfismo de mondides.

Funtor esquecimento

"Esquece'a estrutura de um conjunto com estrutura, levando-o ao conjunto su-

porte e os homomorfismos a funcao correspondente. Assim, U : Mon — Set é o funtor
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esquecimento de Mon a Set.

Funtores "de diversas variaveis"

Definicao 3.16. Para as categorias C,D definimos o produto de categorias C x D do
sequinte modo. Um objeto em C x D é um par de objetos a partir de C e D, e uma seta
em C X D é um par de setas de C e D. Identidades e composicio de seta sao definidos

componentes a componentes:
id(A,B) = (idAy ZdB) ) (f7 g) © (f/a g,) = (f © f/7 go g/) .

Assim, um funtor ‘de duas varidveis’, com dominios C e D, a £ é simplesmente
um funtor:

F:CxD—=E&.

Por exemplo, existem evidentes funtores projecio

C+—CxD—=1D.

Exemplos Funtores valorados - Set F' : C — Set.

1. Se G é um Grupo, um funtor F' : G — Set é uma acio de G sobre um conjunto.
Para um Grupo (G,-, 1), um funtor F' : G — Set é especificado por um conjunto
X (ao qual o objeto tinico de G é mapeado), e por uma mapa-seta enviando cada
elemento m de G a uma endofuncao sobre X, digamos me _: X — X. Entao,

funtorialidade equivale a
Vmy,my € G.  F(my-mg) = F(my) o F(msy), F(1) =idx,
isto é, para todos my,my € G e todo x € X,
(my-my)ex=mj;emyex, lex ==x.
Vemos, pois, que F' define uma acao de G em X.

2. Se P é um poset representando o tempo, um funtor F' : P — Set é uma nogao

de conjunto variando ao longo do tempo. Isto esta relacionado com a semantica de
Kripke (KRIPKE, 1963).

3. Lembre-se que 2 é a categoria e ;—: e . Funtores F' : 2 — Set correspondem aos
grafos dirigidos , isto é, as estruturas (V, E, s,t), onde V' é um conjunto de vértices,
E é um conjunto de arestas, e (s,t) : E — V especifica a origem e o destino dos

vértices de cada aresta.
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Produtos como funtores:

Se uma categoria C tem produtos bindrios, entao automaticamente existe um funtor
_X_:CxC—C
que leva cada par (A, B) para o produto A x B, e cada (f,g) a

fxg:=(fom,gom).

Funtorialidade é mostrada a seguir, usando a unicidade de pareamentos em sua forma

equacional.

(fxg)o(f'xg)=(fxg)o(fom,g om)=(fof om,gog om)
=(fof)x(gogd),
idg X idg = (ida o 71, idg 0 we) = (w1 0 idaxp, T2 © idAxp)

- ZdAxB .

A Categoria das Categoria

Existe uma categoria Cat cujos objetos sao categorias, e suas setas sao funtores.

Identidades em Cat sao dadas por funtores identidade:
Ide :C—>C:=A— A, f—f.

A composicao de funtores é definida de maneira evidente. Note-se que se F' : C — D e
G:D— €&, para f: A— B em C, temos:

Go F(f):=G(F(f) : G(F(A)) = G(F(B)).

Note que os produtos de categorias sao produtos em Cat Para qualquer par de

categorias C, D, definimos

CEECxD =D

onde C x D o produto de categorias (definido anteriormente) e m;’s os funtores projegao.

Para qualquer par de funtores C Eegs D, definimos
(F,G): £ >CxD:=A— (FAGA), f— (Ff,Gf).

E f4cil ver que (F,G) é de fato um funtor. Por outro lado, a satisfacdo do diagrama e

unicidade do produto sao mostrados exatamente como em Set.
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Funtor covariante

Por definicdo, o mapa-seta de um funtor I’ é covariante se preserva o sentido das
setas, por isso, se f : A — B segue que F'f : FA — FB. O funtor contravariante G
faz exatamente o oposto: ele inverte o sentido da seta, por isso, se f : A — B segue que

Gf : GB — GA. Uma maneira concisa de expressar contravariancia é a seguinte definicao.

Definicao 3.17. Sejam C,D Categorias. Um funtor contravariante G a partir de C a
D é um funtor G : C°? — D. (De forma equivalente, um funtor G : C — D.)

Explicitamente, um funtor contravariante G' é dada por uma atribuicao de:

e Um objeto GA em D para cada objeto A em C,

e uma seta Gf : GB — GA em D para cada seta f : A — B em C, tal que (notar a

mudanga de ordem na composigao):

G(go f)=Gf oGy, Gida = idga.

Note que funtores ‘de varias variaveis’ podem ser covariante em algumas variaveis e con-

travariante em outros, por exemplo,
F:CPxD—¢&.
Exemplo 3.5. O funtor espaco dual em espacos vetoriais:

()" : Vect;,”” — Vecty, :=V — V",

Hom-funtores (Homomorfismo de Funtores) Dada uma categoria C e um

objeto A de C, dois funtores para Set podem ser definidos:

e O covariante Hom-funtor em A,
C(A, ):C — Set,
que é dada pela (recordamos que cada C(A, B) é um conjunto):
C(A, )(B)=C(A,B), C(A, )(f:B—C)i=grs fog.

Costuma-se escrever C(A, )(f) como C(A, f). Funtorialidade reduz diretamente a
axiomas basicos de categorias: associatividade da composicao e a leis de unidade

para a identidade.
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e Ha também um Hom-funtor contravariante,
C(_,A):C? — Set,
dado por:

C(_,A)(B):=C(B,A) =C?(A,B), C( ,A)(h:C—B):=gw>goh.

Generalizar ambos os itens, obtemos um Hom-funtor bivariante,

C(_, ):CPxC—> Set.

3.3.5 Propriedades de Funtores

Definicao 3.18. Um funtor F': C — D ¢ dito ser:

o fiel (faithful) se cada mapa Fup:C(A,B) — D(FA, FB) ¢ injetivo;
e pleno (full) se cada mapa Fap: C(A, B) = D(FA, FB) é sobrejetivo;

Definicao 3.19. Um funtor F' : C — D ¢ dito ser:

e uma imersao (embedding) se F € full, faithful, e injetivo em objetos;

e uma equivaléncia se F ¢ full, faithful, e essencialmente sobrejetivo, isto €, para
cada objeto B de D existe um objeto A de C de tal modo que F(A) = B;

e um tsomorfismo se existe um funtor G : D — C de tal modo que
GoF =1Idc, FoG=1Idp.

Observacao 3.1. Dizemos que as categorias C e D sao isomorfas, C = D, se existe um

isomorfismo entre eles.
Exemplos

1. O funtor mondide livre dado por M List : Set — Mon é faithful, mas nao é full.
2. O funtor produto _ x _ :C x C — C em geral nem ¢é faithful e nem full.

3. Existe uma equivaléncia entre FdVect, a categoria de espagos vetoriais de dimen-
sao finita sobre o corpo K, e Maty, a categoria de matrizes com entradas em K.

Note que estas categorias estao muito longe de serem isomorfas!
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3.4 Transformacdes Naturais

Categorias foram introduzidas para permitir que funtores sejam definidos, funtores
foram introduzido para permitir que as transformagoes naturais sejam definidas. Ou seja,

uma transformagao natural é um morfismo de funtores.

Definicao 3.20. Sejam F,G : C — D funtores. Uma Tranformacdo Natural
t:F—G
¢ uma familia de morfismo em D indexados por objetos A de C,
{ta: FA— GA }acone)

tal que, para todos f : A — B, o sequinte diagrama comuta.

Ff

FA FB
ta tp
GA o7 GB

Esta condicao € conhecida como naturalidade. Se cada ts é um isomorfismo, dizemos

que t € um isomorfismo natural:

T
e
@Q

Exemplos

1. Seja Id o funtor identidade em Set, e seja x o(Id, Id) o funtor levando cada conjunto
X a X x X e cada funcao f para f x f. Entao, ha transformacao natural A : Id —
x o (Id, Id) dada por:

Ax: X —- X x X =z (x,2).

A Naturalidade equivale a afirmar que para qualquer funcao f : X — Y, o seguinte

diagrama comuta.

X Y
Axl AY
X x X T Y xY

Chamamos A a tranformacao diagonal em Set. De fato, é a wdnica transformacao

natural entre estes funtores.
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2. A transformagao na diagonal pode ser definida para qualquer categoria C com pro-

dutos binarios, definindo, para cada objeto A em C,
Ag: A= Ax A= (idy,idy).
Também para as transformacodes naturais das projecoes,
TaB) i AXB— A

especifica a transformacao natural 7m; : X — 7. Observe que X, 7 : C x C — C sao

respectivamente, os funtores para o produto e a primeira projecao.

3. Seja C uma categoria com objeto terminal 7', e seja K1 : C — C o funtor mapeando

todos os objetos em T e todas as setas em idy. Em seguida, as setas canonicas
TA - A—T

especificam a transformacao natural 7 : Id — Kp (onde Id é o funtor identidade

em C).
4. Considere o funtor P := x o (U,U) com U:Mon — Set, isto é,
P:Mon — Set := (M,,1)— M x M, f— fx[.

Entao a operagdo de mondide leva a uma transformagao natural t : P — U definida

por:

toeny : M X M — M= (m,m') —m-m'.

Naturalidade corresponde a afirmar que para qualquer f : (M,-,1) — (N,-, 1), o

seguinte diagrama comuta,

Isto ¢é, para qualquer my,mg € M, f(my) - f(ma) = f(my - ma).

Isomorfismos naturais para produtos
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Seja C uma categoria com produtos finitos, isto ¢, produtos binarios e um objeto
terminal 1. Entao temos os seguintes isomorfismos naturais canonicos.
CLAyByciAX(BXCj)%(AXB)XC,
sap:AxXxB -~ BxA,
la:1x A= A,

ra: Ax1 -5 A.

Os dois primeiros isomorfismos é o mesmo que afirmar, respectivamente, que o
produto é associativo e simétrico, e os dois ultimos indica que 1 é unidade do produto.
Veremos posteriormente que estas condigoes fazem parte da definicao de categorias mo-

noidais simétricas (estrutura fundamental para trabalharmos Mecanica Quéntica).
Esses isomorfismos naturais sdo explicitamente definidos por:
aapc = ({m,m 0 M), m 0 m),
Sap = (ma,m),
lg =19,
TA =T,
Desde que isomorfismos naturais sao auto-duais, eles podem ser definidos de forma
semelhante, se C tem coprodutos binarios e um objeto inicial.
Transformacoes naturais entre Hom-funtores
Seja f : A — B numa categoria C. Isso induz uma transformacao natural
C(f,):C(B,_) = C(A,_),
C(f, )o:C(B,C)—=C(AC)=(9:B—=>C)—~(gof:A—=C).
Observe que C(f, )¢ é o mesmo que C(f, '), aplicando o resultado do funtor contravari-
ante C(__,C) para f.

Por isso, a naturalidade equivale a afirmar que para cada h : C' = D, o seguinte

diagrama comuta.
C(B,h)
UM

C(B,C) C(B, D)

C(£,0) C(f.D)

C(A,C) C(A, D)

C(A,h)

A partir de um g : B — C, calculamos:

C(AR)(C(f,C)g)) = holgo f)=(hog)o f=C(f,D)C(B,h)(g)).
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A transformacao natural C(__, f): C(__,A) — C(__, B) ¢é definido de forma semelhante.

Observacao 3.2. Ezxiste um resultado surpreendente que afima que toda transformagao
natural entre Hom-funtores vem de uma (inica) seta em C na forma descrita acima: Lema
de Yoneda (AWODEY., 2010; MANCHESTER, ).

Outra maneira de definir a equivaléncia de categorias é a seguinte.

Definicao 3.21. Dizemos que as categorias C e D sao equivalentes, C ~ D, se hd

funtores F': C — D, G : D — C e isomorfismos naturais

GoF~Id., FoG<Idp.

Suponha que temos funtores F, G, H : C — D e tranformagoes naturais
t:F—>G, uv:G—H.
Entao, podemos compor estas transformacoes naturais, produzindo uwot: F — H:
(uot)y = FA -4 GA 24 HA.
A composicao é associativa, e tem como identidade a transformacao natural
Ip:F—>F:={(Ip)a:=idy : FA— FA},.

Defini¢ao 3.22. Para as categorias C,D define a Categoria Funtor Func(C,D) consi-

derando:

e Objects: funtores F : C — D.

e Setas: transformacao natural t : F — G.

Composicao e identidades sao dadas como acima.

Observacao 3.3. Vemos que na categoria Cat de categorias e funtores, cada hom-set
Cat(C,D) tem a estrutura de uma categoria. De fato, Cat é o exemplo bisico de uma

“2-categoria”, isto €, de uma categoria onde hom-sets € por si so uma categoria.
Continuemos com alguns exemplos de categoria funtor.

1. Lembremos que, para qualquer grupo G, funtores de G para Set sao G-agdes sobre
conjuntos. Entao, Func(G,Set) é a categoria de G-agbes em conjuntos e fungies

equivariantes: f: X — Y tal que f(mexz) =me f(z).
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2. Func(2, Set): Grafos e homomorfismos de grafos.

3. Se F,G : P — () sdo mapas monoétonos entre ordens parciais, entao t : ' — G

significa que
Ve P. Fx<(Gzx.

Note que neste caso a naturalidade é trivial (hom-sets sdo ‘conjuntos unitérios’ em

Q).
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4 Espaco de Chu

Os espacos de Chu fornecem uma representagao simples, universal e bem estrutu-
rada para uma gama de objetos na matematica. Eles sao simples em virtude de serem
meramente uma matriz retangular cujas linhas representam pontos, cujas colunas repre-

sentam estados duais, e cujas entradas sao provenientes de um conjunto K.

Espacos de Chu sao universais no sentido em que todos os objetos convencional-
mente transformaveis da matematica sao representavel por espagos de Chu dentro de um
quadro nao tipificado unicamente. Ou seja, podemos generalizar os espagos de Chu para a
nocao de espagos topologicos, largando os requisitos que o conjunto de conjuntos abertos

¢é fechado sob uniao e intersecao finita, que os conjuntos abertos sao extensionais.

Algumas nogoes que veremos nesta parte inicial sao baseadas explicitamente pelas
notas de aula de Pratt (1999) e pelo excelente livro de Barr (1979).

De modo geral, um espago de Chu é simplesmente uma matriz sobre um conjunto
K, isto é, um conjunto retangular cujas entradas sao retirados de K. Mas, ao contrario das
matrizes de algebra linear, que servem como representacoes de transformagoes lineares,
espacos de Chu serve como representacoes dos objetos da matematica, e sua esséncia

reside na forma de como eles se transformam. Vamos formalizar da seguinte forma.

Definicao 4.1. Um espago de Chu A = (A,r, X) sobre um conjunto K, consiste em
um conjunto A de pontos, um conjunto X de estados, e uma funcior : A x X — K.

(Observar que a fun¢io r : A x X — K. pode ser representada por uma matriz)

Quando temos K = {0, 1}, é possivel representar uma rica variedade de objetos

estruturados como espacos de Chu.

-

E conveniente visualizar os espagos de Chu organizados seja por linhas ou por
colunas. Assim, definimos 7 : A — (X — K) como 7(a)(z) = r(a, ), e referimos a fungao
7(a) : X — K como a linha a de A. Dualmente definimos 7 : X — (A — K) como

7(z)(a) = r(a,z) e chamamos a fun¢ao 7(x) : A — K como a coluna x de A.

e Quando 7 é injetora, isto é, todas as linhas distintas, chamamos A de separavel

Vai,as € Ajz € X. r(ay,x) =r(a,x)] = a1 = as;
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e similarmente para as colunas, quando 7 € injetora, chamamos A de extensional;

Vo, 20 € X,a€ A r(a,z1) = r(a,z3)] = o1 = x;
e quando A é ambos separavel e extensional chamamos de biextensional.

Definimos o colapso biextensional de A = (A, r, X) sendo (#(A),r’,7(X)) onde
r'(7(a),7(x)) = r(a,z). Intuitivamente, o colapso biextensional simplesmente identifica
linhas e colunas iguais. No entanto, seus pontos nao ha mais elementos de A, mas sim

funcoes de X para K, assim como os estados sao fungoes de A para K.

Exemplo 4.1. Seja o sequinte espago de Chu com K = 2 = {0,1}, o conjunto A =

{a1,as,a3,a4,a5} € o conjunto de estados sendo X = {x1,x9, 23,24} :

1 T2 T3 X4
aq 0110
(05} 1001
as | 1111
ay 0110
as 1001

Note que este espaco nao € separdvel e nem extensional. Assim, o colapso biexten-
sional € dado por: A" = 7(A) = {0110,1001, 1111}, X’ = 7(X) = {01101,10110} onde
r(ay, @h) = r(ay,25) = 0, r(ay, x3) = r(ay,27) = 1 e r(as, 2)) = r(as,25) = 1, ou seja,

anula-se as linhas e colunas repetidas:

1
ay | 01
ay | 10
ay | 11

Matrizes possuem um principio semelhante ao da dualidade de reticulados, assim
como a ordem dupla de uma estrutura é uma outra estrutura, a transposta de uma
matriz é outra matriz. Denotamos a transposta de A = (A,r, X) como At = (X,#, A)

onde 7*(x,a) = r(a, ).

Exemplo 4.2. Seja K =2 = {0,1}, dado o conjunto A = {a1,as, a3}, temos o sequinte
espago de Chu:
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a; | 01010101
ax | 00110011
as | 00001111

A principal caracteristica de um conjunto € que seus estados determinam cada
ponto de forma independente para assumir qualquer valor de K : todos os K4 (neste
caso 2% = 8) possiveis estados sio determinados. Portanto, dizemos que o espaco de Chu
¢ discreto, quando o conjunto X corresponde a todas as possibilidades de estados do

conjunto X, ou seja o espago A = (A,r, K*4).

Chamamos de espag¢o de Chu normal quando para espacos extensionais, tratamos
as colunas como auto-identificagdo: cada coluna é uma funcao de A para K, isto é, X C
K#. Usamos a notacio abreviada (A, X) com r entendido como uma aplicacdo, ou seja,
r(a,x) é considerado como sendo x(a), cada x € X sendo agora uma fungdo =z : A — K.
Para K = 2 isto é equivalente a visualizar as colunas como subconjuntos de A, mais
precisamente como as funcoes caracteristicas desses subconjuntos, com os nimeros 1's na

coluna que indicam os membros do subconjunto e os 0's como os nado-membros.

4.1 Categoria Chug

A classe de todos os espagos de Chu formam uma categoria, definindo uma nogao

adequada de morfismo.

Definigao 4.2. A categoria Chug tem como seus objetos os espagos de Chu (A, r, X)
sobre K, e o morfismo

(f,9): (A,r, X)— (B,s,Y)

¢ o par de funcoes

f:A—=B e g:Y =X
tal que para todo a € A ey €Y, temos:

s(f(a),y) =r(a,g(y)).

Esta equacao constitui uma forma primitiva de adjungdo, e, portanto, chamamos como
a condigao adjunta. O par (f,g) serd chamado de par adjunto. Dado os pares adjuntos

(f.9) : (Ar, X)) — (B,s,Y) e(f',d):(B,s,Y)— (C,t,Z) a composta é dada por

(f,9)o(fig)=(fofgod)



34

Esta composta é por si s um par adjunto pois para todo a € A e z € Z temos:
t(f'o f(a),2) = s(f(a).g'(2)) =r(a,gog'(2))
A condigcdo adjunta é reformulada de forma evidente com o diagrama comutativo:

oYy

A®Y BRY (4.1)
A®g s
AR X K

r

onde 0 ® € o produto tensorial de espacos de Chu que veremos em detalhe mais adiante.

A associatividade desta composicao é herdada da composicao em Set, de fato,
uma vez que a composicao ¢ definida explicitamente em termos de morfismos, podemos

verificar. Considere os seguintes pares de morfismos:

(f,9): (Ar,X) —(B,s,Y)
(h,k): (B,s,Y) — (C,t,2)
(I,m): (C,t,7Z2) — (D,u, W)

entao,
((l,m)o(h,k))o(f.g) = ((Loh,kom)o(f,g)
= ((loh)o f,go(kom))
= (lo(hof),(gok)om)
= (I,m)o((ho f,gok)).
Enquanto que o par (14,1x) de mapas identidades,respectivamente A e X, é a
identidade do morfismo em (A,r, X), ou seja, idg : (ida,idx) : (A7, X) — (A, r, X).

Seus isomorfismos sdo aqueles morfismos (f, g) para os quais f e g sdo ambos bijegoes.

Definimos uma relagao em A:
a; ~ay < Ve e X, r(ag, ) =r(a,x).

Esta é evidentemente uma relagao de equivaléncia: A é separavel exatamente quando essa

relacao ¢ a identidade.

Proposicao 4.1. Se (f,g9) : (A,r,X) — (B,s,Y) é um morfismo em Chu, entio f

preserva a relagdo ~ . Isto €, para todo ai,as € A,

ay ~ ag = f(a1) =~ f(az).
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Prova. Para qualquer y € Y :

s(f(ar),y) =r(ai, 9(y)) = r(az, g(y)) = s(f(a2),y).
n

Definicao 4.3. Dois espagos de Chu sio equivalentes quando seus respectivos colapsos

biextensional sdo isomorfos.

Defini¢ao 4.4. Continuidade: Dados os espacos A = (A,r,X) e B = (B,s,Y), uma
funcio f : A — B entre conjuntos, pode ser referida como uma funcao f : A — B entre
espacos de Chu, onde uma funcdo de B+ para A+ significa uma funcdo de'Y para X. Em
suma, dizemos que uma fungdo entre espacos de Chu f : A — B € continua quando se

tem um adjunto de B+ para A‘, isto €, quando existe uma funcdo g : Y — X fazendo
(f,9) um morfismo de Chu, s(f(a),y) = r(a,g(y))-

4.2 Construcoes Basicas

Vamos agora definir uma série de operagoes em espacos de Chu. Operagoes estas
que vém de logica linear (GIRARD, 1987), uma abordagem realizada pelo Lafont e Strei-
cher (1991), que veremos mais adiante, e o processo de algebra com interpretacao sobre
espacos de Chu (GUPTA, 1994).

e Dual: Definimos o dual At de A = (4,r,X) como At = (X,# A), onde
7(z,a) = r(a,x). Observe evidentemente que quando A é separdvel (todas as linhas

distintas), AL é extensional (todas a colunas distintas). Da mesma forma quando A é

extencional, At é separavel. Assim, o dual preserva biextensionalidade.

A definicdo de A' faz A+ nao apenas isomorfo a A mas igual a ele, dando-nos a
nossa primeira lei:
AT = A
De fato, para At = (X,#, A), temos ALt = (A, 7, X), onde 7#(x,a) = (F(x,a))t =

r(a,z) =r(z,a) =T=r.

Exemplo 4.3. Considere o espaco de Chu do exemplo 4.1 dado por

X1 T T3 Xy

a 0110
ao 1001
as 1111
ay 0110

as 1001




36

Assim, temos como o dual A+ :

r(ay, x) 0 =7(z1,0a1)
r(ap,zy) = 1=r7(x9,a1)
r(ay,z3) = 1=r7r(x3,a1)
r(ay,xy) = 0=7(z4,a1)
r(as,xy) = 1=7(z4,as5)

01101

10110

10110

01101

Oberserve que como A nao € separdrel, nem extensional e nem biextensional, assim temos

que AL também ndo o é.

e Tensor: O produto tensorial A ® B de A = (A,7,X) e B = (B,s,Y) é
definido como (A x B,t, F) onde F C Y4 x XB ¢é o conjunto de todos os pares (f,g) de
fungdes f : A=Y e g¢g: B — X para qual s(b, f(a)) = r(a,g(b)) para todo a € A e
beB,et:(Ax B)xF — K édado por t((a,b), (f,q9)) = s(b, f(a))(=r(a,g(b))).

Quando A e B sao biextensionais, F pode ser entendido como todas as solugoes
para um jogo de palavras cruzadas A x B de tal forma que as palavras verticais sdo colunas
de A e as palavras horizontais sido linhas de B (colunas de B). As colunas do produto
A ® B sao as préprias solugoes, com as linhas das solugoes previstas uma extremidade a

outra e os duais para formar uma tnica coluna.

Relacionado com o produto tensorial temos a unidade tensorial 1, ou seja, o espaco
de Chu (*,7, K), que corresponde ao espago com 1 ponto e |K| estado, onde r(x, k) = k
para k € K.

Quando A e B sao extensionais, A ® B é extensional por defini¢ao: duas fungoes
distintas em F devem diferir em um determinado ponto (a, b). Ele ndo precisa, contudo,

ser separavel.

Exemplo 4.4. Seja o espago A= (A,r, X) =

1 T2
aq 00
a9 01
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Vamos calcular A ® A.

Observe que teremos um matriz com 4 linhas A X A. Para nossa F, como estamos
fazendo o produto entre o mesmo espaco temos que f : A — X eg: A — X, ou seja,
teremos cadeias de tamanho dois de um conjunto de dois elementos (X). Assim, todas as
possibilidades de f sdo: {x1x1, X129, T2x1, ToX2}, onde o primeiro elemento de cada cadeia

¢ o f(ay) e o sequndo f(az). O mesmo acontece para a g.

Portanto, teremos quatro combinagoes possiveis de a e b (a = b para este nosso
exemplo que temos A x A) para verificar que s(b, f(a)) = r(a,g(b)), dadas f e g fizas,

sabendo que sdo 4 X 4 possiveis pares (f,g), totalizando entdo 4 x 4 x 4 testes.

Vamos comegar com a primeira string de f com a primeira string de g (f =

121,99 = $1I1)5

g

a1by 0
a1by 0
asby 0
0

azby

Logo,para este caso, temos que todas satisfazem s(b, f(a)) = r(a, g(b)), assim nossa

primeira coluna serd 0000.

Prosseguindo agora com a primeira strig de f (x1,x1) com a sequnda strig de g

(x129) -

r(a,g(b)) | s(b, f(a))
a1by 0 0
a1bs 0 0
asb; 0 0
a9by 0 1

Observe que para este caso a ultima combinagao nao satisfaz s(b, f(a)) = r(a, g(b)),

portanto o desconsideramos.

Prossequindo desta forma, obtemos os sequintes resultados, no qual geramos um

programa para obtencdo dos mesmos para maior agilidade:



{ Verdadeiro, Verdadeiro, Falso, Verdadeiro}
{ Verdadeiro, Verdadeiro, Falso, Falso}
{Verdadeiro, Verdadeiro, Verdadeiro, Falso}
{Verdadeiro, Verdadeiro, Verdadeiro, Verdadeiro}
{Verdadeiro, Verdadeiro, Falso, Falso}
{Verdadeiro, Verdadeiro, Falso, Verdadeiro}
{ Verdadeiro, Falso, Verdadeiro, Verdadeiro}
{ Verdadeiro, Falso, Verdadeiro, Falso}

{ Verdadeiro, Falso, Falso, Verdadeiro}
{Verdadeiro, Falso, Falso, Falso}

{ Verdadeiro, Falso, Verdadeiro, Falso}
{Verdadeiro, Falso, Verdadeiro, Verdadeiro}
{Verdadeiro, Falso, Falso, Falso}

{ Verdadeiro, Falso, Falso, Verdadeiro}
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Onde, verdadeiro indica que s(b, f(a)) = r(a,g(b)), e falso para s(b, f(a)) #

r(a, g(b)).

Assim,
00
00

AR A=
00
01
. . . | 00
cujo colapso biextensional é o1 |

Observacao 4.1. Em alguns casos o produto tensorial de dois espagos de Chu corresponde

ao espago de Chu vazio (0), ou seja, de todas as possiveis combinagoes nenhuma satisfaz

s(b, f(a)) =1r(a, g(b)), assim dizemos que o produto € 0 (o espago de Chu vazio, ndo tendo

pontos e contendo um estado). Um exemplo sao os espagos

00
01

e

01
10

cujo produto € 0.

e Funtorialidade: Definimos até agora o dual e o produto tensorial apenas para

espacos de Chu. Vamos agora fazer essas operacoes em funtores em Chug estendendo

seus respectivos dominios para incluir morfismos.

Dado (f,g) : A — B, seja (f,g)* : BX — At definido por (g, f). Podemos usar

para este caso a notacdo f+ = g.

Dada as fungoes f : A — A" e g : B — B/, definimos fRg: AQB - A @B
sendo a funcao (f ® g)(a,b) = (f(a),g(b)). Quando f e g sdo continuas, também é f ® g,
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de fato (f ® g)* de G para F (onde G e F consiste respectivamente dos pares (h/ : A’ —
Y K':B - X)e(h:A—Y,k:B— X))enviah': A/ - Y paragtoh’of: A=Y
ek':B'— X' para fok'og: B— X.

Proposicao 4.2. O tensor é comutativo e associativo, a menos de isomorfismos naturais:
AB=BAe A® (BeC)=(AB)®C

Prova. A naturalidade desses isomorfismos segue imediatamente dos isomorfismos cor-

respondentes em Set. Mostramos a sua continuidade separadamente para cada lei.

Comutatividade: o isomorfismo (7,d) : A®B - B® A onde A® B = (A x
B, t,F), B A= (BxAuG),y: A® B— B® A satisfaz y(a,b) = (b,a),e § : G — F
satisfaz d(g, f) = (f,g). Ondet: (AXxB)xF — Keu: (BxA)xG — K. A continuidade
de (7,9) segue-se a partir de u(y(a,b), (g, f)) = u((b, a), (g, f)) = r(a, g(b)) = s(b, f(a)) =
t((a,b),(f,9)) =t((a,b),d(g, f)) para todo (a,b) € Ax Be (g, f)€QG.

Associatividade: sejam A = (A,r, X), B=(B,s,Y) e C=(C,t,Z).Observa-
se que tanto A® (B®C) e (A®B)®C podem ser entendidos como (A x B x C,n, M)
onde M consiste de todas as fungdes m : A x B x C' — K satisfazendo a conjuncao de

trés condigoes:

1. para todo b, ¢ existe z tal que para todo a, m(a,b,c) =r(a,x);
2. para todo ¢, a existe y tal que para todo b, m(a,b,c) = s(b,y);

3. para todo a, b existe z tal que para todo ¢, m(a,b,c) = t(c, 2);

De fato, temos que A® B = (A x B,u,F), onde F é o conjunto de todos os pares
(f',q') de fungoes f': A — Y eg : B — X. Similarmente, temos que B&C = (BxC,v,G),
onde G :=(f",¢")com f":B—Zeg :C—=Y.

Dessa forma, (A®B)®C = ((Ax B)xC,k,H) onde H := (f,g) com f: AXB — Z
e g:C — F. Similarmente, A® (B®C) = (A x (B x (),l,Z) onde Z := (h,i) com
h:A—=Gei:Bx(C—X.

O isomorfismo (7,0) : (AQB)®C - AR (B®C),v: (AxB)xC — Ax (Bx()
satisfaz v((a,b), c) = (a, (b,c)) com o : T — H. A continuidade de (v, o) segue-se a partir
de:

e k((a,0),c), (f.9)) = ul(a,b),g(c)) = s(b, f'(g(c)(a))) = r(a,g'(9(c) (b)) = t(c, f(a,b)).
b l((a7 (bv C)v (h7 Z)) = T(CL, Z(bv C)) = U(<b’ C)’ h(a)) = t(C, f”(h(a’)(b))) = 3(b7 g//(h(a)(c)))‘
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para todoa € A,be Bece C.
[ |

Proposicao 4.3. A unidade do tensor se comporta como tal, isto e A1 =2 A=Z1 A

através do evidente emparelhamento do isomorfismo (a,*) com a.

Prova. Sejam os espagos A = (A,r,X) e 1 = (x,5,K). O produto A ® 1 é dado por
(A x *,t,F), onde F é o conjunto de todos os pares (f,g),com f: A— Keg:+x— X
de modo que s(x, f(a)) = f(a) =r(a,g(*)), onde a f corresponde a respectivas linhas de
A e g a uma letra da linha dada. Assim, o par (f, g) satisfaz uma coluna de A e dai F

corresponde a todas colunas de A que é equivalente ao X. Assim,

t Ax{x}xF—>K
AXX - K

LARLI=A

Da mesma forma, podemos provar que 1® A4 = A, além disso como sabemos que o tensor
é comutativo A®1 = 1® A4, o que implica que A®1 =2 A4A=1® A4, como desejado. B

Exemplo 4.5. Um exemplo trivial em, Chus, do isomorfismo acima € dado pelo produto:

00 00
A 1= ®| 01 |=
01 01

e Implicacdo Linear: Definimos uma implicacao linear, ou seja A —o B, como
sendo (A ® B)t. Segue que A — B = (F,t,A x Y) onde F é o conjunto de todos os
pares (f,g),f: A— Beg:Y — X, satisfazendo a condigdo adjunta para um morfismo
de Chu.

0011 01
Exemplo 4.6. Dado os espacos A = eB= , temos:
0101 10
0011
0011 01 1100
A® Bt = ® —
0101 10 0101
1010
0101
o N 0110
Assim, a implicagao linear A — B = (A ® B~)*~ € dada por: 1001
1010
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Para espagos biextensionais o enigma da metafora de palavras cruzadas se aplica.
A funcao f : A — B pode entdo ser representada como uma matriz m, A x Y sobre K,
ou seja m(a,y) = s(f(a),y). Tomando a linha s(f(a), —) como a representacao em B de
f(a), esta representacao de f é simplesmente uma listagem das representagoes em B dos

valores de f nos pontos de A. Como mostra a simples ilustracao:

A funcdo dual ¢ : B* — A pode ser representada como uma matriz ¥ x A
sobre K, ou seja m(y,a) = r(a, g(y)). Para tais espagos temos entdo uma caracterizagao
alternativa de continuidade: a func¢do é continua apenas quando o inverso (transposigao)

da sua representacdo ¢ uma funcao de B+ para A*.

B A A

Com um dual adicional a defini¢do de implicagao linear pode ser transformada em
A#B, ou seja, A#B, é definida como (AL ® B1)*. e significa simplesmente o dual De
Morgan de A ® B.

o A#B é produto direto ou categdrico.

01
Exemplo 4.7. Um exemplo simples, consideremos o espago A como sendo o produto

10

categorico A#.A corresponde a:

Aoplo| 0] o] _|or]
0|7 w0 |10

01

AfA= (Ao By =] |

Com argumentos biextensionais A — B e A#B sao separaveis mas nao necessa-

riamente extensional, pela mesma razao A ® B é extensional mas nao necessariamente
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separavel. Assim, para fazer A — B e A#DB biextensionais, colunas iguais devem ser

identificadas.

e Aditivos (Unido disjunta): Os conectivos aditivos (da logica linear) sdo a

soma A @ B e o seu dual A&B, com respectivas unidades 0 e T.

A @ B é definido como (A+ B,t, X xY') onde A+ B é a uniao disjunta de A e B
tal que t(a, (z,y)) = r(a,x) e t(b, (x,y)) = s(b,y). Sua unidade 0 é o espago vazio discreto
que nao tem ponto e possui apenas um estado. Para morfismos f: A — A',g: B —> B
temos f@g: ADB - A ® B quelevaa € A para f(a) € A e b € B para g(b) € B'.
A&B como o dual De Morgan de A @ B é definido para ambos os objetos e morfismos
por, A&B = (At @ BY)L, com T = 0+,

0011
Exemplo 4.8. Dados os espagos A = 0101 e B=| 01 |, vamos calcular a soma adjunta

A® B e o seu dual A&LB :

e Soma @ : Pela defini¢do, sabemos que nosso espago terd 3 linhas (A+B) e 8 colunas

(X xY), do sequinte modo:

tlar, (v1,91))  tlar, (z1,92))  tlay, (v2,11)) o tlar, (74,92))
t(az, (z1,11)) tlaz, (v1,92)) tag, (v2,41)) ... t(az, (v4,92))
t(by, (v1,91)) t(by, (71,92)) (b1, (w2,91)) ... (b1, (24,92))

onde t(a, (z,y)) = r(a,x) e t(b, (x,y)) = s(b,y). Assim,

tlar, (v1,91)) = r(a,z) = 0;
tlar, (z1,92)) = r(a,z1) = 0
t(ar, (v2,91)) = rla, ) = 0

tlar, (24,92)) = r(a,zs) = 1
t(az, (v1,91)) = r(ag, 1) = 0
tlag, (v4,92)) = r(ag,z4) = 1

t(by, (v1,91)) = s(b,y1) = 0;

t(br, (v4,92)) = 7r(a,71) = 1

Portanto,
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0011 00001111

A@B= G| 01 |=]| 00110011 |.
0101

01010101

e Para o dual A&B : procedemos da mesma forma como a soma, mas agoras com 0s
duais de A e B:

00
00 01
01 0 10
Ao B = o |= :
10 1 11
11 00
11
Portanto,
001101
A&B = (At @ BH)*t = .
010101
. . . .| 0011
cujo colapso biextensional é: .
0101

Proposicao 4.4. A soma & nao é comutativa.

Prova. De fato, tome como contra exemplo os espacos 10 e 01:

1100 0011
10 || 01 |= #01 (@10 |= .
0101 1010

e Concatenagao (ou composi¢ido sequencial): Esta operagao assume que K é
parcialmente ordenado, por exemplo 0 < 1 para eventos de dois estados ou 0 < 1 < 2 para
eventos de trés estados... Isto induz o usual ponto a ponto da ordenacao parcial de K4
dado f,g: A — K, f < g apenas quando f(a) < g(a) para todo a € A, e similarmente
para K¥. A intencdo da ordem é injetar uma ‘nocio de tempo’, decretando que um evento

no estado s € K pode proceder para o estado s’ se somente se s < §'.

A concatenacao, denotada por A; B, é o quociente de A+ B obtido tomando apenas
os estados (x,y) de A+ B de tal modo que = seja um estado maximal (=final) de A ou

y como um estado minimal (=inicial) de B sob as ordenagoes pontuais.

A concatenacao é claramente nao comutativa, mas é associativa, o comum condi-

cionar em ((x,y),z2) e (z, (y, 2)).
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Exemplo 4.9. De um modo geral, usamos a operacao ponto e virgula como uma variante

do &, para criar estruturas ordenadas. Considere os sequintes espacos A =

01

estao em ordenagao (considerando 0 < 1). Portanto,

01
10

AD1l=

2]

01

0011
1100
0101

01
10

01

01
10

el =

, a concatenag¢io A; B corresponde justamente a soma A @ B, pois os estados (x,y)

A; 1.

e Escolha: Esta operacao, assume que K contém um elemento distinto 0 correspon-
dendo a ndo ocorréncia. A escolha, denotada por AU B, é definida como (A+ B,t, X +Y)
onde t(a,z) = r(a,z),t(b,y) = s(b,y), e t(a,y) = t(b,x) = 0. Assim, se A+ B encontra-se

em um estado de A, nenhum dos eventos de B pode ter ocorrido nesse estado, e vice-versa

para os estados de B.

Exemplo 4.10. Vamos calcular a escolha

01
10

00
01

Pela definicao, devemos obter um espaco da sequinte forma:

tlar,x1) tlar,z2) tlar,y1) tlar,ye)
tlaz,x1) tlaz,x2) tlaz,y1) tlaz,ys)
t(br,x1) b, w2) t(bi,y1) (b1, ye)
t(be,x1) tbo,w2) t(b2,y1) (b2, 1)

sabendo que t(a,x) = r(a,x),t(b,y) = s(b,y), e t(a,y) = t(b,x) = 0, nosso espago

escolha Ul € determinado por:

t(ar, 1) = t(ar, 1) = tar, y2) = taz, x2) = t(az, y1) = t(az,y2) =
(b1, x1) = Ubr, x2) = (b1, y1) = U(br,y2) = t(b2, x1) = (b2, 22) =
t(ba,y1) = 0.
E
t(ar, x2) = (a2, 1) = t(b2, y2).
Logo,
0100
01 T 00 _ 1000
10 01 0000
0001
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5 OQutra visdo do espaco de Chu - Algebra

Linear

Neste capitulo vamos abordar o Espaco de Chu como um ‘novo olhar sobre Algebra
linear’. Essa abordagem nos ajudard mais adiante quando formos tratar das estrutura

categoricas em C'hug.

O Lafont e Streicher (1991) estudaram a categoria de Chu usando matrizes sobre
K (com K corpo) de modo que a relagdo r de um espago de Chu (A, r, X) é visto como
o produto interno em espacos vetoriais e o conjunto X sao fungoes lineares de A para K.
Algumas defini¢oes e exemplos que veremos neste capitulo foram retirados deste artigo
(LAFONT; STREICHER, 1991).

Iniciaremos este capitulo com um breve conceito de corpos, em seguida uma nog¢ao
geral de mapas lineares e algumas construgoes basicas. Finalizaremos com a conexao de

espago de Chu com Algebra Linear.

5.1 Corpo

Em algébra, um anel é uma estrutura algébrica que consiste num conjunto, jun-
tamente com duas operagoes binarias (normalmente chamado de adigdo e multiplicagao).
Através disto, teoremas de aritmética sao estendidos para objetos nao-numéricos como

polinémios, séries, matrizes e fungdes. De maneira formal:

Definicao 5.1. Um anel R consiste de um conjunto com duas operacoes, + e -, satisfa-

zendo:

e (R,+) € um grupo abeliano,
e R ¢é fechado sobre a multiplicag¢io, a - (b-c) = (a-b)- ¢ para todo a,b,c € R;
ea-(b+c)=a-b+a-ce(a+b)-c=a-c+b-c, para todo a,b,c € R.

Exemplo 5.1. Z,Q,R, C e Mat,(R) = {n x n— matrizes com entradas reais} sao anéis.

Definicao 5.2. Um anel R é comutativo se a-b="0-a para todo a,b € R.



46

Definicao 5.3. um corpo F' é um anel comutativo com unidade em que todo elemento

diferente de 0 possui um elemento inverso com relacao a multiplicacdo.
Exemplo 5.2. Q,R, C;

Exemplo 5.3. Z,, o menor corpo, formado pelos niumeros 0 e 1, em que 1 + 1 = 0.
Este conjunto com as operacoes de adi¢io e multiplicacao satisfaz todos os axiomas de
anel, € comutativo e tem unidade. Além disso, como em qualquer anel com unidade, 1 €

o elemento inverso de 1.

5.2 Algébra Linear - Mapas lineares

Seja X um espago vetorial sobre um corpo K, a estimagao (braket) x, f — (z|f) =

f(x) corresponde a um mapa (bilinear) de X x X* para K (com X* o dual de X).

Veremos que as nogoes basicas de algebra linear sao definiveis em termos deste
mapa, sem se referir a estrutura de K como um corpo, onde X ¢ visto como um espaco

vetorial sobre K.

Considere dois espagos vetoriais X, Y sobre K, entdo dado um mapa u : X — Y

definimos a transposta de u como u* : Y* — X* tal que

(u(@)lg) = (z|u™(9))

paratodox € X ege Y™

Por outro lado, se u e u* sdo quaisquer (a priori ndo lineares) mapas que satisfazem

essa equacao, entao u € linear e assim, u* é sua transposta.

De fato, se escolhemos uma base (y;);cr de Y, obtemos formas lineares y** tais que

u(@) =Y (ul@)ly™ )y =D _(=lu’(y™))y:

el i€l
Assim,
u(xy + kre) = Sier{u(ry + ko) |y )yi
= Sier{(1 + ko) lu* (y* )y
= Yier(@ut () yi + k Sier(wolut (y* )y
= Yier(u(@)y™) + ke (u(z)|y*)
u(xy) + ku(xs).

para todo x,x1, 29 € X,k € K 0 que demonstra a linearidade de wu.
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5.2.1 Formas multilineares

Uma forma bilinear ¢ : X x X — K é definida como sendo dois mapas ¢ : Y — X*

e vy : X — Y* como os componentes de ¢, tais que

(z]o1(y)) = (Yle2(x)) = p(z,y)

paratodoxr € X ey €Y.

Em contrapartida, vamos assumir que ¢ : XXX — K, p1: Y - X" ey : X — Y
sao quaisquer mapas que satisfazem essas equacoes. Entao ¢ é bilinear e ¢, e ¢ sao suas
componentes. De fato, a equagado ¢(x,y) = (x|p1(y)) expressa que ¢ é linear no seu

primeiro argumento, e p(z,y) = (y|w2(z)) que ¢ é linear no segundo argumento.
A forma multilinear ¢ : X; x ... x X, — K define de forma mais geral de uma
sequencia de mapas
Spi:Xl X...XXi,1 XXZ'+1><...XXn—>K

para todo ¢ = 1,2, ...,n tal que

(x1]1(T2, ooy T0)) = (Ta]@a(x1, .oy n)) = oo = (Tn|On(T1, ooy Tn1)) = @(T1, o0y Tp)

para todo x; € X; e isso ¢ suficiente para recuperar a multilinearidade de .

Notagao: Denotamos L (Xj, ..., X;,) para o conjunto de formas multilinear sobre
X1, X,

5.2.2 Mapas multilineares

Considere o mapa multilinear v : X; x ... x X,, — Y, definimos u* : Y* —
L:(Xy, ..., X,) por

(w(zy, .oy xn)|g) = u* (21, .. )

para todo x; € X; e g € Y*. Novamente, isto é suficiente para recuperar a multilinearidade

de u (usando uma base de Y).

5.2.3 Construcdes basicas em algebra linear

Usando as nogoes basicas de mapas lineares e multilineares, é possivel construir

novos espagos vetoriais que sao caracterizadas por propriedades universais.

Notagao: Denotamos £(X,Y') para o conjunto de mapas lineares de X para Y, e

Lo(X,Y; Z) para o conjunto de mapas bilineares de X x Y para Z.
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Produto tensorial

Definicao 5.4. Sejam X eY espacos vetoriais sobre o corpo K. O produto tensorial de X
e Y, denotado por X @Y é um par (Z, ), onde Z é um espago vetorial sobre o corpo K,
ep: X XY — Z éuma aplicacao bilinear que satisfaz a sequinte propriedade universal:
Para todo espago vetorial Z sobre K e para toda v : X XY — Z' bilinear, existe uma

unica T : Z — Z' linear tal que

U(z,y) =T(p(z,y)),YVr e X e VyeY.

O produto tensorial X®Y permite substituir bilinearidade por linearidade. Caracteriza-

se pelo isomorfismo natural:

LIX®RY,Z)= Lo(X,Y; 2)

Prova. Este isomorfiso é construido a partir da definicdo de produto tensorial. Dado um
mapa linear A: X ® Y — Z, a composicdo Ao® : X XY — Z é bilinear. Por outro lado,
dado um mapa bilinear B : X x Y — Z, existe um tnico mapa B: X ® Y — Z tal que:

(Bo®)(x,y) = Blz,y)

para todod z,y € X x Y.

Assim, os mapas:

o LIX®RY,Z)2 A= Ao® € Lo(X,Y; 7).
(Ao@)(X®Y)=A0x(X,Y)=AXRY).

e Ly(X,Y;Z)2B— BeLX®Y,Z)
Bo®(X,Y)=B(X,Y).

sao inversos. Logo, L(X ® Y, Z) = Lo(X,Y; Z). [ |

O espago vetorial proprio K, é caracterizado por
LK, Z)=Z

no qual é a unidade de ®.
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Teorema 5.1. Se X e Y tem dimensdo finita entio K* = K e (X @Y )" =2 X" ®@Y"*

Prova. De fato, defina o mapa ¢ : X* x Y* — (X ® Y)* por

(f,9) = (x@y— f(x)g(y))

para todo f € X*, g € Y*. Seja f1, fo € X*, 91,90 € Y e a,b € K. Entao:

plafi +bfeg9) = (z @y (afi +bfa)(7)g1(y))
= r @y (afi(z) +bfa(x))gi(y)
= @y (afi(z)g(y) +bfa(x)g1(y))
= alz®y— (filz)g1(y) +b(z @y — f2(z)q1(y))
= ag(f1, 1) + bo( f2, g2)

de modo andalogo, temos que:

O(f1,a91 + bg2) = ad(f1, g1) + bd(f2, g2)

Assim, ¢ é bilinear. Portanto pela propriedade universal do produto tensorial (isomorfismo
visto no produto tensorial em 5.2.3), ¢ induz um tnico mapa linear ¢ : X* @ Y* —
(X ® Y)*. Para mostrar que ¢ é um isomorfismo, ¢é suficiente mostrar que ¢ ¢é injetiva,
desde que X* ® Y* e (X ® Y)* tém a mesma dimensao (dimX.dimY (ambos finita)).

Suponha f € X* e g € Y* tal que o(f ® g) = 0. Temos que 0 = ¢(f ® g) =
(r®@y +— f(x)g(y)), suponha f # 0, entdao f(xg) # 0, para algum zy € X. Assim, uma
vez que (o ® y) = f(x0)g(y) = 0 para todo y € Y, temos ¢g(y) = 0. Similarmente, se
g # 0 entao f =0. Logo, se f ® g € Kery

fRg=f®0=0®g=0.

Portanto, ker¢p = 0 e ¢ é injetiva. Logo, é isomorfismo. |

De um modo geral, temos X ® Y de varias maneiras:

1. como o conjunto formal de pares x ® y.

2. como o espago vetorial com bases (z; ® yi)(i,j)elxjonde (x;)ier ¢ uma base de X e

(yj)jej é uma base de Y.

3. como o espaco vetorial dual de formas bilineares sobre X x Y para o caso finito.
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Hom-sets Internos
Teorema 5.2. Sejam Y,Y e Z de dimensao finita entao

onde L(Y,Z) estd equipado com a sua estrutura de espago vetorial.

Prova. O isomorfismo L(X ® Y, Z) = Ly(X,Y;Z) foi visto no produto tensorial em
5.2.3. Vamos provar que L(X ® Y, Z) = L(X,L(Y,Z)). Seja7m: X xY — X ®Y uma
proje¢do e suponha f € L(X ® Y, Z). Entao fonm : X x Y — Z é bilinear. Defina
0: LX®Y,Z)— L(X,L(Y,Z)) por

[ (= (y— form(z,y))).

Entdo, uma vez que f o7 é bilinear, temos que y — f o w(z,y) é linear. Seja fi, fo €
LIX®Y,Z)eabe K, temos:

olafi +bfy) = z— (y— (af +bfs) om(z,y))
= ze((y— (afiom(z,y)) + (y = bfaom(z,y)))
= (zraly— fion(z,y))) + (z = bly = faow(z,y)))
= ap(f1) + bp(f2)

Assim, ¢ é um homomorfismo. Uma vez que as dimensoes de L(X ®Y, Z) e L(X,L(Y, Z))

sao iguais (o produto de X,Y e Z), precisamos mostrar apenas que ¢ ¢ injetora. Suponha
¢(f) =0para f € L(X ®Y,Z). Entao,

0=o(f)= (= (y— for(z,y)).

Logo, fom(xz,y) = 0 para todo x € X ey € Y, assim f = 0. O que é verdade pois 7 é

sobrejetivo. Portanto, Kerp = 0. e ¢ é isomorfismo. |

Teorema 5.3. No caso finito, temos o sequinte isomorfismo:
LIX,)V)Z2X"'QY Z(XY")"

Prova. O isomorfismo X* ® Y = (X ® Y*)* é decorrente de 5.2.3. Vamos mosrar que
L(X,Y) = X*®Y. Defina o mapa ¢ : X* x Y — L(X,Y) por:

(a,y) = (z = a(z)y)

Sejax € X*, y €Y ea,b € Z, portanto

L ¢((a+kb)(z1),y) = (a + kb)(2)y = a(z)y + kb(x)y = é(a,y) + ko(b,y)
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Assim, ¢ é bilinear. Pela propriedade do produto tensorial, ¢ induz um tinico mapa linear
e: X*"®Y = L(X,Y). Como X*®Y e L(X,Y) possuem dimensdes iguais (dimX . dim
Y), basta mostrar que ¢ é injetiva. Suponha p(f ® y) =0, f € X* e g € Y. Entao,

0=¢(f®g)=(z+— f(2)y),

ou seja, f(z)y =0, para todo z € X com y € Y. Isso ocorre se f =0 ou y = 0. Como
fOy=f®0i=00y=0.

Entao Kery = 0.

.. ¢ é isomorfismo. [ |

5.3 Chuy - Algebra linear

Agora vamos re-examinar as nog¢oes basicas de algebra linear em um contexto
mais abstrato. Para efeito, fixamos um conjunto K (sem estrutura) cujos elementos sao

chamados de escalares.

Definimos um espago de C'hu sobre K como sendo o par de conjuntos X,, X*
equipado com um mapa z, f — (z|f) de X, x X* para K. Os elementos de X, sdo

chamados de vetores e os de X* chamamos de formas de X.

Observacao 5.1. Devido a notagao usada no contexto inicial deste capitulo e a visdo para
dalgebra linear, continuaremos com a mesma até o fim deste. Por outro lado, caso ache mais
interessante a notagdo usada no capitulo 4, consideramos os conjuntos X, = A, X* = X
e a fung¢ao r como o mapeamento (braket) (x|f) onde (A,r,X) é o espago de Chu normal
(A= (A, X), como vimos no capitulo /).

5.3.1 Nocoes basicas

Vamos estender as construgoes basicas de algebra linear que vimos na segao 5.2

para C'hu.

Definicao 5.5. Um mapa linear v de X para Y consiste de dois mapas u, : X, — Y, e
u* Y — X* satisfazendo:

(u(x)lg) = (z|u*(g))

para todo x € X* eg € Y™

Escrevemos £(X,Y) para o conjunto de mapas lineares de X para Y.
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A forma multilinear ¢ sobre X; x ... x X,, é definida por uma sequencia de mapas:
©; - X X ... X Xi—l* X Xi+1* X ..o X Xn* — )(;<

para todoi=1,2,....,n e ¢ Xy, X ... X X, tais que:

(x1|p1(2y oy ) = (wa|@a(x1, ooy T0)) = oo = (Tp|n(T1, ooy Tpo1)) = (21, .0y Ty

para todo x; € X,.
Notagao: Denotamos L (X7, ..., X,,) para o conjunto de formas multilinear sobre

X1, X

Definicao 5.6. Um mapa multilinear v : X; X ... x X,, — Y, consiste de dois mapas
Us : X1 X oo X X = Y euw* YY" — L3(Xq, ..., X)) satisfazendo

(Us (X1, ooy )| g) = w*(g) (21, o0y )

para todo x; € X; eg € Y.

Escrevemos £, (X7, ..., X,,; Y') para os conjuntos de mapas multilineares de X7, ..., X,

para Y.

Definicao 5.7. Um ‘multivetor’ & sobre X1, ..., X, € a nogdo dual de formas multilineares,

no qual é dado por mapas:
S XTI x .o x X x X x..xX) =X,

para todoi=1,...n ef: Xix ... x Xy — K tal que

<51(f27 --~7fn)|f1> = <f2(f1,f3, ~-~>fn)’f2> = = <§n(f1, -~-;fn—1)‘fn> = £<f17 "'7fn>'

para todo f; € X7.

Notagao: Denotamos L., (X1, ..., X,,) para o conjunto de multivetores sobre
Xy, X,

E claro que estes espacos de Chu sobre K formam uma categoria Chuy com mapas
lineares como morfismos: Se v : X — Y ev: Y — Z sdo mapas lineares, vou : X — Z ¢é
dado por:

(vou), =viou,: Xy — Z,,

(vou)*=u"ov*: 2" — X*.
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5.3.2 Exemplos

1. Espagos vetoriais - Se K é um corpo, Vectx é uma subcategoria ‘full’ de Chug
(pela condi¢ao de mapas lineares que vimos na segao 5.2). De fato, devemos dizer
que Vecty é uma submulticategoria ‘full’, uma vez que a no¢ao de mapa multilinear

também é preservada por essa inclusao.

2. Um espaco de Chu sobre B = {werdeiro, falso} é um par de cojuntos X,, X*
equipado com a relacao (z|f) satisfazendo a equagao (u.(x)|g) = (x|u*(g)), que se

torna:
(u(2)]g) <= (z|u"(9))

Um espaco topologico define um espaco de Chu sobre B ou Zs: vetores sao os pontos,

as formas sdo subconjuntos abertos e (x|U), x € U. Um morfismo
u: X =Y

cujo mapeamento:

e pontos de X — pontos de Y;

e subconjuntos abertos de Y — subconjuntos abertos de X.

Pela equacao (u.(x)|g) = (z|u*(g)), temos que o mapeamento é continuo.

5.3.3 Construcdes em Chu

Dual : Definimos o dual X° de um espago de chu X, (seguindo esta linha de notacao)

COomao:

(X7 =X", (X7)" =Xo, (flo)xor = (z]f)x.

Isto d& um funtor contravariante involutivo, (que veremos na definigdo de categoria mo-

noidal dagger, mais adiante) de modo que a categoria Chug é auto-dual.

Observagao 5.2. Essa nogao de dual (op) corresponde a definicao de dual, vista no se¢io

4.2.
Soma direta : A soma direta X @Y é dada por:
(XaY)=X.4Y, XaoY)=X"xY"

<(Cl,3?)|(f, 9)) xey = <5U|f>X
(b, I 9) xey = (Ylg)x-
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Produto tensorial : Pela definicao, vemos que a partir de um mapa bilinear de X, Y

para Z nada mais é que um mapa linear de X ® Y para Z, onde X ® Y é dado por:
(X®Y),=X.xY, (XeY)=°L5XY)

(7, y)|9) xay = P(2,y).

No capitulo 8 veremos que Chugx ¢ uma categoria simétrica monoidal com a uni-

dade tensorial 1, definido por:

L=1={x}, 1=K, (k)=Ek

Fazendo a analogia com o Espaco de Chu via Algebra Linear com o Espaco de

Chu visto capitulo 4, temos que:

LX) XX ()
2. (A, X) A X r

Ou seja, ao olharmos para o espaco (A, r, X) como um espago extencional com
X C K, isto é, (A,r, X) é um espaco normal onde r entendido como a aplicagao r(a, z) =
(alr) = z(a) que cada x € X é uma fungdo z : A — K com K corpo, corresponde

justamente ao espago de Chu dado no item 1, que vimos neste capitulo.

Até entao, estavamos trabalhando com espaco de Chu como Chuyx com K= 2, ou
seja, Chuy(A, X). Agora temos outra visao que faz a conexao de Chu com Algebra Linear.

Em suma, dados:
e H={f|f:C— C?} ={al0) + B|1)|a.8 € C} e
o " ={f'[f": C* = C} = {a(0] + B(l]|a.3 € C}

corresponde a Chuc(H, H*) satisfazendo todas as propriedades de produto, tranposta e

hom-sets vistos.

Assim, observa-se que a categoria de espagos vetoriais sobre qualquer corpo K é

realizavel em Chug.
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6 Construindo estrutura com categorias abs-

tratas

Podemos visualizar a teoria das categorias numa ampla gama de lugares. Podemos
ver exemplos delas assim como vemos em processos naturais e fisicos ou em estruturas
matematicas ou até mesmo pode ser estudada como uma parte da matematica em seu

proprio direito. Com isso, vamos dividi-la em trés tipos diferentes:

1. Categorias mundo real: Estas categorias sao processos que utilizamos no coti-
diano, por exemplo processos em Fisica, Quimica ou Mecanica Quantica. Nossos
estados fisicos, quimicos ou quanticos se tornam objetos e os processos do nosso
sistema de um estado para outro sao os morfismos. Nessas categorias a identidade
¢ 0 mesmo que ‘nao fazer nada’ e a composta f o g corresponde a fazer o processo g
seguido de processo f. Podemos nos restringir a exemplos cientificos usando teoria
das categorias a olhar para o processo de escrever uma dissertacao ou uma lavagem

de carro.

2. Categorias Concretas: Aqui os nossos objetos sdo estruturas matematicas e os
morfismos sdo estruturas que preservam o mapeamento entre elas; estas serdo muitas
vezes as estruturas usadas para modelar os processos do mundo real. Vimos modelos

destas estruturas no capitulo 3, tais como: Pos, Grp, Vect.

3. Categorias Abstratas: Aqui categorias sao estudadas como estruturas matema-
ticas em seu préprio direito. Ao definir propriedades nessas categorias, podemos
construir uma estrutura que pode ser usada para modelar ou simular um sistema
fisico. Podemos também pensar nessas categorias como forma de axiomatizagao do
nosso sistema. O estudo dessas categorias podem revelar informacoes muitas vezes
interessante e incomum sobre o nosso sistema. A categoria monoidal estrita é um
exemplo de uma categoria abstrata, ela fornece a estrutura béasica para a maioria

das categorias que vemos em computagao quantica.

Em matemaética, uma categoria monoidal (ou categoria tensorial) é uma categoria

C equipada com um bifuntor

®:CxC—=C
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Definicao 6.1. Uma Categoria Monoidal Estrita é uma categoria para a qual:

e objetos possuem estrutura de mondide (C,®,1) i.e, para todo A, B,C € C,

A9 (BRC)=(A@B)®C ¢ I9A=A=A®I,

e para todos os objeto A, B,C, D € C existe uma operacdio
—©—: C(A,B) x O(C,D) » C(A® C,B& D) : (f,) = f 8 g

que € associativo e possui 17 como unidade, isto é,

fe@eh)=(fowgeh ¢ Laf=f=fl,

e para todos os morfismos f,q, h,k com tipos correspondentes, temos

(gof)@(koh)=(g@k)o(f@h), (6.1)

e para todos os objectos A, B € C temos

1la®1p =1ugs. (62)

Exemplo 6.1. Um mondide (M, e,1) também pode ser considerado como uma categoria
monoidal estrita na qual todos morfismos sdao identidades.

De fato, tomando M como objetos, ® sendo o produto tensorial e 1 como sendo a unidade
para o tensor. Ao tomar as identidades como sendo os unicos morfismos, podemos equipar
estes com a mesma estrutura monoidal como a estrutura de mondide nos objetos. Por isso,

satisfaz a equacao:

(Iyoly)®(lgolp) =1, 1p=1lagp =

lagpolags =(1a®1p)o (14 ®1p)

Embora esta seja a estrutura basica para as categorias do mundo real que en-
contramos na Mecanica Quantica, as estruturas matematicas utilizadas para representar
estes sistemas nao admitem as propriedades necessarias. O rigor das igualdades é onde a
conexao falha. Nas categorias concretas de grupos, espacos topoldgicos, espagos vetoriais,

espacos de Hilbert e espagos de Chu nao temos

AR (BC)=(A®B)®C e IA=A=A®I.



57

Contudo, temos em vez de uma igualdade, os isomorfismos:

A (BRC)~(A®B)®C e IQA~A~AR®I

Estes sao, de fato, isomorfismos naturais. Isomorfismos naturais sdo transforma-
¢oes naturais que sao também isomorfismos. Introduzimos as transformacoes naturais «
(associatividade) para alternar os parénteses, A e p (unidades & esquerda e a direita) cor-
respondem ao processo de introducao de um novo objeto em relagdo a um ja existente.
Mais tarde, também iremos encontrar o isomorfismo natural de simetria o o qual é usado

para comutar os objetos em todo o produto monoidal.

Estes isomorfismos naturais nos permitem definir as categorias abstratas necessa-

rias para modelar nossas categorias concretas (assim como as categorias do mundo real).

Definicao 6.2. Uma categoria monoidal é uma categoria C equipada com:

e um objeto

leC

chamado o objeto de unidade ou unidade tensor;

o Um bifuntor — ® —, que corresponde a uma operacao em objetos e morfismos tal
que

- ®—:CxC—>C:(AB)—A®B (6.3)

—-®—:C(A,B)xC(C,D) - C(A®C,B® D) ::(f,9)— [®yg. (6.4)

e para todos os objetos A, B e morfismos f, g, h,k do tipo adequado, temos

(gOf)@(k'Oh)z(g@)k)o(f@h) e 1A®1B:1A®B (65)
e Trés isomorfismos naturais
C¥A7B70A®<B®C)4N>(A®B)®C7

M T @A " A;

pa AT — A.
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e para todos A, B,C,D,A’, B',C" e f,g,h do tipo adequado, os sequintes diagramas

comutam

A® (B®C)—22 . (A® B)® C (6.6)

f®(g®h) (f®g)®h

Al®(B/®C/) - (A/®B/)®C/

A’ B! .C!

A— M. To4 A" Agl (6.7)
f 1ref f felr
B———1®B B————=B®I

O diagrama 6.6 corresponde a condigcoes de naturalidade, mostrando que esses iso-

morfismos interagem com morfismos na maneira apropriada.

Outra condigio € a associatividade, conhecido como o pentdgono de Mac Lane (MA-
CLANE, 1998)

(A® B)® (C ® D) (6.8)
A® (B® (C® D)) (A B)@(C)® D
1A®al Tcx@lp
AR (B C)® D) — (A (Be(C))® D

tal diagrama comuta para todo A, B,C,D € C.

Por altimo, a condigoes de coeréncia, mostrando os isomorfismos interagindo uns

com 0s outros de maneira correta.

A® B4 A% (I® B) (6.9)
\ \LCXA,I,B
pAR®lp
(A )® B
)\] = pPr - (610)

Exemplo 6.2. Qualquer categoria com produtos finitos pode ser considerada como mo-

notdal com o produto como o produto monoidal e o objeto terminal como unidade.
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e Set, a categoria de conjuntos com o produto cartesiano, conjuntos de um elemento

que serve como a unidade.

Exemplo 6.3. Vectx , a categoria de espacos vetoriais sobre um campo de K, com o

espaco vetorial unidimensional K servindo como a unidade é uma categoria monoidal.

Definicao 6.3. Uma categoria monoidal é além disso stmétrica se existe um quarto

isomorfismo natural
c={A®B 25 B A| A BecC},

tal que para todo A, B,C, D e f,g do tipo apropriado, os sequinte diagramas comutam:

e Condicao de naturalidade

0A,B

A®B B® A (6.11)

f®g 9o f

C®D DC

ocC,D

e (Condicao do isomorfismo de simetria

AeB 2 Bw A (6.12)

oB,A
lagn

A® DB

e Condicoes de coeréncia

A-MT9A (6.13)

O(A®B),C

A (BR(C)—*—=(A®B)eC C®(A® B) (6.14)

1A®U&Cl la

A® (C® B) (A®C)® B C®A®B

a oA,c®lp (
Exemplo 6.4. A categoria Sets é monoidal simétrica, o produto tensor € definido como
produto cartesiano, e qualquer conjuntos de um elemento pode ser fizado como o objeto

de unidade.
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Exemplo 6.5. A categoria de grupos, Grp é monoidal simétrica. O produto tensor é
apenas o produto cartesiano de grupos, e o grupo trivial é o objeto de unidade. Em geral,
uma categoria com produtos finitos é uma categoria monoidal cartesiana, que é monoidal

simétrica.

Definicao 6.4. Uma categoria monoidal dagger é uma categoria monoidal C equipada

com um funtor contravariante involutivo
T: CP—=C,
que € a identidade em objetos, satisfazendo a equacao:

(fog'=fed. (6.15)

Em detalhe, isto significa que ele associa a cada morfismo f: A — B em C seu adjunto

f1: B — A tal que para todos f : A — B e g: B — C, temos:
° idA:idATiA—)A;
o (gof)i=flogh
° fﬂ:f:A—>B.

Observacao 6.1. Na literatura em Mecanica Quantica Categorica é costume chamar esta
nogao, que generaliza o operador adjunto entre espacos de Hilbert, apenas pelo nome do

simbolo obelisco (T), que em inglés se chama dagger, que adotaremos nesta dissertagao.
Em uma categoria dagger C, um morfismo f é chamado

e Unitdrio : fT = f~1

e Auto-Adjunto: f = fT

(isto s6 é possivel para um endomorfismo f: A — A)

Defini¢ao 6.5. Uma categoria monoidal simétrica dagger (1—SMC)é uma categoria mo-
noidal simétrica C, que também tem uma estrutura dagger tal que para todos f : A — B,
g:C— D,

e (fogt=flog¢ :BeD—AC
e aipo=0ais0: (A®B)®C > A2 (B C);

° p;:pZI:A%A@)I;



61

e M=) A T®A;

° JKB:UK}B:B®A—>A®B;

Aqui a, p, \ e o sdo os isomorfismos naturais que formam a estrutura monoidal simétrica.

Exemplo 6.6. A categoria FdHilb de espacos de Hilbert de dimensao finita (COECKE;
EDWARDS, 2008) possui uma estrutura dagger: Dado um mapa linear f : A — B, o mapa
fI: B — A € apenas o seu adjunto no sentido usual. FAHilb também é uma categoria
monoidal simétrica dagger onde o tensor é o produto tensorial usual de espacos de Hilbert

e o dagger de um mapa linear é dada pelo seu adjunto hermitiano.

Exemplo 6.7. A categoria Rel de conjuntos e relagoes possui uma estrutura dagger ou
seja, para uma dada relagio R : X — Y, em Rel, a relacio RT : Y — X € o inverso
de R relacional. Neste exemplo, um morfismo auto-adjunto é uma relacio simétrica. A
categoria Rel também é uma categoria monoidal simétrica dagger onde o tensor é dada

pelo produto e onde a dagger de uma relacdo € dada por sua reciproca relacional.



7 Mecanica Quantica Categérica

A estrutura monoidal que definimos no capitulo anterior forma uma base para uma
abordagem categoérica de sistemas classicos assim como quanticos. Em particular, como
apontado por Schrodinger (1935), a descrigdo do produto tensorial de sistemas quanticos

compostos é o que faz a fisica quantica tao diferente da fisica classica.

Coecke (2011) estuda a natureza dos tensores para as categorias Set, Rel, FdHilb
(a categoria com espagos de Hilbert de dimensao finita como objetos e os mapas lineares
como morfismo) e nCob (a categoria de cobordismo onde os morfismos sdo cobordismos

n-dimensionais) como segue no quadro abaixo:

categoria | classical-like | quantum-like
Set X
Rel + X
FdHilb S
nCob +

7.1 Categorias Quanticas

Vamos agora introduzir uma das caracteristicas fundamentais de sistemas quéanticos-

like, distinguindo-os dos seus homologos classicos.

Em teoria das categorias, categorias compactas fechadas sao um contexto geral
para o tratamento de objetos duais. A ideia de um objeto dual generaliza o conceito mais

familiar de um espaco vetorial dual de dimensao finita.

Definicao 7.1. Uma categoria compacta fechada C é uma categoria monoidal simé-

trica com as sequintes propriedades:

1. para todo A € C existe A*, o dual de A,

2. um par de morfismos

T2 A9 A e AQ A" —2+17,
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chamados, respectivamente, unidade e co-unidade; de modo que 0s sequintes diagra-

mas comutam:

A—"4 L Ag T4 A (4@ A) (7.1)
1a A A* A
A o I®AW(A®A*)®A
A M T A O (A g A) @ A (7.2)
Ly Ve
A Aol A e (A )

Exemplo 7.1. A categoria FdVectx com espagos vetoriais de dimensdo finita como
objetos e mapas lineares como morfismos € compacta. Considere o espaco dual usual V*

sendo o objeto dual V' e a unidade como sendo:
nV:K—>V*®V::1r—>§:fi®ei
i=1
onde {e;}I, € uma base de V e f; € V* € a fungao linear tal que f;(e;) = 0, para todo
1 <i,5 <n. Finalmente, definimos a co-unidade como sendo:
e : VoV =>K:e® f— file).
De modo que os diagramas 7.1 e 7.2 comutam.

Definicao 7.2. Uma categoria compacta dagger C é ao mesmo tempo uma categoria

compacta e uma categoria monoidal simétrica dagger, tal que para todo A € C,
_ T —
Na=0aa-0€y (€a=1y0042).

Exemplo 7.2. A categoria FdAHilb de espacos de Hilbert de dimensdo finita e mapas
lineares € uma categoria compacta fechada dagger. Os morfismos sao operadores lineares
entre espacos de Hilbert. O produto é o produto tensorial de costume, e o dagger aqui é o

conjugado Hermitiano.

Exemplo 7.3. A categoria Rel de Conjuntos e relagoes é uma categoria compacta fechada
dagger. O produto €, evidentemente, o produto cartesiano. O dagger aqui é exatamente a

relagdo oposta.
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7.2 Categorias classicas

Os tensores a que nos referimos como classical-like nao sdo compactos. Em vez
disso, eles vém com alguma outra estrutura (Categorias cartesianas) que, em todos os

casos nao-triviais, acaba por ser incompativel com a compacidade.

Podemos pensar em Categorias Cartesianas como os homologos classicos das ca-
tegorias compactas fechadas em que eles fornecem os primeiros passos na definicao de

propriedades classicas em um sistema.

As definigbes de produto e co-produto foram vistas na subsegao 3.3.2.

Definicao 7.3. Uma categoria C é cartesiana fechada se qualquer par de objetos em C

admite um produto.

Similarmente, uma categoria C é co-cartesiana se qualquer par de objetos em C

admite um co-produto.

Interligamos as nogoes de produto e co-produto com a nogao de biprodutos (ou
somas diretas). Primeiramente, devemos observar que um objeto zero é um objeto que
é ao mesmo tempo inicial e terminal, ou seja, € um objeto com exatamente um morfismo

dele para cada objeto (incluindo o préprio).

Defini¢ao 7.4. Em uma categoria C, com um objeto zero, um biproduto (ou soma
direta) de dois objetos Aj, Ay € C é uma quintupla que consiste do objeto A@ B € C e

quatro morfismos:
L1 L2

/—\ K\

Ay A DA, As
\—/ \—/
T ™2
satisfazendo,
motu =1y moty=1s, Mot =044, T 0Ly=04,24, (7.3)
e

1o +igomy = 1la,ga, -

Uma categoria C é uma categoria biproduto se qualquer par de objetos em C

admite um biproduto.

Exemplo 7.4. A categoria Set de conjuntos, e fungoes como morfismos, é catesiana
fechada. O produto X xY ¢é o produto cartesiano de X eY, e Z¥ é o conjunto de todas
as funcoes de'Y para Z. O adjunto € expresso pelo sequinte fato: a funcao f : X xY — Z
¢ naturalmente identificado com a fungio de currying ((HANUS, 2012)) g + X — ZY
definido por g(x)(y) = f(x,y) para todo x € X ey €Y.
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7.3 Operacao de copia, de exclusao e estrutura de base

Podemos estudar os conceitos de copia e exclusao utilizando uma abordagem cate-
gérica. Para isso, vamos definir logo mais a nog¢ao da estrutura de mondide e comondide

interno.

Em computacao classica a ideia de copiar e excluir informacgoes parece fundamental
em qualquer dispositivo pratico. No entanto, esta é uma area onde os computadores
quanticos e computadores classicos diferem significativamente; em computacao quantica

nao podemos copiar ou apagar qubits arbitrariamente.
O que vem a ser as operacoes de copia e exclusao em nogoes categéricas?

A operacao de copia (ou diagonal) em uma categoria monoidal C, significa uma
transformacao natural

5:{14&»,4@14’1460}.

O requisito de comutatividade correspondente

A ! B
oA dB
AR A 57 B®B

expressa que "quando executamos a operacao f em um sistema A e depois copiamo', é o

mesmo que "copiar o sistema A e, em seguida, executar a operacao f em cada cépia'.

Proposicao 7.1. Cada Categoria Cartesiana admite uma operacdo de copia uniforme.

Prova. De fato, seja
(SA = <1A7 1A>

e A —L+ B arbitrério. Entdo temos que

(Ip,1g)o f=(lpof,lpof)=(fola, fola)=(fx[f)o(la,la),

assim, 0 é uma transformacao natural, e, portanto, uma operacao de copia uniforme. W

Na verdade, podemos definir as categorias cartesianas em termos da existéncia de

uma operagao de copia e uma correspondente operacao de exclusao:

az{Aﬂ.z\Aec},
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de modo que o seguinte diagrama

A—T B

€A

comuta.

Definicao 7.5. Seja (C,®,1) uma categoria monoidal. Um comondide interno é um

objeto X € C em conjunto com um par de morfismos

XoX X .7,

diagramas comutam:

onde § € a co-multiplicacao (ou co-associatividade) e € a co-unidade, tais que 0s sequintes
X b - X®X X

e N

XEX o rexex ToX <gre X0X Tao X®!

)

A nogao de mondide interno é dual com a nog¢ao de comondide interno, ou seja,

um monoéide em (C,®, 1) é simplesmente um comondéide em (CF ®, I).

Definigao 7.6. Seja (C,®,I) uma categoria monoidal. Um mondide interno é um objeto

X € C em conjunto com um par de morfismos
XoX 2o x" 1,

onde p € a multiplicagdo e o e a unidade, tais que os sequintes diagramas

X £ XeX X
MT Tlx@)u e /MT\
X®XWX®X®X [®XT1X-X®XWX®[

comutam.

Em uma categoria monoidal dagger podemos definir um mondide dado o como-

noéide ou vice-versa. Como segue o lema.
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Lema 7.1. Em uma categoria monoidal dagger, cada comondide interno (co-comutativo)
<X, X—6»X®X,X—€»I)
define uma mondide interno (comutativo)

ot el
(X,X@X—»X,I—»X).

Prova. A partir da lei associativa em (X, d, €) obtemos,

jo(d®1lx) = do(lx®90)
(Fo(0@1x))l = (5o (ly®0))
(oly)ted = 1y edf
T@1lx)®d = (Ix®§) e

aplicando a lei associativa em (X, 67, €"). Também a partir da lei da unidade em (X, 6, ¢)
obtemos,

do(e®ly) =1lx= oJo0(l®e)

(bo(e®1x))l =1x= (fo(1®e))

(felx)ed =lx= (Ix@d)adf
através da lei da unidade em (X, 7, €'). Finalmente a partir de comutatividade em (X, 6, €)
temos,

doog =9
(§oo0)t =of
olodl =00l =4
|

Definicao 7.7. Uma estrutura monoidal dagger interna € uma estrutura de monoide
interno (X, u,e) juntamente com uma estrutura de comondide interno (X,d,€) de tal
forma que a estrutura de comondide é o dagger da estrutura de monoide. Ou seja, ut = ¢
e el =e. A combinacio de uma estrutura de mondide e de comondide também pode ser

escrita como (X, p, e, 9,¢€).

Definicao 7.8. Uma dlgebra Frobenius em wma categoria monoidal é uma quintupla
(X, p,e,0,€) tal que

o (X,u,e) éum mondide;
o (X,0,€) é um comondide;
e satisfazendo a condi¢io de Frobenius:

(Ix®6No(d®@1x) =008 =(0T®1x)o (1x ®).
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Definicao 7.9. Uma algebra de Frobenius é chamada isométrica ou especial se
pod=1

ou seja,

otod =1.

Definicao 7.10. Um morfismo f : X — Y é um homomorfismo monoidal para mondides

internos (X, pu,e) e (Y, ', e') se
fou=po(faf) e foe=¢

e um homomorfismo comonidal para comonoides (X,0,¢€) e (Y,d,€) se
dof=(f®f)od e €of=c¢

Definigao 7.11. Um elemento copidvel (ou elemento cldssico) em relagio a (X, p,e) €

um homomorfismo comonidal o : I — X, isto €, os sequintes diagramas comutam:

1 2 X 1

Note que esses dois diagramas mostram o elemento copiavel e eliminavel respecti-
vamente, embora ainda so6 é referido como copiavel. O nome cldssico vem das propriedades

classicas de que dispoe.
Definicao 7.12. Uma estrutura de base € um comondide interno co-comutativo
(X, 0: X > XX e: X 1)
e (I®1x)od=(lxy®0)od;
e Ax Mo (€@ 1x) 08 = pxlo(ly ®e)0d = Ly;
® oxx00=0.

que, além disso € isométrica (especial) e obedece a identidade de Frobenius, isto é, respec-

tivamente,
stod=1x
(Ix®No(0®1x) =606 = (T®1x) 0 (1x ®6).

Em outras palavras, uma estrutura de base é uma dlgebra Frobenius dagger que

também é comutativa e especial.
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8 Estruturas na Categoria dos Espacos de

Chu

O nosso olhar agora é direcionado a investigar as potencialidades no qual fomos

motivados pela rica estrutura dos Espagos de Chu.

Os teoremas 8.1,8.2, 8.3 sao todos trabalhos originais.

8.1 Chug : Uma categoria monoidal simétrica

Teorema 8.1. Chug com o produto tensorial ®, é uma categoria monoidal simétrica.

Prova. Na secao 4.1 descrevemos a categoria Chuy. No entanto, para mostrar que esta
é uma categoria monoidal devemos mostrar que satisfaz as equacoes 6.5 -6.10, para a

simetria, as equagoes 6.11-6.14 e para que seja dagger, a 6.15.

Vimos que a unidade do produto tensorial é o espaco de Chu com um ponto e |K|

estados, denotado por 1.

Considere os espagos A = (A,r, X),B=(B,s,Y) e C=(C,t,7Z), temos:

e Para o isomorfismo natural «, vimos na proposicao 4.2 que o tensorial é associativo,
assim: aapc: A® (BRC) = (A®B)®C :aape: (a,(b,c)) = ((a,b),c);

Na proposicao 4.3, mostramos que os isomorfismos A e p estdo bem definimos em
Chu.

o M A= 1®A M (a) = (+a);
® pa: A= A1 pala) = (a,*).
pela funtorialidade de ® visto na seciio 4.2, temos que:
(h@k)o(f®g)(a,b) = (h@k)o(f(a),g(b)) = (ho fla),kog(b)) = (hof)® (kog)(ab)

onde f: A—-A,g:B—-B h: A — A" e k:B —B"



70

e Para a simetria, vimos na proposicao 4.2 que o tensorial é comutativo, e assim o

isomorfismo natural o para o espaco de Chu é :

OA,BZIA(X)B—)B@AZZ 0A73(a,b) = (b,a).

De modo que os seguintes diagramas comutam

Condicao 6.14

9(A®B),C
_—

A (BeC)—*—(A®B)aC C®(A®B) (8.1)

1A®0-B’cl \La

A® (C® B) ARC)@B——=(CRA) @B

o oA,c®lp

Esta condicao sai imediatamente da proposi¢ao 4.2 onde mostramos que o tensor é comu-

tativo e associativol!

Condigao 6.9
A®BHE¥ A (19 B) (8.2)

QA1B
pARLB

(A®1)® B

Esta condigao segue das proposicoes 4.2 e 4.3

e para a condigao 6.13 temos:

o140 Aa(a) = ora(x,a) = (a,*) = pa(a)

Omitimos os demais diagramas para efeito de objetividade.

Com isso, mostramos que Chug é uma categoria monoidal simétrica. |

Observacao 8.1. Chug com respeito a @, a soma direta, é uma categoria monoidal.
De fato, a unidade monoidal para & ¢ o espago de Chu vazio 0, ndo tem ponto e possui

apenas um estado. O isomorfismo natural o é definido como no caso .
e My A= 08 A Ay(a) =(0,0a);
e pi: A= A®0:: pyla) = (a,0).

Contudo, a categoria Chuy com respeito a @ nao é simétrica, pois a soma direta

ndao € comutativa, como vimos na proposicao 4.4.
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8.2 Chug : Tensor Quantico

Como definimos na se¢ao 7.1, as caracteristicas de sistemas quanticos estao intimi-
mamente ligadas as categorias compactas fechadas, que nos dao um contexto geral para

o uso de objetos duais.
Teorema 8.2. Chuyg € uma categoria compacta fechada com respeito ao produto tensorial.

€1

Prova. O operador dual do espago de Chu é o (_ )+ assim, dado o espago A = (A4, r, X),

o seu espaco dual é A+ = (X, # A). Com isso, pela defini¢do 7.1, devemos mostrar que:
LA o(ea®la)oaarac(la®na)opa=1a
1 —1 —
2. ppio(lar ®@ea)oays 4400 (Na®@lyge)odge =1 e

Primeiramente, vamos definir o que consiste os morfismos 74 e €4 :

e O morfismo 74 ¢ composto pelo par 14 : (74, n4), tal que:

(M) - 1 At® A
({x},s,K) = (X x A, t, F)

com
Ny {x}>XxA e ny: F—K.

de modo que
tn4(x), (f1, f2)) = r(a, fi(x)) = 7(z, f2(a)) = s(x,14(f1, f2))

acontece para todos (f1,f2) € Fet: (X x A) x F - K. Onde F consiste do
conjunto de todos os pares (fi, f2), taisque f; : X — X e fo: A — A,

e O morfismo €4 consiste do par €4 : (€4, €7), que satisfaz:

(e : A@ A1
(Ax X, t',F') — ({x},s, K)
tal que,
€ AXX 5 {x} e €4:K—F
satisfazendo,

s(€y(a, x), k) = r(a, f5(x)) = #(z,fi(a)) = '((a, ), €4 (k)

paratodok € K et : (Ax X)xF — K. Onde F' consiste de todos os pares (fj, f2)
de funcoes f; : A > Aefy: X — X,
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Esta prova se resume mostrar apenas a equagao 1. O item 2 sai de forma analoga.

Na proposigao 4.3 verificamos o isomorfismo p 4, esse morfismo é representado pelo

par:

pa:(f,g) : A—-A®1
(A,r, X) = (A x {x},7,G)

fiA=>Ax{x} e g:G—X.

Onde G é o conjunto de todos os pares g1 : A — K, gs : {x} — X. tal que
7(f(a),(91,92)) = r(a, g2(%)) = s(x, g1(a)) = r(a, g(g1, 92)).

Sabendo que a identidade de A corresponde a 14: A — Aens:1— A" ® A, o
produto 14 ® 14 é o par de morfismos (dy, ds) :

1a®@na=(di,dz) : A1 = A® (At ® A)
(Ax {*},t,G) = (Ax X x A u,H)

di :Ax{x} > AXXxA e dy:H—G.

Onde H consiste de todas as funcgoes m : A x X x A — K satisfazendo a conjuncao

das trés condigoes vistas na proposicao 4.2.

Assim, temos que a composta (14 ® 1n4) o p4 é dada por:
(dy,dy) o (f,g) =(diof,gody) =(A—= AXx X x A H— X)
Esta composta é por si s6 um par adjunto pois para todo a € A e h € H temos que:
u(dy o f(a)),h) =t(f(a),dz2(h)) = r(a,g o dz(h)).
O isomorfismo natural a4 41 4 pode ser visto como o par (o, ap) tal que:

CYA7AL7A:(CY1,OQ) : A®(.AL®A)—>(.A®AL)®A
(Ax X xAuH) = (Ax X x AuH)

ap AXXXA—-AXX XA e ay:H—H.
Com isso, a composta ay 41 4 © (14 ®n4) 0 pa é dada por:
(ag,a9) 0 (dyo fygody) =(agodyof,godyoas) =(A—AXx X x AH— X).
Esta composta é um par adjunto, pois para todo a € A e h € H temos:

u(ag ody o f(a),h) =r(a,godyoay(h))
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O produto e4 ® 14 equivale ao morfismo cujo par é (eq, e3) :

eAa®1y4=(e1,e) : AAHY 9 A—- 10 A
(Ax X x Aju, H) — ({x} x A, ¢',G)
e AXX XA {x}xA e e:G —>H.

Onde ({*} x A,t',G") = (A x {x},t,G) como ja visto anteriormente.

Deste modo, a composta (€4 ® 14) 0y 41 40 (14 ®n4) 0 pa é dada por:
(er1,e2) 0 (arodio figodyoay) = (eroarodio f,godyoazoes).
Esta composta é por si s6 um par adjunto pois para todo a € A e g’ € G’ temos que:

t'(eoarodio fa) g) =u(f(a), e2(g)) = r(a,g o dz 0z 0 eg)).

Finalmente, vamos concluir o ultimo isomorfismo da equacao 1. Tal isomorfismo

natural condiz ao par:

/\;tl:(hl,hg) : 1A—A
({x} x A, t,G') = (A, X)

hy :{s}xA—A e hy: X —>¢

Portanto, a composta da equacio 1, A\ o (e4®14)0 apat 40(la®@na)opa =1y
¢é dada por:

(hi,h2)o(eroaiodio figodyoazoey) = (hioejoarodiof,godyoayoeyohy)
= (Ig: A= Alx: X = X)
- 14
[ ]

Definicao 8.1. Uma categoria x— autonomas é uma categoria monoidal simétrica equi-

pada com um objeto dualizador 1.

Exemplo 8.1. Observe que Chug € uma categoria x— autonomas com o proprio dual do

espaco de Chu A+ como o objeto dual do espago A e o objeto dualizador definido como
1 =1
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8.3 Chuy : Tensor Classico

Vimos na sec¢ao 7.2 que os tensores classicos nao sao compactos, em vez disso eles
vém com a estrutura de Categorias Cartesianas. Assim, para a categoria dos espagos de

Chu vamos considerar a soma direta @.

Teorema 8.3. Chuy € uma categoria cartesiana com respeito a soma direta &.

Prova. Sejam A = (A,r,X),B = (B,s,Y) eC = (C,t,Z) objetos na categoria Chu.
Considere a soma direta A ® B = (A + B,u, X x Y) visto como o produto cujas as
projecoes sejam:

m:ADB—-A e m™m: ASB— B.

Sabendo que ambas a projec¢oes correspondem respectivamente aos pares de morfismos:
o m:(m,m)=(A+B—>AX =X xY),

o my: (mh,my):=(A+B—BY > XxY);

onde para qualquer objeto C € Chug, e qualquer par de morfismos g : C — Aeh :C — B,

existe um tnico morfismo f : C — A & B tal que
g=mof e h=mof.
De fato, temos que g e h correspondem aos pares de morfismos:
e g:(g1,92) = (C = A X = 2),
o h:(hy,hy):=(C— B)Y — 2).
E faopar (f1, f2) = (C = A+ B, X xY — Z). Assim, temos que:
emof=(mof,foorn])=(C—AX—=2Z)=yg;
e mof=(nhof, faorh)=(C— B)Y —=Z)=h.
Além disso, f é tnico! De fato, suponha que exista f* de modo que f*:C — A® B, assim
moff=g=mof e moff=h=mof

=1
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8.4 C(C'hug : Operacao de copia e exclusdo - Comondides

Comondides em Chu tém a vantagem de ter uma definigdo elementar simples em
termos apenas de conjuntos e fun¢oes, independentes de Chu. Além disso, veremos adiante,

comonodides sobre C'huy tém a riqueza dos espagos topologicos.

Os resultados e defini¢oes nesta segao forma retirados das notas de curso (PRATT,
2003a) e do artigo (PRATT, 1999), com a adigao de mais exemplos com o propdsito de

ajudar o leitor.

Definicao 8.2. Um comondide em Chug é um espaco de Chu A para o qual a funcao
diagonal § : A - A® A e a fun¢io constante € : A — 1 sao continuas (defini¢ao 4.4)
onde 1 ¢ a unidade do produto tensorial. FEstas duas funcoes constituem a interpretacao

das operacoes de copia e exclusao, respectivamente.

Assim, § e € sdo morfismos em Chu satisfazendo as equagoes de co-multiplicagao

e co-unidade.

O comonoide gerado por um espago de Chu normal A = (A, X) é definido como o
comonoide normal que tem o menor Y O X. Este Y existe e é um corolario do seguinte

lema.

Lema 8.1. Dado qualquer familia de comondides (A, X;) com A fizo, (A,N; Xi) € um

comonoide.

Prova. A tnica funcao de (A, X) para 1 é continua apenas quando X inclui todas as fun-
¢oes constantes. Todos os X/s devem ter esta propriedade e, portanto, o mesmo acontece
com a sua interse¢ao. Dado A = (A, X), § : A - A® A é continua apenas quando cada
A x A é "solucao de palavras cruzadas com dicionario X que tem como diagonal principal
uma palavra de X". Assim, se uma solucao usa palavras encontradas em cada dicionario
X;, entao a diagonal é encontrada em cada X;. Dai (), X; possui a mesma propriedade.

Portanto, (A,N; X;) é um comondide.

Vamos agora dar uma abordagem do que vem a ser comondides sobre K = 2.
Felizmente ha uma definicdo inteiramente fundamental que veremos a seguir, abordada
pelo Pratt (2003a) (PRATT, 2003a). Mais adiante veremos a conexao desta defini¢ao com

a nog¢ao categérica de comondide.

Defini¢ao 8.3. Um comondide A = (A, X) é um conjunto A, juntamente com um con-

junto X de subconjuntos de A com as duas sequintes propriedades:
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1. X contém A e o conjunto vazio.

2. Seja C qualquer matriz Ax A de 0's e 1's tal que para todos os a € A, se X contém

Cla] e C7Yal, entdo X também contém a diagonal.

Podemos interpretar esta definicdo do seguinte modo: se tomarmos A como o
conjunto de posicoes para as letras de uma palavra, entao X pode ser visto como um
dicionério de palavras sobre o alfabeto {0, 1}, todos de mesmo comprimento, ou seja, | A|.
Qualquer palavra representa o subconjunto de A que consiste dessas posi¢oes em que o 1

aparece.

Intuitivamente, a condi¢ao 1 exige que ambas as palavras constantes, 00...0 e 11...1,

estejam no dicionario.

A condi¢ao 2 pode ser compreendida pela relagdo C' como palavras cruzadas com
quadrados todos preenchidos. A premissa da condicdo é que cada linha e cada coluna
de C devem aparecer no dicionario, a condi¢ao de palavras cruzadas padrao. A condicao
em si diz que a diagonal principal de tais palavras cruzadas também deve aparecer no

dicionario.

Definigao 8.4. Um morfismo f : (A, X) — (A', X") de comondides € a fungio f : A — A’
tal que para todo Y € X', a imagem inversa f~1(Y) € X.

Exemplo 8.2. Vamos considerar um exemplo simples em Chus, sequido da definicao 8.3
de comondide do Pratt (2003a). Seja o espago de Chu 2 =1® 1= (A =2X =24) =
0011

0101
condigcao 2, sio dadas as sequintes matrizes A X A :

. Observe que 00 e 11 estio em X o que satisfaz a condi¢io 1. Agora para a

00| | 00|00 00 01 01 01 01
00| | 01 10 11 00 01 10| | 11
10 10| | 10 10 11 11 11 11
00| | 01 10 11 00 01 10| | 11

Observe que para toda matriz A x A em 2, temos que se X contém Cla] e C~a], entdo
X também contém a diagonal. Isto € obvio visto que 2 é um espaco discreto, ou seja,

X =24, Portanto, temos que 2 é um comondide em Chus.

001
Exemplo 8.3. Considere o espago de Chu A = 010 | Note que para este espaco a

condigao 1 ja nao é satisfeita, visto que contém apenas o conjunto vazio (00) e ndo contém

A (11). Considerando o conjunto das 16 matrizes A x A visto no exemplos anterior, da
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10
sequinte matriz temos que X contém Cla] e C~'[a], contudo a diagonal principal 11

01
nao esta em X. Desse modo, A nao é um comondide.

Podemos definir Com g como a categoria de comondides em C'hug, ou equivalente,
como vimos acima, como dicionarios D para que qualquer palavras cruzadas sobre D tem a
sua diagonal principal em D. C'oms se assemelha a Top, categoria dos espacos topologicos
ordinério. A nogao de um espago biextensional de Chu pode ser entendida por analogia
ao do espago topologico Ty, ou seja, como um conjunto A, juntamente com um conjunto

X de subconjuntos de A, o que podemos considerar como conjunto de abertos.

Pela definicao 8.3, podemos ver a semelhanca de comondides com espagos topolo-

gicos da seguinte forma, em comparacao as condicoes 1 e 2 :

1. ¢é tradicionalmente mantido explicitamente para espacos topolégicos, visto que, a
imagem inversa de um vazio deve estar vazio, enquanto a imagem inversa de um

aberto deve ser todo o aberto.

2. esta condicao é substituida pelo requisito de que X ¢é fechado sob uniao arbitraria

e intersecao finita.

Com esta analogia, vamos considerar os elementos de A como pontos e os elementos

de X como conjuntos abertos.

Definig¢ao 8.5. Uma ordem de especializagdo de uma estrutura (A, X) é uma préor-
denacio < definida por a < b apenas quando cada conjunto aberto contendo a também
contém b; equivalentemente, quando cl{a} C cl{b}, onde cl{a} denota o fechamento do
conjunto fechado minimal contendo o conjunto unitdrio {a}.

A topologia Alexandroff sobre um conjunto pré-ordanado (A,<) tem para os seus
conjuntos abertos os filtros de ordem do conjunto pre-ordenado, de forma equivalente as

fungoes mondtonas de (A, <) para a cadeia 0 < 1.

Esta topologia ¢é claramente fechada sob uniao arbitraria e intersecao arbitraria.
De fato, dado um espago topolégico de Alexandroff (X, 1), cada © € X tem a menor

vizinhanga definida como se segue:
Viz)=(({AeT:ze A}

A topologia Alexandroff é realmente a maior especializagao topologia induzida por < .
Nesta topologia os seguintes conjuntos: V'(z) = {y € X : © < y} para todo z € X forma

uma sub-base.
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Um exemplo interessante de comondide em Chus visto como espaco Topoldgico

segue da seguinte proposicao.

Proposicao 8.1. A topologia Alexandroff em um poset € um comondide.

Prova. Para cada a seja m® a intersecao de todos os conjuntos abertos contendo a, e seja
f: A? — 2 uma funcio continua separadamente em cada argumento, e B = {a|f(a,a) =

1}. Para a continuidade conjunta de f basta mostrar que B ¢é aberto.

Seja C = U,epm®, uma uniao de intersecoes de conjuntos abertos e, portanto,
aberto. E obvio que B C C, assim para mostrar que B é aberto, basta mostrar que
C C B. Suponha ¢ € C, entao para algum a € B, ¢ € m®. Por isso, cada conjunto aberto
contendo a também deve conter c. Assim, para qualquer fun¢do continua g : A — 2, temos
g(a) < g(c). Logo, f(a,a) < f(a,c) < f(c,c). Dal, temos que para a € B, f(a,a) = 1,
entdo f(c,c) =1, c€ B. |

Observe que Posets sao feito espacos topoldgicos com a topologia Alexandroff.

No ponto de vista categoérico, os morfismos sao definido como se fossem fungoes
continuas, assim a fun¢ao f : A% — 2 é um morfismo (em Chuy) cuja imagem de cada
elemento em f~! é um elemento em X (para A = (A, X)). Neste caso, f é vista como
a imagem inversa 0! no qual mapeia qualquer aberto de 4% para um aberto em 2. Ou

seja, o conjunto para os quais f(a,a) estao em 2.

Além disso, a topologia Alexandroff é fechada sob unido arbitraria e intersecao
arbitraria, o que satisfaz a condicao 2 da defini¢ao 8.3. E, pela proposicao 8.1, a continui-
dade de ¢ é dada pela de f. Para este exemplo, como definido o funtor T em C'hu, temos
6T = 61 = f. Para o morfismmo ¢, temos que a imagem inversa de um conjunto vazio
é vazio, assim também para um aberto (cuja imagem inversa também é aberto) e assim,

1

el = €71, visto que a topologia Alexandroff em um poset é um comondéide.

Agora vamos descrever a conexao da definigdo do Pratt vista em 8.3 com a definigao
categorica e : A —Ted: A— A® A Onde o delta é o mapa diagonal (d(a) = (a,a)) e

0 € ¢ o mapa constante (e(a) = *).

Os morfismo de Chu sdo definidos como se fossem fungoes continuas: uma funcao
de (A, X) para (B,Y) é um morfismo de Chu apenas quando a imagem inversa de cada

elemento de Y sob f~! é um elemento de X. Assim,

1. A imagem inversa de um conjunto vazio deve estar vazio, enquanto a imagem inversa

de todo o espago deve ser todo o espaco. Uma vez que estes sao os tinicos conjuntos
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em I (1), segue-se que A deve ter o conjunto vazio e o espago inteiro (o conjunto A)

entre seus conjuntos.

2. A imagem inversa ! deve mapear qualquer conjunto y de A® A para um conjunto
de A. Mas isso equivale a recolher do conjunto dos a's para qual f(a,a) € y. Uma
vez que y ¢ uma palavra cruzada tendo linhas e colunas retiradas dos conjuntos de
A, pela definicao do produto tensorial A ® A, isso equivale a exigir que a diagonal

destas palavras cruzadas, como uma funcao de A para 2, seja um conjunto de A.

8.5 O funtor 7 sobre C'hug

Recentemente, muitos trabalhos voltados para a mecanica quéntica categérica tém
dado muita importancia ao funtor dagger (f) desenvolvendo a ideia de que a mecénica
quantica pode ser expressa, em uma categoria simétrica monoidal, utilizando apenas o
funtor  para recuperar as estruras essneciais da mecanuca quantica tais como base, eman-
ranhamento, etc. Categorias com uma estrutura mais sofisticada, as categorias monoidais

simétricas dagger (1—SMC), foram abordadas no capitulo 6 (defini¢ao 6.5).

Neste contexto, surge o interesse de investigar nossa categoria C'hugk a ponto de
obtermos tal funtor e, se ele a faz uma —SMC. Contudo, essa tarefa ndo se mostrou tao

trivial como pareceu iniciaslmente.

Inicialmente obervemos que para definir um funtor dagger com a identidade em
objetos ele teria que satisfazer a seguinte propriedade. Sejam A = (A,r, X)e B = (B,s,Y)

espacos de Chu. Dado o morfismo

f=(f.f) A= B

com fi: A— Be fy: Y — X tal que s(fi(a),y) = r(a, f2(y)). o morfismo adjunto

=) :B—A

onde fi : B— Ae f] : X =Y deve satisfazer s(b, fi(z)) = r(f1(0), z).

Observemos que esta propriedade esta relacionada com a funtorialidade do candi-
dato a T e usa continuidade. O problema é encontrar uma estrutura que satisfaca e que

seja consistente com o resto da teoria e com os modelos.

O primeiro candidato a solucao é definir, tal como em espacos Vetoriais, o T de um
operador através da nocao de transposta do operador. Notemos que, se particularizarmos
para espacos biextensionais, dada uma funcao f : A — B, podemos representa-la como

uma matriz m, A XY sobre K, qual seja m(a,y) = s(f(a),y). Tomando a linha s(f(a), —)
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como a representacao em B de f(a), esta representacao de f é simplesmente uma listagem

das representacoes em B dos valores de f nos pontos de A.

Querendo obter o dagger através da matriz transposta Y x A sobre K, que repre-
senta a fungdo dual g : B — A%, ou seja, m(y,a) = 7(a,g(y)), ndo obtemos sucesso.
Visto que ndo conseguimos conectar as condicdes s(b, fi(x)) = r(f](b), z) para a matriz
transposta pois para tais espacgos temos uma caracterizagao alternativa de continuidade:
a fungdo é continua apenas quando o converso (transposi¢ao) da sua representacao é uma

funcdo de B+ para A*.

De fato, a funcdo dual g : B+ — A* altera tanto o sentido do morfismo quanto
a estrutura interna dos espacos de Chu, de modo que existe a correspondéncia do par de
morfismo ¢ : (hy, ho) : BX — At com hy; :Y — X ehy: A— Bcomosde f: A— B.

Investigamos outras alternativas, ébvias a primeira vista, de possiveis solugoes,
algumas das quais foram imediatamente descartadas por nao levarem a resultados satisfa-

torios enquanto outras deixaremos para trabalhos futuros, dado a complexidade envolvida:

1. Relacionar o funtor conjugado t ao funtor dual L.

a) Fazendo A" = At. Esta possibilidade é descartada de imediato! Pelo simples
fato de que nas estruturas categoricas eles diferirem em geral. O funtor dagger
(usado para categorias t—SMC) é um a estrutura adicional aquelas que contém
o objeto dual (as categorias compactas fechadas). Vimos que na categoria C'hug
esse objeto dual corresponde a transposta A+. E A e A+ sdo sequer isomorfos

em geral.

b) Fazendo com que } seja identidade nos objetos, como requerido em sua defini-
¢ao original, mas nos morfismos haja como o L. Esta possibilidade é também
descartada de imediato! Como L age nos objetos invertendo os papéis das
linhas e colunas, ele funciona nos morfismo usando tal troca, mas se mantiver-
mos os objetos como estao, trocar os morfismos leva a incoeréncia trivial onde

os dominios das fungoes envolvidas nao correspndem ao que deveriam ser.

c) Obter o dagger através do dual através de uma expressao mais sofisticada
do que as usadas acima. Nao descartamos esta alternativa, mas observando
o argumento acima levando em consideragao os espacos biextensionais, nao

criamos muita expectativa em seguir por este caminho.

2. Olhar para o espaco de Chu em si. Assim como uma {—SMC é uma categoria com
estruturas, podemos definir um {—Chu, um espago de Chu com a estrutura dagger

adicional. Ou seja, dado um espago de Chu biextensional A = (A(_, ), X) sobre um
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corpo K (como foi abordado no capitulo 5), onde o conjunto X sao fungoes lineares
de A para K, essa abordagem relaciona o X como o dual de A, logo, definirfamos

um dagger em A.

e Um caminho interessante! Porém, nao conseguimos a funtorialidade traba-
lhando apenas com os componentes dos objetos. Seria preciso estender esta

no¢ao aos morfismo, caindo nos mesmo problemas do item 1.

3. Enfraquecer ou até mesmo retirar a condigao de identidade em objetos (At = A)

imposta na estrutura monoidal dagger.

e Esta é alternativa de maior motivacao! Requer um estudo mais aprofundado,
podendo levar meses para obtencao de um (possivel) resultado positivo. Pre-
tendemos investigar esta alternativa em trabalhos futuros, como por exemplo
um estudo inicial no doutorado, uma vez que teremos de reconstruir todo o
trabalho feito em {—SMC.

Vimos na Secao 7.3, que estruturas de base constitui uma parte essencial de qual-
quer categoria quantica, na abordagem de Coecke e Pavlovic (2007) e que vérios autores

axiomatizam a Mecanica Quantica usando categorias compactas fechadas dagger.

Coecke e Pavlovic (2007) apontam que a definigdo de estruturas complementares
em FdHilb coincide com a mecanica quantica padrao e uma caracterizacao algébrica

equivalente de observaveis complementares é fornecido pelo seguinte teorema:

Teorema 8.4 ((COECKE; PAVLOVIC, 2007)). Em uma categoria com pontos suficientes
cada par de estruturas de bases complementares formam uma (em escala) dlgebra Hopf

com antipoda trivial.

Coecke e Pavlovic (2007) prosseguem para mostrar que esta defini¢do abstrata

capta a maior parte do comportamento de observaveis complementares em sistemas da

Mecénica Quantica (COECKE; PAVLOVIC, 2007).

Contudo, nossa categoria Chuy tem limitagoes nesses aspectos. Pois a categoria
dos espacos de Chu nao possui, ainda, estrutura de uma 1—SMC, com isso ndo obtemos

estruturas de base.

O problema, como vimos, se encontra em definir um funtor contravariante involu-
tivo

t: Chu@f — Chug-.

Nao h4 na literatura um funtor em C'hugx com as caracteristicas do funtor f.
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Isto pode parecer um problema muito sério que compromete o uso de espagos de
Chu como modelos de categorias quanticas, porém, o uso de Teoria das Categorias em
Mecanica Quéntica é anterior a linha adotada em (COECKE; PAVLOVIC, 2007). Por
exemplo, (DAY; STREET, 2004) propoe o uso de comonad monoidais. Em (STREET,
2004) propoe o uso de monadas de Frobenius e pseudomonoides. Todas baseadas em
categoria monoidais, como é Chuy. Um pequeno artigo, (DAY, 2006) com exemplos
destas estruturas é recomendado. Para uma introducdo mais elementar a esta parte da
drea Mecénica Quéntica Categérica sugerimos a leitura do livro (STREET, 2007). Nao
desenvolvemos esta linha aqui por ser muito mais complexa e geral com aplicacoes em
Teoria de Campos Quéanticos Topoldgicos (ver por exemplo (KOCK, 2004) e (KERLER;
LYUBASHENKO, 2001)). H& muito que explorar e é o que pretendemos na continuagao

deste trabalho no doutorado.
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9 Conclusao

Vamos voltar a nossa analogia do uso de teoria das categorias como um guia onde a
Mecanica Quantica pode viver no mundo fora da matemética do espaco de Hilbert. Onde
é que Espaco de Chu se encaixa em nosso novo mundo para a computacao quantica?
Ele tem muitos aspectos interessantes. Neste trabalho mostramos que possui os recursos
iniciais necessdrios (estrutura compacta) para executar protocolos como o teletransporte
quantico. Certamente poderiamos imaginar, para trabalhos futuros, o Espaco de Chu
sobre um corpo K podendo ser um novo lar para algumas areas da computagao quantica.
Espero que, pelo menos, isso nos ajude a chegar a uma melhor compreensao da computacao

quantica.

Recentemente muitos trabalhos voltados a Teoria Quantica Categérica tém dado
importancia ao funtor dagger (f) e através das categorias monoidais simétricas dagger
construiu-se uma estrutura de base a partir da algebra de Frobenius, onde consegue des-
crever caracteristicas da Mecanica Quéantica. Isso é surpreendente, uma vez que FdHilb

¢ uma categoria com estruturas de base.

O estudo das algebras de Frobenius para os espagos de Chu é de grande interesse,
visto que apesar de ndo termos (ainda) um estrutura categérica equipada com o funtor f
em Chug, podemos ver uma ligacdo entre as possiveis estruturas de base em Chu e as
estruturas de base de FdHilb, devido as semelhancas na aritmética matricial e o conceito

de Chu como uma generalizagdo da algebra linear.

Neste contexto, vale salientar o problema da auséncia do funtor dagger em nossa
estrutura categoérica que pretendemos solucionar em nossos trabalhos futuros, no qual
somos motivados pelo fato que a categoria dos espacos de Chu mostrou-se equipada com
a estrutura adequada para trabalharmos propriedades da Mecéanica Quantica (Categoria
Compacta). Nestes estudos iniciais, analisamos que seria interessante ver a possibilidade
de simularmos os mesmos protocolos e propriedades quanticas que foram realizadas em

FdHilb e utilizarmos para C'hug, com K corpo.

Além disso, uma das caracteristicas mais importantes do uso de categorias na
Teoria Quantica é que os sistemas e processos que encontramos podem ser representados
em um calculo puramente esquematico, conhecido como calculo grdafico. Isto significa que
as situagoes que podem parecer extremamente complicadas e, no primeiro olhar, nao

interpretaveis na forma de equagoes, agora tornaram-se muito intuitivas e faceis de ler.
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Tal linguagem grafica é vista por muitos autores como a caracteristica mais poderosa
das categorias monoidais simétricas. Inicialmente nao nos voltamos para esta area, nao

obstante é de interesse particular representar o calculo grafico a categoria Chug.
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