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Resumo

Em ensaios experimentais usualmente se faz necessario a extracao de derivadas dos
dados obtidos, para o estudo e caracterizacao do fenomeno em questao. Tais dados con-
tém ruidos aleatorios e/ou erros estatisticos e técnicas usuais de diferenciagdo numérica,
como diferencas finitas, podem amplificar o ruido. Manter o ruido inerente aos dados sob
controle é imprescindivel para nao introduzir comportamentos espurios nos dados. No
presente estudo, aplicamos uma metodologia alternativa na analise das curvas de cres-
cimento de peixes. Nesta metodologia, a curva de crescimento é aproximada por uma
funcao suave que nao estd associada a um modelo de crescimento e, portanto, é indepen-
dente de estimacao de parametros. O método baseia-se no processo de regularizacao de
Tikhonov e consiste em um procedimento simples e confiavel para se calcular derivadas de
dados experimentais. O processo ¢ independente da natureza dos dados e pode lidar com
pontos de dados nao uniformemente distribuidos. O método pode ser estendido para de-
rivadas de ordem mais altas e também pode ser usado para suavizar dados experimentais.
Aplicamos o método ao ajuste da curva de crescimento de trés espécies de peixes: Mugil
curema, Thunnus obesus e Pseudupeneus maculatus, cujos dados foram previamente ana-
lisados via modelos de crescimento. Concluimos que a metodogia empregada aproxima
com precisao as curvas da primeira e segunda derivada e fornece informagoes sobre as
taxas instantaneas de crescimento animal.

Palavras-chave: diferenciacao numeérica; ruido; curva de crescimento de peixes; mo-

delo de crescimento; regularizacao de Tikhonov; derivadas.



Abstract

In experimental research usually it is need to extract derivatives from the obtained data
for the study and characterization of the phenomenon in question. Such data contains
random noise and / or statistical errors and usual techniques of numerical differentiation,
such as finite differences, can amplify the noise. Keep the noise inherent to the data under
control is essential to avoid misinterpretation of the phenomenon. In the present study we
applied an alternative methodology to analyze fish growth curves. In this methodology
the growth curve is approximated by a smooth function that is not associated with a
growth model and therefore is independent of parameter estimation. The method is ba-
sed on Tikhonov regularization process and consists in a simple and reliable procedure for
calculating derivative from experimental data. The process is independent of the nature
of the data and can handle points which are not evenly distributed. The method can
be extended to derivatives of higher order and can also be used to smooth experimental
data. We apply the method to the adjustment for growth curves of the three species
of fish: curema Mugil, Thunnus obesus and Pseudupeneus maculatus, whose data were
previously analyzed through growth models. We conclude that the methodology here em-
ployed approximates accurately the curves of the first and second derivative and provides
information on the instantaneous rate animal growth.

Keywords: numerical differentiation; noise; fish growth curve; growth model; Tikho-

nov regularization; derivatives.
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CAPITULO 1

Introducdo

1.1 Diferenciacao Numeérica

A diferenciagdo d4 uma medida da taxa na qual uma grandeza varia (Gilat e Subrama-
niam, 2008). Taxas de variacao de grandezas aparecem em varios fenémenos de interesse
fisico, quimico e biolégico. O problema de diferenciacao numérica consiste na determina-
cao da derivada de uma funcao a partir dos valores discretos da mesma. A funcao a ser
diferenciada pode ser dada como uma expressao analitica ou como um conjunto de pontos
discretos, no primeiro caso a derivada pode ser determinada analiticamente. No caso em
que a diferenciacao analitica da fungao é muito dificil ou impossivel, ou quando a funcao
é especificada como um conjunto de pontos discretos, utilizasse a diferenciacao numeérica.

A diferenciacao numeérica é realizada em um conjunto de dados especificos como um
conjunto de pontos discretos, ou dados experimentais. Duas abordagens podem ser usadas
no calculo da aproximac¢ao numérica da derivada em um ponto. Umas delas é a apro-
ximacao por diferencas finintas, em que a aproximacao da derivada de uma funcao em
um dado ponto baseia-se nos valores da fun¢ao na vizinhanca deste ponto. A precisao da
aproximacao por diferencas finitas depende da precisao dos pontos do conjunto de dados,

do espacamento entre os pontos e da formula especifica usada na aproximagao (Gilat e

13



CAPITULO 1. INTRODUCAO 14

Subramaniam, 2008).

Uma outra abordagem a diferenciacao numérica corresponde ao uso de uma funcao
de aproximacao, neste caso, faz-se uma aproximacao dos pontos a serem diferenciados
utilizando uma expressao analitica que possa ser facilmente diferenciada.

A necessidade da diferenciagdo numeérica surge de varios problemas matematicos e
aplicagoes praticas como, por exemplo, métodos numeéricos para a solucao de equacoes
diferenciais ordinarias (Milne, 1953); problemas inversos em equagoes fisico-matematicas
(Engl, Hanke e Neubauer, 1996); identificagdo dos pontos de descontinuidade em proces-
samento de imagem (Deans, 1983), etc.

Podemos encontrar varios trabalhos que tratam do problema da diferenciacao numé-
rica, destacando Hanke e Sherzer (2001), Engl, Hanke e Neubauer (1996), Wang, Jia e
Cheng (2002), que tratam da técnica de regularizagao para derivadas de primeira e se-
gunda ordem; e Anderssen e Helgland (1999), que trata a técnica de regularizacdo para

derivadas de ordem supeior.

1.2 Diferenciacao e suavizacao de dados experimentais

Em ensaios experimentais, nos quais se tem interesse nas taxas de variacao das gran-
dezas medidas em funcao do tempo, ou de outras varidveis inerentes ao estudo de de-
terminado fenémeno, busca-se estimar parametros de um modelo que o explique. Como,
por exemplo, a taxa relativa de crescimento em funcao do tempo na descricao de pro-
cessos biologicos. Queiroz (2009), utilizou modelos matematicos para descrever curvas
de crescimento em aves, com a finalidade de estimar parametros genéticos e fenotipicos
para o melhoramento genético animal. Lin (2000), desenvolveu um modelo matemético,
com base nas alteracoes dependentes do tempo da taxa de crescimento especifico, para
a previsao do crescimento de células microbianas. Em Birch (1999), uma taxa de cres-
cimento relativa em funcao do tempo é usada em um modelo empirico de crescimento
vegetal. Lobo (2008), estimou parametros genéticos para a avaliacao genética de capri-

nos e ovinos. Zweitering (1990), usa a taxa de crescimento especifica maxima para fazer
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reparametrizacao de modelos de crescimento de bactérias.

Dessa forma, nos ensaios experimentais, usualmente precisamos realizar diferenciacao
numérica em um conjunto de dados para obter sua taxa de variacao para o estudo e
caracterizacao de determinado fenémeno. Quando os dados a serem diferenciados sao
obtidos a partir de medicoes experimentias, eles usualmente apresentam dispersao por
causa de erros experimentais ou incertezas nas medic¢oes (ruido) (Gilat e Subramaniam,
2008). Se um conjunto de dados experimentais for diferenciado usando a forma mais
simples da aproximacao por diferencas finitas entao grandes variagoes serao vistas no
valor da derivada. Assim, realizar diferenciacao sem o controle da amplificacao do ruido,
pode introduzir comportamentos espirios nos dados, levando a resultados nao confiaveis.
Este fato torna necessario o desenvolvimento de ferramentas numéricas capazes de fornecer
uma aproximacao para essas derivadas e que, ao mesmo tempo, mantenha o ruido sob
controle; tal procedimento é comumente designado por suavizacao (Golay, 1964).

Dentre as técnicas mais amplamente usadas para diferenciacao de dados experimentais
e remocao de ruido estao os filtros de alisamento. O processo de alisamento emprega um
namero de coeficientes, normalmente menor do que o nimero de pontos dos dados, para
ajustar um polinémio através da média dos pontos vizinhos. As técnicas classicas sao Fil-
tro de médias moveis, Filtro da médiana e o Filtro de Savitsky-Golay (SG) (Golay, 1964).
Dentre esses métodos, o mais popular é o filtro de Savitsky-Golay, nesse método para cada
ordenada que se deseja filtrar, calcula-se um polinémio de ordem pré-estabelecida, que
serd ajustado a esta ordenada e suas vizinhas, segundo o Método dos Minimos Quadrados.
A quantidade de ordenadas vizinhas que participam desse ajuste polinomial é exatamente
a largura da janela, que também, deve ser pré-estabelecida, e a ordenada que se deseja
filtrar tem a abscissa do centro da janela (Caria, 2009),(Gorry, 1990). Uma das limita-
coes desse método é que os pontos dos dados devem ser uniformemente espagados. Para o
calculo de derivadas de ordem superior, essa solucao pode levar a resultados indesejados.
Além disso, a filtragem pode suprimir informacoes importantes contidas nos dados.

Podemos abordar o problema de diferenciacao numérica através dos métodos de re-
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gularizagao. Os métodos de regularizacao consistem em determinar uma solucao estavel
e compativel de problemas mal-postos, utilizando solucoes de uma familia de proble-
mas bem-postos. Dentre os varios métodos de regularizagao existentes na literatura, um
dos mais utilizados é o método de regularizacao de Tikhonov (Lubbansky, et al., 2006),
(Cheng; Yamamoto, 2000), (Golub; Hansen; O’Leary, 1999), o qual trabalha com um
parametro de regularizagao embutido que assegura o equilibrio entre preservar as caracte-
risticas essenciais dos dados e manter a amplificagao do ruido sob controle. Existem varios
métodos para a escolha do parametro de regularizacao apropriado, tais como o principio
da discrepancia de Morozov (1966) os métodos heuristicos como o critério da curva-L de
Hansen e O’Leary(1993), o método de ponto fixo de Bazan (2008) e Valida¢ao Cruzada
Generalizada de Golub, Heath e Wahba (1979).

A regularizacao de Tikhonov baseia-se na minimizacdo de uma combinacao linear de
dois termos, o primeiro expressa o erro de aproximacao dos dados, e o outro. o nivel de
distanciamento da condi¢ao de suavidade. A combinacao a ser minimizada envolve um
parametro de regularizagao que pondera a importancia relativa dos dois termos.

Com regularizagao, em vez de realizar diferenciacao numérica nos dados experimentais
uma abordagem diferente pode ser dada a este problema, convertendo-o em um problema
de resolver uma equagao integral de primeira espécie, cuja solucao da a segunda derivada
dos pontos, que pode ser integrada para dar a primeira derivada. Uma das vantagens
dessa abordagem é que, sob essa Otica, nao é necessario nenhuma suposi¢ao sobre a forma
funcional dos dados. Outra vantagem é que existem varios métodos para resolver essa
classe de equacoes integrais. E ainda, a regularizacao garante a impotante propriedade de

reter as caracteristicas essenciais dos dados e manter a amplificagao do ruido sob controle.

1.3 Organizacao da Dissertacao

Esta dissertacao encontra-se dividida em sete capitulos, contando com este capitulo
introdutorio. No capitulo 2, expomos os objetivos que pretendemos alcancar no decorrer

do presente trabalho.
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No capitulo 3, faremos uma explanacao sobre a dinamica do estudo de crescimento
na producao animal, abordando os principais modelos de crescimento, dando enfoque ao
modelo de crescimento de von Bertalanffy, certamente o modelo mais usado em estudos
de crescimento de peixes.

No capitulo 4, versaremos sobre métodos numéricos, fazendo uma breve revisao de
alguns conceitos, nele discutiremos integracao numeérica, mais especificamente a regra de
Simpson. Em seguida, trataremos um pouco sobre a aproximagao para derivadas pelo
método das diferencas finitas. Também serd apresentado o método de regularizagao de
Tikhonov, o qual serd usado, posteriormente, no processo de suavizacao de dados.

No capitulo 5, apresentaremos o método de diferenciacao de dados experimentais,
partindo de um conjunto de dados experimentais genérico, buscamos obter uma expressao
que converta os dados experimentais em segundas derivadas, para isso iremos utilizar
métodos de derivacao e integragao numérica e o método de regularizacao de Tikhonov.

No capitulo 6, apresentamos os resultados das analises de dados através do método de
diferenciacao proposto. Por fim, o Capitulo 7 apresenta conclusoes, discute os resultados

obtidos e vislumbra possiveis futuros trabalhos.



CAPITULO 2

Objetivos

2.1 Objetivo Geral

Aplicar um método de diferenciacao de dados experimentais em estudos de modelos

de crescimento de peixes.

2.2 Objetivos especificos

e Fornecer um ajuste para a curva de crescimento de massas de dados de comprimento-

idade de espécies de peixes.

e Confrontar as curvas de crescimento fornecido por essa metodologia, com as curvas

dos modelos de crescimento usuais dispostos na literatura.

e Estimar uma taxa de crescimento efetiva.

18



CAPITULO 3

Modelos de Crescimento Animal

O termo crescimento significa mudanca de magnitude. Essas mudancas se referem
a variacoes de diversas dimensoes fisicas como volume, peso, ou massa do corpo do or-
ganismo como um todo ou em seus varios tecidos em relacao ao tempo; também dizem
respeito ao contetido de proteinas, lipidios ou outros constituintes quimicos do corpo, ou
ao conteudo calorico (energia) de todo o corpo ou de seus tecidos (Weatherley e Gill, 1987
apud Lizama e Takemoto, 2000).

Em produgao animal, é comum o uso de modelos para a descricao matematica de
fendmenos biologicos, como o crescimento. Assim, varidveis quantitativas sao tomadas
para representar fatores que influenciam o fenémeno (Rondon et al., 2002). A utilizagao
de modelos matematicos para o estudo de niveis de crescimento animal, é uma técnica
que pode auxiliar na melhor forma de exploracao de determinada espécie. Dentre esses
modelos, os mais utilizados sao os baseados em curvas de crescimento animal, pois estes
apresentam parametros que podem ser interpretados biologicamente. Estes parametros
descrevem, principalmente, o peso ou altura na idade adulta e a velocidade de crescimento
ou taxa de maturidade.

Segundo Braccini Neto (2002), o conhecimento da curva de crescimento possibilita a

adocao de praticas de manejo que otimizem a producao de carne, priorizando as neces-

19



CAPITULO 3. MODELOS DE CRESCIMENTO ANIMAL 20

sidades nutricionais de cada fase de crescimento. Também podem ser empregadas para
predizer a idade 6tima ao abate, em funcao da taxa méaxima de crescimento.

O estudo de curvas de crescimento geralmente é feito por meio do ajuste de fungoes nao
lineares, que possibilitam sintetizar informacoes de todo o periodo de vida dos animais,
ou seja, um conjunto de informagoes em série de peso, altura, comprimento, tamanho
populacional ou volume por idade, em um pequeno conjunto de parametros interpretaveis
sob o ponto de vista biologico, facilitando o entendimento do fenomeno e ressaltando
alteragoes significativas ao longo do processo de crescimento (Pereira, 2000).

Segundo Freitas (2005), entre as varias aplicagbes das curvas de crescimento na pro-
ducgao animal, destacam-se: resumir em trés ou quatro parametros as caracteristicas de
crescimento da populacdo (peso inicial, taxa de crescimento e peso adulto), pois alguns
parametros dos modelos nao-lineares utilizados possuem interpretagao biologica; avaliar o
perfil de respostas de tratamentos ao longo do tempo; estudar as interacoes de respostas
das subpopulagoes ou tratamentos com o tempo; identificar em uma populagao os animais
mais pesados em idades mais jovens; essas informacoes podem ser obtidas investigando-se
o relacionamento entre o parametro k das curvas de crescimento, que expressam a taxa de
declinio na taxa de crescimento relativa, e o peso limite do animal ou peso assintético, e
obter a variancia entre e dentro de individuos de grande interesse nas avaliagcoes genéticas.

Dentre os modelos mais utilizados para descrever a curva de crescimento animal, os
mais usados sdo os modelos de von Bertalanffy (von Bertalanffy, 1957), Gompertz (Laird,
1965), Logistico (Nelder, 1961) e Richards (Richards, 1959). Alguns requisitos devem ser
satisfeitos para que uma fungao de crescimento descreva a relagao peso (ou comprimento)-
idade, dentre os quais, a interpretacao biologica dos parametros (confiabilidade), um
ajuste com pequenos desvios (precisao) e o grau de dificuldade do ajuste (operacionali-
dade) (Scapim, 2008).

Cada modelo de crescimento apresenta suas vantagens e desvantagens sob o ponto
de vista estatistico. Dessa forma, o principal questionamento a respeito desses modelos

é qual o mais apropriado para descrever o crescimento de determinada espécie. Uma
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solucao para esse questionamento baseia-se em informagoes provenientes de avaliadores
de qualidade de ajuste, tais avaliadores visam indicar estatisticamente o melhor modelo
que se ajuste aos dados. Porém, na presenca de diferentes populagoes, muitas vezes o
modelo que melhor representou o crescimento dos animais de uma populacao pode nao
ser o melhor para as demais, ou seja, os resultados dos avaliadores podem variar de acordo
com a populagao considerada (Silva, 2010).

Dentre os avaliadosres da qualidade dos ajustes dos modelos encontrados na literatura,
a maioria dos trabalhos envolvendo estudo de curvas de crescimento, ultiliza, principal-
mente, o Quadrado Médio do Erro (QME), o coeficiente de determinagao (R?) e o critério
de informagao de Akaike (AIC) (Santana, 2013).

O QME expressa a variancia residual proveniente do ajuste do modelo considerado, e
ao se comparar varios modelos, quanto menos o seu valor mais adequado é o modelo em
avaliacdo. O R? expressa a propor¢ao da variacao total observada nos dados amostrais que
foi explicada pelo modelo de regressao adotada. Isto ¢, quanto mais proximo da unidade
for o valor do coeficiente de determinacao, sugere-se que o modelo ajustado é uma boa
representacao dos dados em anélise. O critério de informacao de Akaike (AIC) é baseado
no ponto maximo da funcao de verossimilhanca, acrescido de uma penalidade associada
ao nimero de parametros do modelo. Quanto menor o valor do AIC, melhor o modelo
ajustado.

Podemos encontrar na literatura estudos que indicam modelos diferentes como o me-
lhor ajuste para uma mesma populagao, ou ainda, estudos que indicam ajustar diferentes
modelos para idades diferentes de uma mesma populacao. Como exemplo, Guedes et
al. (2004), ajustaram os modelos von Bertalaffy, Gompertz, Brody, Logistico e Richards,
a dados de peso-idade de cordeiros da raca Bergamécia e Santa Inés e concluiram que
os modelos que melhor se ajustavam aos dados foram von Bertalaffy e Gompertz. Por
outro lado, Lobo et al. (2006), ajustaram os mesmos modelos a dados de peso-idade de
ovinos Santa Inés e concluiram que o modelo Richards forneceu o melhor ajuste. Em

outro estudo, Malhado et al. (2008), ajustaram curvas de crescimento de ovinos mestigos
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Santa Inés x Texel, concluindo que os modelos de Gompertz e von Bertalanffy, foram os
melhores para descrever a fase inicial de crescimento dessa espécie, porém, indicaram que
a partir dos 120 dias de idade, o modelo logistico é o que melhor se ajusta ao crescimento

desses animais.

3.1 Curvas de Crescimento de peixes

A determinacao da idade e crescimento é um dos aspectos biologicos mais importantes,
por ser um quesito indispensavel aos calculos de mortalidade e avaliacao de recursos
pesqueiros (Cousseau Cotrina, 1975). Estudos de crescimento de peixes podem fornecer
informagoes bésicas sobre a estratégia de vida, estrutura de populacoes e mudancas no
crescimento destas, devido a perturbacoes ambientais ou pela pesca, o que aumenta a
compreensao da biologia dos peixes e forma a base dos modelos de dinamica de populagoes
(Radtke Hourigan, 1990).

Segundo Lizama e Takemoto (2000), os peixes freqiientemente respondem as mudan-
cas que ocorrem no ambiente, as quais impoem mudangas sobre o crescimento, que sao
observadas durante sua vida. Intimeros sao os eventos, durante a vida de uma espécie de
peixe, responsaveis pelas variacoes que ocorrem em seus padroes de crescimento. A saber,
reprodugdo (Barbieri e Barbieri, 1983); o fotoperiodo (Ross e Hunstman, 1982); a salini-
dade (Fagade, 1974); o suprimento alimentar (Beverton e Holt, 1993; Bruton e Allanson,
1974; Bowering, 1978); o habito alimentar (Olmsted e Kilambi, 1978) e as categorias
troficas, as quais os peixes pertencem (Grimes, 1978).

A interpretacao de anéis anuais em estruturas calcificadas é o método mais aceito
para a determinagao da idade em peixes (Casselman, 1983). Tais determinagoes podem
ser efetuadas em vérias estruturas rigidas nos peixes: escamas, otolitos, vértebras, ossos
operculares, espinhos das nadadeiras dorsal e peitoral entre outras (Cutrim e Batista,
2005). A determinacdo da idade e crescimento de peixes ¢ um dos elementos centrais
na avaliacao dos estoques e recursos pesqueiros, normalmente realizada através de mode-

los de producao que permitem diagnosticar mudancas e fazer projecoes sobre o estoque
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(Domingues e Hayashi, 1998).

O estudo do crescimento por meio do ajuste de um modelo que descreva todo o periodo
de vida do animal mostra-se efetivo, pois condensa as informacoes de uma série de dados
em um pequeno conjunto de parametros interpretaveis biologicamente. Pode-se obter,
com isto, o conhecimento preciso de, taxas de crescimento, taxas de ganho e graus de ma-
turidade em qualquer estagio de desenvolvimento do animal, que sao fatores importantes
na avaliagdo de desempenho produtivo e econoémico da criacao (ALVES, 1986).

Para estimar a taxa de crescimento ¢ necessario determinar os grupos etarios e taxas de
crescimento da populacao, o que nao é tarefa facil, especialmente em peixes sob condicoes
tropicais, pois as marcas que definem os anéis de crescimento sao pouco visiveis e a
validagao das classes etérias nem sempre é possivel (Lowe-McConnell 1999 apud Gomiero
et al, 2007). Assim, em estudos de crescimento animal os parametros de crescimento
sao geralmente estimados por meio de dados de freqiiéncia de comprimento, que contém
informacoes sobre o comprimento médio em cada grupo etario, e pela posicao das modas
associadas com as coortes (Basson et al. 1988).

A abordagem mais comum na analise de dados de crescimento-idade de peixes é ajustar
os dados a um tnico modelo, usualmente o modelo de Von Bertallanfy, e estimar os
parametros e a sua precisao tendo por base somente esse modelo. No entanto, perante
a existéncia de outros modelos matematicos de crescimento, o estudo do crescimento de
peixes nao se pode basear somente na escolha de um modelo e a estimacao dos parametros
para esse modelo, sem considerar outras alternativas, mas sim na escolha de varios modelos
e posterior inferéncia e estimagao dos parametros para cada modelo (Borges, 2008).

Os modelos de crescimento de peixes, sao modelos matematicos que utilizam parame-
tros para descrever o crescimento médio de peixes em todo o processo de crescimento.
Geralmente esses modelos apresentam os seguintes parametros: comprimento assintotico,
que é uma estimativa do comprimento nas tltimas pesagens; taxa de crescimento relativa,
que é uma estimativa da velocidade de crescimento e um parametro de condicao inicial

que teoricamente seria o ponto no tempo no qual o peixe teria comprimento zero (Borges,
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2008).

A utilizacao de modelos de crescimento consagrados, como Gompertz, Brody, von
Bertalanffy, Logistico e Richards, tem a vantagem de resumir em poucos parametros
informacoes do desenvolvimento ponderal dos animais. Por outro lado, deixam de detalhar
minticias entre cada periodo (dia) do crescimento animal (Tholon e Queiroz, 2009). Outra
desvantagem desses modelos é que eles podem superestimar ou subestimar os pesos iniciais

e finais nas espécies animais estudadas (Freitas, 2005).

3.1.1 DModelo de von Bertalanfty

O modelo de crescimento de von Bertalanffy (von Bertalanffy, 1957) pressupoe que
a taxa de crescimento, dada pelo incremento no comprimento por unidade de tempo,
decresce a medida que o comprimento do peixe aumenta, e que esse decréscimo é linear,
ou seja, a medida que o peixe aproxima-se do comprimento maximo assintotico, a taxa
de crescimento tende a zero.

Um modelo que descreve esse decréscimo linear da taxa de crescimento (em compri-
mento) com a idade, é dado pela seguinte equacgao diferencial linear ndo homogénea, com

dois parametros w e k e condigao inicial L(ty) = Lo:

dL(t)

7 =w—kL(t) com w>0,k>0 (3.1)

Onde L(t) é o comprimento na idade ¢, w é a taxa de crescimento no instante inicial
to e k é um parametro de crescimento, com unidade ¢!, relacionado com a velocidade em
que a curva atinge o comprimento maximo assintotico.

Como dissemos, a taxa de crescimento decresce linearmente como funcao do tempo
tendendo a zero até atingir o comprimento méaximo assintotico w/k = L.

Substituindo esse valor na equacdo (3.1), obtemos:

%ﬁ’f) — k(Lo — L(t)) com Leo >0,k >0 (3.2)
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Resultando na equacao
L(t) = Lo (1 — e M790)) 4 Loe " 710) com Lo > 0,k > 0

Fazendo Ly = 0 e interpretando ¢ty como a idade em que o peixe teria comprimento

zero, obtemos a equacao de von Bertalanffy:

L(t) = Lo (L= e 7)) com Lo >0,k >0 (3.3)

onde L(t) é o comprimento na idade ¢, L, ¢ o comprimento assintotico, k é taxa de

crescimento relativa e tg é o ponto no tempo no qual o peixe teria comprimento zero.

3.1.2 Modelo de Crescimento de Gompertz, Logistico e de Ri-
chards

Os modelos de crescimento de Gomperts, logistico e de Richards sao dados, respecti-

vamente, pelas seguintes equagoes:

L(t) = Laye "™ (3.4)
L(t) = Lo (14e*t0)7 (3.5)
_1
L(t) = Lo (1+re*tt))7r (3.6)

onde L(t) é o comprimento na idade ¢, L, é o comprimento assintético, k é taxa de cresci-
mento relativa (destacando que o parametro k tem acepcao diferente em cada modelo), g

é 0 ponto no tempo no qual o peixe teria comprimento zero e r ¢ um fator adimensional.



CAPITULO 4

Meétodos Numéricos

Nosso proposito nesse capitulo é expor alguns conceitos inerentes ao estudo do método
de diferenciagao que iremos apresentar no proximo capitulo. A ligacdo entre tais conceitos
é que eles serao usados em algum momento no processo de suavizagao, assim decidimos
expd-los em um s6 capitulo e fazer uma abordagem de forma breve e objetiva, a fim de
evitarmos nos prolongar por demasiado. Na primeira se¢ao, trataremos sobre integracao
numérica, com foco na regra de Simpson, na segunda sec¢ao, trataremos sobre diferencas

finitas e na terceira versaremos sobre o método de regularizagao de Tikhonov.

4.1 Integracao Numérica

Sabemos que se g(x) é uma fun¢do continua em [a,b], entao esta funcdo tem uma
primitiva nesse intervalo, ou seja, existe G(z) tal que G’'(z) = g(x). No entanto, pode nao
ser facil, ou até mesmo impossivel determinar uma expressao analitica para G(x).

Uma forma de se obter uma aproximacdo para a integral de g(x) num intervalo [a, b],
¢ através da integracao numérica, cuja idéia basicamente consiste na substituicao da
fungdo g(z) por um polimoémio que a aproxime razoavelmente no intervalo [a,b]. Assim
o problema fica resolvido pela integracao de polinémios, o que é trivial de se fazer. Com

o e . b
este raciocinio, podemos deduzir férmulas para aproximar fa g(x)dx.

26
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Existem varios métodos de integracao numérica, nesta se¢ao veremos a regra de Simp-
son, que consiste em aproximar a fun¢ao g(z) no intervalo [z;_1,x;41] por um polindémio

interpolador de grau 2.

4.1.1 Regra de Simpson

Seja Po(x) o polinomio que interpola g(z) nos pontos xg = a,z1 = zo+ h e x93 =
2o + 2h = b. Usamos a formula de Lagrange para expressar P(z) nos pontos xg, T1 e Za:

-~

y N g(x)
9(x,) -739:'\ o” 1)
g(X,_,) I 4 ~i‘~‘
glx,) 22
i
1
1
0 = l: - b: '.‘ \:
a:\o . m:\l p =\_

Figura 4.1: Polindmio P(z) que interpola g(z).

Py(x) = Lo(z)g(wo) + Li(z)g(w1) + La(z)g(w2)

- <( - 2?&_—%9%) *

(x — x0)(x — 29) (x —zo)(x — 1)
(o1 = eo)(ar — 22" T (s = wo)(wz — 2

)9(952)

Temos que
(kg —x1) = a—(a+h)=—h
(1o —22) = a— (a+2h) =—2h
(z1—29) = (a+h)—a=h
(x1—22) = (a+h)—a=2h
(ra —20) = (a+2h)—a=2h
(ry—x1) = (a+2h)—(a+h)=nh
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Entao,
Py(z) = (z —_:21()_(2};) xo)g(xo) n (x — z(é)_(fw— T9) (1) + (z — g}j@h_ xl)g( )
Assim,

/abg(a:)dx = /m Py(z)dx = 92(4;2) /I2 (& — 21) (& — a)d —

zo Zo

I [P ao - ean+ 52 [ o= o = o

Fazemos a mudanca de variaveis * — xqg = zh. Dai dx = hdz e x = xg + zh, entao

r—x = x9+zh—(xog+h)=(2—1)h e

r—x9 = (2—2h)
e, para
T =x9 = 2=0; r=x1=>2=1 e T=XT9=>2=2
Com essa mudanca temos,

[ stwrte =22 [ 1)z = 2tz gtan [+ - 2tz 4 22 [y

Resolvendo as integrais obtemos a regra de Simpson:

/I2 g(z)dx = g[g(xo) +4g(x1) + g(x2)] + . (4.1)

Zo

onde € é o erro da aproximacao, que também pode ser estimado, mas aqui vamos omiti-lo.

4.1.2 Regra de Simpson Composta

Na regra de Simpson composta, subdividimos o intervalo [a, b] = [xg, Z,,,] em m subin-
tervalos. Vamos supor que xg, z1, ..., T, sao pontos igualmente espagados, h = z;,1 — x;,

e m é par.
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Figura 4.2: Regra de Simpson composta

Aplicando a regra de Simpson em cada par de subintervalos, temos

m/2

[ otevte = [ otorir = 3 gtorte = Glatao) + oo + (o) +
+g(w2) +4g(xs) + g(m_)] +.+[9(Tm2) +4g(wm1) + g(zm)]}-
Assim, chegamos a formula para a regra de Simpson composta
[ ot = ot + om)) + dla(en) + o(a) £+ gl +

+ 2[g(w2) + g(w4) + ... + g(Tm—2)]. (4.2)

4.2 Diferencas Finitas

Diferencga finita é o analogo discreto da derivada. Assim, aproximacgoes por diferencas
finitas substituem o operador diferencial continuo por uma aproximacgao discreta.
As aproximagoes por diferencas finitas para a primeira derivada podem ser feitas de

trés maneiras, a saber: diferencas avancadas, atrasadas e centrais:

e diferencas avancadas:

a | o fin—
dx|, A

o diferencas atrasadas:
@l o fizhin
dx 2 A

e diferencas centrais:
A e
dx 2A

Zj
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Figura 4.3: Aproximagcao para a primeira derivada por diferencas finitas.

onde A = z; — x;_1, sdo pontos iguamente espagados.

A seguir, iremos deduzir uma expressao para cada uma delas.

Counsideremos a funcao f : [a,b] — R com tantas derivadas quanto necessarias. Fare-
mos zo = a, T, = b e dividimos [a, b] em n partes iguais de comprimento A = (b — a)/n,
cada.

Assim, xp = xo+k-Ak=0,1,...,n—1e fr~ f(zx) = f(xo+k-A),k=0,1,...,n

Fazendo expansao de Taylor de f no ponto ;41 = z; + A em torno de z;, temos:

df | A2Q2f| APBRf
f(@jen) = flag) + A ‘ T d| T . e (4.3)
A expressao acima pode ser reescrita como:
df | fleg) — fzy)  Adf|  A*dPf|
dx - A 2! dx? 2 3! dx? -

Desprezando-se os termos relativos as derivadas de ordem igual ou superior a dois,

obtemos a expressao da aproximacgao com diferenca avancada:

flxj1) — f(z))
A

df
dx

I

(4.4)

Zj

Analogamente, a expansao de Taylor de f no ponto z;_; = z; — A em torno de z; é

A3 B f

df A2 Q2 f
‘ - g% x] (4.5)

flzja) = flz;) — A% o da2 y
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A expressao acima pode ser reescrita como:

a
dx

A2 B f

3! da3

Zj

_ fl) = fei) | Adf
N A 2! dx?

z; ;
Ao desprezar os termos relativos as derivadas de ordem dois ou superiores, obtemos a

expressao da aproximacao com diferenca atrasada:

df
dx

flxy) — flxj)
A

I

(4.6)

Zj

Para obtermos uma aproximacao com diferenca central, fazemos (4.3) — (4.5), assim

temos:
df A3 B f AP f
f(@j1) = fxjm1) = 2A% . + 2?% . + 2g$ . + ...
Podemos reescrever a expressao acima ¢omo:
df | flwge) — flaga)  A*dPf| AYPf|
dzx 2 2A 3! dx? 2 51 dx® 2

Despresando os termos com derivadas de ordem superior a dois, obtemos a expressao

da aproximacao com diferenca central:

df
dx

~ f(xj) = flz1)
2A

(4.7)

Tj
Para determinar uma aproximagcao para a derivada de segunda ordem, fazemos (4.3) +

(4.5), assim temos:

A2 2f
2! dax?

A f

f(@jn) + f(j1) = 2f () +2 T dat

+ ...

Zj

Zj

Podemos reescrever a expressao acima, como:
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@/

dx?

_ fmyaa) = 2f (@) + flzge)  AdYf
N A2 2 dx* 2

z;
Despresando os termos com derivadas de ordem igual ou superior a quatro, obtemos

a aproximacao para a derivada de segunda ordem:

Efl o flaor) = 2f(z)) + f(z)01) :
Exj: j AQJ j com j=2 ..., k—1
Podemos escrever
af] 1
3| S Az > Bili (4.8)
Ou em nota¢ao matricial
d*f; 1
= — 4.
dz? A2 b1 (4.9)

onde f = (f1, fo,..., fx) e f é a matriz tridiagonal

4.3 Regularizacao de Tikhonov

A teoria de regularizacao esta estreitamente relacionada com o conceito de problema
mal-posto. Hadamard (1902) e (1923) introduziu o conceito de um problema bem-posto
baseado na proposicao de que o modelo matematico de um problema fisico tem que
satisfazer as propriedades de existéncia, unicidade e estabilidade da solucao em relacao
aos dados. Se uma das propriedades nao é satisfeita, Hadamard chamou o problema de
mal-posto (Muniz, 1999).

A teoria geral e métodos para solucionar problemas mal-postos foi reconhecidamente

iniciada pelo trabalho do russo Andrey Tikhonov (1943) e (1963), que foi quem, pela
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primeira vez, de uma forma relativamente geral, estabeleceu um problema sobre a ins-
tabilidade de representacoes inversas apresentando suas solucoes. Em 1944, estudando
um problema de gravimetria, Tikhonov observou que a introdugao de restrigoes poderia
restaurar alguma estabilidade para o problema, e essa observagao foi um dos pontos de
partida para a teoria contemporanea de problemas mal-postos (Muniz, 1999).

Nas ultimas décadas o desenvolvimento de teorias e métodos para a solugao de proble-
mas inversos desenvolveu-se intensamente. A regularizacao e sua aplicacao a problemas
inversos foi recentemente revista por Engl, Hanke e Neubauer (1996). Metodologias para
a solucao de problemas inversos caracteriza-se como o ramo da ciéncia moderna com in-
tenso desenvolvimento e aplicagdes nas mais diversas areas como acustica (Santosa et al,
1984), astronomia (Craig e Brown, 1986), tomografia computadorizada (Natterer, 1986),
geofisica (Menke, 1989), biologia mateméatica (Cuppen, 1983), processamento de sinais
(Thorpe e Scharf, 1995), espalhamento de ondas actsticas e eletromagnéticas (Cheng,
Liu e Nakamura, 2005), problemas gravitacionais (Hansen, 2002), inversao da equacao do
calor (Carasso, 1982), restauracao de imagens (Hansen, Nagy e O’Leary, 2006) e (Shaw
Jr, 1972), estatistica (Titterington, 1985), dentre outros.

Diversos sistemas ou processos fisicos sao comumente descritos por modelos matema-
ticos. A relacdo entre o processo fisico e sua modelagem matemética pode ser descrita

pela seguinte equacao:

Ax =bh. (4.10)

onde, A € R™"™ (m > n) é um operador que representa um modelo matematico, x é
uma funcao de entrada, e b € R™, é um vetor de dados.

O problema de calcular b, dado o operador A e a funcao de entrada x, é conhecido
como problema direto. J& o problema de encontrar x, dado o operador A e sendo b conhe-
cido, é dito ser um problema inverso. Em outras palavras, sendo conhecido o operador A

e o vetor de dados b, o problema inverso consiste na inversao do operador A, caso exista.
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Na resolucao de problemas inversos, deve ser realizada uma analise com relagao as
trés condicoes de Hadamard: existéncia, unicidade e estabilidade. Esses trés requisitos
definem o conceito de problema bem-posto (Borges, 2013). O problema (4.10) é bem

posto se as seguintes condicoes sao satisfeitas:
i) existéncia: dado b existe x tal que Ax = b.
ii) unicidade: dado b, a equagdo Ax = b tem solucao tnica.

iii) Estabilidade: a solu¢ao depende continuamente dos dados, isto ¢, o operador A~! é

continuo.

Se alguma dessas condicoes nao for satisfeita, entao dizemos que o problema é mal
posto.

Em problemas aplicados, a equacao (4.10) consiste do operador A que descreve o
fenomeno fisico em questao, x denota os parametros (fungdes ou vetores) a serem de-
terminados e b representa os dados experimentais obtidos com imprecisoes de medida
(ruido) que estdao naturalmente ligadas a problemas aplicados. Em problemas aplicados,
normalmente, esse problema é mal-posto. A regularizacao consiste em obter solugoes
aproximadas de (4.10) que sejam estaveis sob pequenas varia¢oes em b.

A resolu¢do numeérica de problemas lineares mal-postos, do tipo (4.10), por minimos
quadrados procura minimizar a soma dos quadrados dos residuos e conduz a um problema
de minimizacao do tipo

r = argmin ||Az — b||? (4.11)
rER?

A regularizacao corresponde em inserir uma penalidade, a qual pode ser controlada

por um parametro escalar A\. Neste método a solugdo para a equagao (4.10) é dada por
r = argmin ||Az — b||* + \||Lz]||? (4.12)
zeR?

onde L € RP*™ e A > 0 sao a matriz e o parametro de regularizacao, respectivamente.
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O parametro de regularizacdo A pondera o requesito entre a minimiza¢ao de (4.11) e
a suavidade da solugao (Scholkopf e Smola, 2001). O parametro A é desconhecido, sendo
um ponto fundamental a escolha do parametro ideal (A\,y), que pode ser feita por varios
métodos. No entanto tal escolha nao é uma tarefa trivial, pois o fundamental é escolher
um parametro de regularizagao tal que a solucao regularizada nao seja demasiadamente
distante da solucao desejada. Dentre os principais métodos usados estao o principio da
discrepancia de Morozov (1966), o método do erro monoétono (Alifanov e Rumjancev,
1979) e (Hamarik e Raus, 1999), o principio do balanceamento (Lepskij, 1990), o critério
da curva-L. de Hansen e O’Leary (1993), a Validagdo Cruzada Generalizada (GCV) de
Golub, Heath e Wahba (1979) e o método do ponto fixo de Bazan (2008).



CAPITULO b

Método

Neste capitulo, apresentaremos uma técnica de diferenciagao e suavizagao de dados
experimentais. Aqui, ao invés de abordar o problema diferenciando os dados da forma
convencional, convertemos o problema em resolver uma equagao integral de primeiro tipo.
O método aqui abordado garante a propriedade de equilibrio entre reter os recursos es-
senciais dos dados e manter a amplificacao do ruido sob controle, estando baseado em
Lubansk et al. (2006).

Este método de suavizagao trabalha com a técnica de regularizacao de Tikhonov, a
qual possui um parametro de regularizacao que visa equilibrar a condicao de suavizagao
com a condicao de controlar a amplificacao do ruido nos dados. Outro ponto importante
é a escolha desse parametro de regularizagao, a qual é feita pela técnica de validacao

cruzada generalizada.

5.1 Meétodo de Diferenciacao

Consideramos um conjunto de dados experimentais

(@10, (@2 ), (@ ), ()

36
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em ordem crescente da variavel independente x, y ¢ a varidvel dependente, da qual que-
remos encontrar a derivada dy(z)/dz, n é o nimero de pontos no conjunto de dados e M

indica que estas sao quantidades de medidas experimentais.

Faremos expansao de Taylor com resto integral em y(x) em torno de . Pelo Teorema

Fundamental do Calculo, temos

Ve =)+ [ s

Integrando por partes, com u = 3/(z),v = —(x —x),du = y"(z)dz e dv = dz, obtemos

(@) = ylaw) + o (o) — ) + [ | (- )y () (5.1)

Usaremos a notagao y(zo) = %o, €, por conveniéncia, a primeira e segunda derivada

serdao denoradas por r(z) = dy(x)/dx e f(x) = d*y(z)/dz? Entao, a equagao (5.1) fica

W)= [ -zt + (@ = o) (52)

=Zo

onde xy é um ponto arbitrario e C' é usado para destinguir y calculado de sua equivalente
medida experimental.

A equacao (5.2) sera resolvida em termos das fun¢oes desconhecidas r(x) e f(x). Usa-
remos um método numérico baseado em regularizacao Tikhonov para resolver a equacao
(5.2) em termos de f(x), que pode entdo ser integrada para obtermos r(z).

Os dados sao separados em dois vetores coluna

M_ (M M M M

y —(917%7--'7%7---79”)
e

M MM M M

xV = (s, T
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Nao é exigido que x seja uniformemente espagado. O comprimento 2 —z} é discre-
tizado inserindo-se k pontos uniformemente espagados x¢ = (2§ = 2 2§, ... 2% ... 2§ =

M) separados por
N
(k=1)
Usaremos a notagao f(z$) = f; para indicar o valor de f(z) em cada ponto de x“, en-
tao termos o vetor coluna f = (f1, fa, f3, ..., fr). Para garantir que f é uma representagao

precisa de f(x), o nimero de pontos de discretizagdo k é usualmente maior que n.

A forma discretizada da equagao (5.2) é

k
i = Z Byjfj +yo + (2" —zo)ro, comi=12,....n (53)
j=1

ou em notacao matricial

y¢ = Bf + 1yo + (x™ — 1201 (5.4)

Onde B é uma matriz n X k de coeficientes numéricos conhecidos resultante da aproxi-
magao da integral da equacao (5.2) por algum método numérico. No nosso caso, usamos

a regra de Simpson. Entao B;; é dada por

w|>

(x; —xj) sej=1;

x; —x;) se j for par;
5, ) Sw)

[ S

(x; —x;) se j for impar;
0,c.c.
parat=1,2,...,n;5=1,2,... . kei>j.
Adicionamos os vetores coluna 1 e x* — 1x¢ na matriz B, e incorporamos y, e 79 em

f. Entao a equacao (5.4) fica
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y© = Bf (5.5)

As incognitas f1, fo, f3, ..., fx, Yo € 7o sdo requeridas para minimizar:

(i) A soma de quadrados S; dos desvios:

Si=) (=) —y)’

i=1

(i) A soma de quadrados Sy de d?f(z)/dz* nos pontos interiores de discretizagao:

2

k—1
d*f ()
Sz = Z dz?
Jj= z=2¢

;
A condigdo (i) garante que y“(r) se aproxima estreitamente de y™(z) e a condicdo
(ii) garante que f(x) ndo apresenta falsa flutuagao.
Ao invés de satisfazer as condigoes (i) e (ii) separadamente, usaremos o método de
regularizagao de Tikhonov, o qual minimiza uma combinagao linear com as somas S; e

So, e utiliza um parametro de regularizacao que equilibra os dois itens acima.

5.1.1 Regularizacao de Tikhonov

Uma combinacao linear R = S; + AS; é minimizada, afim de satisfazer as condicoes
(1) e (ii), onde A\ é um parametro de regularizacdo. Um A grande favorece a condi¢do
de suavidade, enquanto que um A\ pequeno favorece a condi¢ao de precisao. A escolha
apropriada de \ depende de n e k, e também do nivel de ruido dos dados. Validacao

cruzada generalizada (GCV) sera usada para orientar a escolha do A,p:.

Para minimizar R devemos encontrar os valores f; com j = 1,2,..., k que minimizam
R, ou seja, queremos encontrar os valores (f1,..., fx) tal que
OR

— =0, comj=12 ... k.
of;
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Para esse calculo precisamos expressar a segunda parcela de R, ou seja, S em termos
de f;. Para isso, usamos a aproximacao por diferengas finitas de df(z)/dz? dada pela
equagao (4.9) no capitulo 4. Temos que

d*f; 1
Ll
dx A

com f=(f1, fo,..., fx) € B & a matriz tridiagonal

1 -2 1 00
1 -2 1 00

p= ,
1 =2100

onde as duas colunas de 0 ¢ devido a incorporacio dos vetores 1 e x™ — 1z, na matriz B
e de yp e rp em f.
Voltemos agora para a combinacao linear R = S + ASs, substituindo os respectivos

valores de S| e Sy temos

2
RZZ(%C—?J%)%L)\Z(%Z%&) :

Como y¢ = Zj B;j f;, temos

:Zi: (;Bijfj—yy):%; (Zj:&jfjf

Fazendo 2 af = 0, temos

(;?Ti = Z{ <ZB@JfJ Yi )ZB%kafk (Zﬁl]fﬂ)zﬁdé)@}f;}_
= QZ {Z (BijBim + ﬁﬁijﬁim) fi— Bz‘myz‘M} =0
( J
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J i i

Tem-se que

Z BimBij = (B")miBij = (B"B)m;

)

Z Bzmyz]w = Z(BT>mzyz]M = (BT?JM)m

i

Z@mﬂ” = 2 _(B)mifig = (5" B)my

Assim temos,

5B Bl + 256 0| = (B

J

em notagao matricial
(BTB + _BTﬂ) BTyM
ou ainda
A\ -1
f= (BTB + EBTB) BT yM (5.6)

A equagao (5.6) € uma equacdo linear algébrica que converte os dados experimentais
y™ em segundas derivadas f(z) descritas por f, a qual pode ser integrada usando qualquer

procedimento de integra¢ao numérica para dar a primeira derivada r(x).

5.1.2 Validacao Cruzada Generalizada

A validagao cruzada generalizada (Golub, Heath e Wahba 1979) é um processo geral

que pode ser aplicado para estimar parametros de ajustes em uma grande variedade de
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problemas. A idéia por tras dessa técnica é de reciclar dados alternando os papéis de
amostra de treino e de teste. Para aplicar a validacao cruzada, seguimos os seguintes
passos: primeiro particionamos o conjunto de dados em subconjuntos mutuamente ex-
clusivos, e em seguida, usamos alguns desses subconjuntos (dados de treinamento) para
estimar o parametro de regularizacao \. O restante dos subconjuntos, os dados de teste,
sao usados para validar o modelo.

Existe algumas variacoes na forma de realizar o particionamento dos dados, o método
aqui usado é o deixando um de fora (leaving-one-out). A idéia basica desse método consiste
em: para um dado A o conjunto de treinamento original ¢ dividido em n subconjuntos,
em que n ¢ igual ao nimero de dados pertencentes ao conjunto de treinamento. Destes
n subconjuntos, um subconjunto é retirado na validacao de A, e os n — 1 subconjuntos
restantes sao utilizados no treinamento. Repetimos o processo n vezes, de modo que cada
um dos n subconjuntos sejam utilizados exatamente uma vez, como dado de teste.

Seguindo o principio leaving-one-out, A,y € o minimizador do critério de validacao
cruzada (Cross Validation - CV), que iremos definir a seguir.

Seja y_,; o vetor com a i-ésima observagao removida de y™, e y“, a estimativa baseada

em y_;, o critério de validagao cruzada (CV) é definido por:

V(N =~ Z(yiM —y%)? (5.7)

Lembremos que y© = Bf, substituindo o valor de f dado pela equagao (5.6), temos

A\ —1
v’ =B <BTB + BBTB) ByM.
Definimos a matriz de influéncia dada por

-1
A=B <BTB + &5%) B” (5.8)

Dessa forma, as estimativas dadas por y“ encontradas no processo de suavizacdo,
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dependem linearmente de y* através da equacio
y¢ = Ay" (5.9)

Podemos obter outra forma para o C'V()), baseando-se em um lema apresentado por

Craven e Wahba (1979), que produz a seguinte identidade:

M c
M c Y —Y;
M _ 0 =2 g 5.10

onde A;; é o i-ésimo valor da diagonal da matriz A.
Entao o CV(A) reduz-se a:

CV(A) = %i (gy (5.11)

Substituindo A;; pela média de todos os elementos da diagonal de A, obtemos o critério

de validacao cruzada generalizada (Generalized Cross Validation - GCV):

GOV (N) = ﬁgi_lT(?f[ A]_/:j;g (5.12)

ou em notacao matricial

(M —y) Ty —y°)/n

GOV = 0 Ay

(5.13)




CAPITULO 6

Aplicactes

Neste capitulo apresentamos os resultados do método de diferenciacao numérica de
dados experimentais exposto nessa dissertacao. A confiabilidade e generalidade do método
de diferenciacao descrito no capitulo 5, serd demonstrado através de sua aplicacao a
conjuntos de dados de crescimento. Com excecao da primeira aplicacao, todos os outros
conjuntos sao de dados ja publicados. O ajuste para a curva de crescimento, dados pelos
valores calculados y© (), serdo confrontados com os ajustes gerados pelos modelos dados
nos trabalhos de origem. As derivadas dadas pela equacao (5.6), serdo integradas obtendo
assim uma curva para a primeira derivada, a partir da qual faremos uma estimativa para

a taxa média de crescimento de cada espécie.

6.1 Dados sintéticos

Para esta aplicagao, iremos simular um conjunto de medidas experimentais

('T{W7y{w)77(xfw7y’fu)77($1jlw7yil,w)

descritos pela funcao y(x) = —3[1 — exp(—x/2)]cos(x). Nesse conjuto de dados temos

n = 34, e os dados encontram-se uniformente distribuidos no intervalo [0.5, 3.8], espacados

44
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pela distancia A = 0.1. O propoésito desse exemplo é permitir que as derivadas dadas pela

equagao (5.6), possam ser comparadas com as derivadas exatas, dadas por:

ddy;f) = zexp(—x/2)cos(x) + 3[1 — exp(—x/2)]cos(x) + 3exp(—x/2)sen(x)
dgl(j) = —gemp(—:(z/2)(:05(x) + 3[1 — exp(—x/2)]sen(z)

Os valores y°(z) calculados serdao comparados com a funcdo original.

A Figura 6.1 mostra os graficos para os valores de y(x) exatos e os valores calculados
y©(x). A segunda derivada dada pela equagdo (5.6) é mostrada como uma curva continua
na Figura 6.3. Para esse calculo, tomamos k£ = 151. Este valor de k permite plotar os
valores para a segunda derivada, como uma curva continua. A curva para a primeira
derivada ¢é obtida integrando numericamente os valores da segunda derivada, e mostrado

na Figura 6.2.

2
I

Figura 6.1: Gréfico das curvas y(z) x y“(z). A curva em preto é referente aos dados de
y(z), e a curva em vermelho é referente aos dados de y©(z).
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T
— dy/dx exata —
— dy/dx calculada

[
I

dy/dx

P =

Figura 6.2: Grafico da derivada dy/dz. A curva em preto é da derivada exata dy/dz, e a
curva em vermelho é da aproximagao fornecida pela equacio (5.6).

3— ‘ ‘ ‘ |

— djyfdxjexala
— djy/dxj calculada ||

¥
I

o

2

Figura 6.3: Grafico da derivada segunda d?y/dx?. A curva em preto é da derivada exata
d*y/dz?, e a curva em vermelho ¢ da aproximagao fornecida pela equagao (5.6).
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Para esses dados, o A, fornecido pela Validacdo Cruzada Generalizada (GCV) teve
como valor A = 1. Experimentacao numeérica indica que pequenas variacoes no valor do
A nao tem efeito significativo no valor dado para as segunda derivadas.

Como podemos observar na Figura 6.1, os valores calculados de y©(z) estdo estreita-
mente proximos dos valores originais y(z). Com base na Figura 6.3 podemos ver que a
equagao (5.6), fornece uma aproximagao bastante confiavel para as segundas derivadas.
A causa do erro ser mais significativo nas extremidades da segunda derivada, é devido ao
fato quando fizemos d?f(x)/dx?® = 0 nos pontos inicial e final de discretizagao (Lubansk
et al, 2006). Uma forma de eliminar essa diferenca, seria adaptar o método, a fim de que
o mesmo fornecesse as derivadas de terceira ordem, e dai entao integra-las para obeter as
derivadas de segunda ordem. Note como a curva para a derivada de primeira ordem, dada
na Figura 6.2, nao tem essa diferenca nas extremidades, pois a mesma é obtida integrando
numericamente a curva da segunda derivada. Como em nossas analises iremos utilisar a
curva da primeira derivada, essa diferanca na segunda derivada nao ir4 influenciar em

nossos resultados.

6.2 Estimacao de idade e crescimento de Mugil cu-
rema

Os Mugilideos estao distribuidos em areas tropicais e subtropicais de todo o mundo,
sobretudo em regides costeiras e estuarinas (Menezes 1983). No Brasil, os mugilideos
sdo geralmente chamados de ’tainha’ - um grupo de 7 espécies de grande valor (Mugil
platanus, M. curema, M. liza, M. gaimardianus, M. incilis, M. trichodon e M. curvidens)
que produz cerca de 2,8% do peso total das capturas desembarcadas no Brasil e 5,2% do
total de capturas na regiao nordeste do pais (IBAMA 2006 apud Santana et al., 2009).
A tainha branca M. curema ocorre no Oceano Atlantico dos Estados Unidos & Argentina
(Menezes 1983) e é a espécie Mugilidae mais abundantes no nordeste do Brasil. Os grandes
cardumes de mugilideos migram de seus ambientes de alimentagao nos rios, estuarios, lagos

e lagoas até o mar para desovar e tém um ciclo de desova por cada estacao. Os periodos
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de desova se diferenciam segundo a espécie e regides (Maitland e Campbell, 1992). Sao
espécies de muita importancia comercial e sao altamente exploradas ao longo de toda sua
distribui¢ao (Cervigon et al., 1993 apud Ramirez, 2011).

Idade e crescimento de tainha branca do Atlantico ocidental foi estimado nos Estados
Unidos, México, Cuba e Venezuela a partir de anéis periddicas de espinhos dorsal, escamas
e otolitos (Richards e Castagna 1976), (Alvarez-Lajonchere, 1981), (Ibanez-Aguirre et al.,
1995, 1999), (Gallardo-Cabello et al., 2005), conduzindo a parametros de crescimento
desiguais.

Santana et al. (2009) realizaram anéalise de crescimento baseada em micro e macro-
estruturas de otolitos da espédie Mugil curema (tainha-branca), a fim de identificar as
possiveis causas de diferencas na estimacao dos parametros de modelos de crescimento.
Nesse estudo, amostras de tainha foram coletadas a partir de desembarques de frota arte-
sanal no estado de Pernambuco, entre novembro de 2003 e dezembro de 2006. Um total
de 521 otélitos foram extraidos de peixes entre 1.3 e 35.6 cm de comprimento furcal.

De acordo com o estudo, nao houve diferenca significativa entre os sexos, assim, ambos
os sexos foram agrupados para a estimativa de crescimento. Na Tabela 6.1, apresentam-se
os dados médios de tamanho por idade retrocalculados para ambos os sexos da Tainha
branca.

Tabela 6.1: Média e desvio padrao de idade-comprimento retrocalculados para ambos os
sexos de Mugil curema (Fonte: Santana et al., 2009,).

Idade (ano) | Comprimento Furcal (cm) | Desvio padrao (cm)
0,17 3,01 0,17
0,61 9,75 0,40

1 16,46 0,77
2 21,34 1,12
3 25,00 1,30
4 27,73 1,44
5 30,13 1,30
6 32,55 1,52
7 34,85 1,97
8 36,35 2,03
9 38,40 ;

10 38,70 ;

11 39,02 0,49
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Santana et al. (2009), ajustaram o modelo de crescimento de von Bertalanffy para
descrever a correlacao entre comprimento e idade. Usando microestruturas didrias e
macroestruturas anuais, a funcdo de von Bertalanffy forneceu os seguintes parametros:
Lo =34,4 cm; k= 0,365 e ty = —0,311 ano.

Aplicamos o método de diferenciacao numeérica de dados descrito no capitulo 5, aos
dados de comprimento-idade da Tainha, e, a partir da equacao (5.5), estimamos os com-
primentos L(t), e, com a equacao (5.6), estimamos valores para as derivadas dL(t)/dt.

Como vimos no capitulo 3, no modelo de von Bertalanffy, a equagao diferencial que

descreve a taxa de crescimento com a idade, é dada por

%gt) = k(Loo — L(t)) com Lo >0,k > 0. (6.1)

Fizemos regressao linear para a equagio (6.1), entre os valores estimados de L(t) e
dL(t)/dt, afim de estimar os parametros k e L,. A regressdo resultou nos seguintes
valores: k = 0,378 e Lo, = 34,62 cm. Estes valores estao proximos com os valores
estimados por Santana et al. (2009).

Plotamos o grafico com a curva de crescimento para os dados de comprimento-idade
da tainha com os ajustes fornecidos pelo método de diferenciacao de dados e pelo modelo
de von Bertalanffy. A Figura 6.4 mostra o ajuste fornecido pelos dois métodos com duas
curvas continuas. A curva em azul é referente ao ajuste fornecido pelo modelo de von
Bertalanffy, a curva em vermelho refere-se ao ajuste fornecido pelos valores calculados
L(t), dados pela equagao (5.5) usando o método de diferenciacdo numérica. A taxa de
crescimento dL(t)/dt dada integrando numericamente a equagao (5.6), ¢ mostrada como

uma curva continua na Figura 6.5.
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Figura 6.4: Curva de crescimento Mugil curema. Curva em azul: ajuste fornecido pelo
modelo de von Bertalanffy; curva em vermelho: ajuste fornecido pelo método de diferen-
ciacao numérica.

Taxa de crescimento, cm/ano

5 6 7 8 9 10 11 12
Idade (ano)

Figura 6.5: Curva da taxa de crescimento em cm/ano, da espécie Mugil curema, estimada
a partir da equagao (5.6).
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A partir da curva para a taxa de crescimento dada pela Figura 6.5, estimamos uma
taxa de crescimento média relativa aos dados de todo o periodo de crescimento. Para essa
estimativa, usamos o teorema da média, o qual diz que: Se f : [a,b] — R & uma fungao

continua, existe ¢ € [a, b] tal que f(¢) = fined, OU seja,

o)== [ flands

Entao, a taxa de crescimento média é dada por:

_ 1 Tn
F— m/ f(wi)das (6.2)

onde x( e x, sao respectivamente as idades inicial e final, e f seria a funcao para a curva
taxa de crescimento.

Com os dados da cuva da Figura 6.5 e com a expressao dada por (6.2), calculamos a
taxa de crescimento média k do mugil curema, obtendo o valor k = 2.0 cm/ano. Ressal-
tamos que a medida k aqui descrito ndo tem relacio com o parametro k dos modelos de
crescimento. Essa medida proposta tem embasamento teérico matematico, apesar de que

no contexto aqui inserido admite interpretacao biologica.

6.3 Estimacao de idade e crescimento de Thunnus obe-
sus

Thunnus obesus (Lowe, 1839), conhecida comercialmente por albacora-bandolim ou
atum-patuto, é uma espécie epi e mesopelagica, ocorre em aguas tropicais e temperadas
e habita as aguas dos oceanos Atlantico, Pacifico e Indico, e no mar Mediterraneo. No
Oceano Atlantico, pode ser encontrado entre as latitudes 40° N e 40° S (Miyake, 1990). De
acordo com a ultima avaliacao realizada pela Comissao Internacional para a Conservacao
dos Tunideos do Atlantico (ICCAT, 2010), essa espécie esta sendo atualmente capturada

perto do rendimento maximo sustentavel e estd ameacada como vulneravel pela Lista
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Vermelha da TUCN (Collette et al., 2011 apud Duarte-Neto, Higa e Lessa, 2012). E uma
espécie altamente valorizada e uma das espécies mais valiosas para o mercado asiatico,
onde ¢ consumido fresco como sashimi (Hanamoto, 1987) e (Sun et al., 2001).

A area de desova localiza-se em aguas tropicais: no Pacifico oriental, de 10°N a 10°S,
e no Atlantico, de 15°N a 15°S (Collette e Nauen, 1983). No Oceano Atlantico, a maior
area de crescimento conhecida para essa espécie situa-se no Golfo da Guiné, onde jovens
formam grandes cardumes proximo a superficie, geralmente misturando-se com outras
espécies da mesma familia (Miyake, 1990 apud Fagubdes, Arfelli e Amorim, 2001).

Baseado em informagoes genéticas e recaptura de marcagao, é aceito que esta espécie
compreende um estoque inico no oceano Atlantico, com diferentes fatores ambientais na
area de distribui¢do contribuindo para diferengas em parametros populacionais (Chow
et al., 2000), (Durand et al., 2005) e (Gonzalez et al., 2008). Informacoes de idade
e crescimento representa a base de varios métodos aplicados para avaliar os recursos
pesqueiros, desde taxas de crescimento e mortalidade a métodos mais complexos como
analise virtual populacional (Campana, 2001).

Duarte-Neto, Higa e Lessa (2012), conduziram estudo a fim de fornecer a primeira
informacao sobre idade e crescimento de Thunnus obesus, capturado no Atlantico sudoeste
equatorial, usando espinhos dorsais, uma abordagem que tem sido utilizada com sucesso na
determinacao de idade de espédies de atuns. O estudo foi conduzido usando uma inferéncia
de multi-modelos baseada na teoria de informacao avaliada para dados de comprimento
por idade retrocalculados e observados.

Para esse estudo, as amostras foram coletadas na cidade de Natal, no estado do Rio
Grande do Norte, Brasil, de fevereiro de 1999 a janeiro de 2000, provenientes de embarca-
¢Oes comerciais e também prospeccoes, cujo objetivo foi prover informacoes sobre a Zona
Economica Exclusiva (ZEE) na area do entorno do Arquipélago de Sao Pedro e Sao Paulo.

Secoes da espinha foram retirados de 523 individuos medindo entre 50,0 e 179,0 cen-
timetros de comprimento furcal, mostrando de um a trés anéis completos em cada seccao

com uma area absorvida bem desenvolvida.
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Figura 6.6: Secc¢ao transversal da primeira espinha dorsal de 7. obesus (128 cm) mos-
trando os diametros da coluna e de anel (Fonte: Duarte-Neto, Higa e Lessa, 2012, p.
151).

Nesse estudo foram ajustados os modelos de crescimento de von Bertalanffy, Gompertz,
Logistico e Richards. Todos os modelos foram ajustados para dados de comprimento-
idade observados e retrocalculados, usando estimacao por minimos quadrados nao-linear.
Na tabela 6.3, apresenta-se os dados médios de tamanho por idade retrocalculados e
observados de Thunnus obesus. A estimacao de parametros em todos os modelos usando
dados de comprimento-idade retrocalculados, foi mais consistente do que usando dados
observados (Tabela 6.2). O modelo de Von Bertalanffy mostrou ser o melhor ajuste. Os
modelos de Richards e Gompertz também foram considerados adequados para Thunnus
obesus, e, desta forma, um modelo médio foi estimado, o comprimento assintético do
modelo médio, calculado com base nesses trés modelos selecionados, foi Lo, = 226,25 cm.

Aplicamos o método de diferenciacao numérica aos dados de comprimento-idade retro-
calculados de Thunnus obesus, estimamos valores para L(t) e para as derivadas dL(t)/dt,
e novamente fizemos regressao linear para a equagao (6.1) entre os valores de L(t) e
dL(t)/dt, e estimamos os valores de k e L., chegando aos seguintes valores: k = 0,157 e

Lo = 227,1 cm. Note como o valor para k estimado esta estreitamente préoximo do valor
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de k do modelo de von Bertalanffy (considerado o melhor ajuste); da mesma forma, o
valor para o comprimento assintético estd de acordo com o comprimento assintotico L.,

do modelo médio.

Tabela 6.2: Parametros de crescimento com correspondente erro padrao para cada modelo
usando dados de comprimento-idade retrocalculados e observados. m; = von Bertalanfty,
ms = Gompertz, mg = Logistico e my = Richards (Fonte: Duarte-Neto, Higa e Lessa,
2012, p. 154).

Dados Parametro | Modelo | Valor do parametro | Erro padrao
my 236,78 12,18
Mo 194,73 5,24
L ms 179,61 3,54
my 221,11 24,24
my 0,15 0,014
k Mo 0,31 0,016
Retrocalculados ms 0,46 0,018
my 0,18 0,068
my -0,90 0,11
Mo 1,55 0,078
to ms 2,40 0,088
My 0,047 1,31
r my -0,76 0,41
mq 256,10 22,87
mo 208,32 9,32
L ms 191,03 6,027
My 196,96 16,70
my 0,12 0,021
k Mo 0,26 0,022
Observados ms 0,39 0,024
my 0,33 0,85
mq -1,083 0,23
mo 1,81 0,15
to ms 2779 0,16
my 2,45 0,85
r my 0,57 0,94
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Tabela 6.3: Média e desvio padrao de comprimento-idade retrocalculados e observados de
T. obesus (Fonte: Duarte-Neto, Higa e Lessa, 2012, p. 153).

Dados Idade (ano) | Comprimento Furcal (¢cm) | Desvio padrdo (cm)

1 23,3 7,1

2 85,0 7,7

3 102,6 7,2

4 119,0 7.2

Retrocalculados D 133,2 5,2
6 147,1 5,9

7 160,9 7,0

8 170,3 2,9

9 177,5 2.1

1 73,2 8.4

P 92,7 11,1

3 109,8 11,3

4 129,6 0,6

Observados 5 143,7 6.0
6 155,9 6,9

7 167.5 5,1

8 173.8 1,0

9 177,5 2.1

Plotamos o grafico com a curva de crescimento para os dados de comprimento-idade

retro-calculados de Thunnus obesus com os ajustes fornecidos pelo método de diferencia-

cao de dados e pelos modelos von Bertalanffy, Gomperts, Logistico e Richards, ajustados

por Duarte-Neto, Higa e Lessa. A Figura 6.7 mostra o ajuste fornecido pelo método de

diferenciacao numérica e pelo modelo de von Bertalanffy, considerado o melhor ajuste.

Notemos como as curvas estao quase sobrepostas. As Figuras 6.8, 6.9 e 6.10 mostra os

ajustes fornecidos pelo método de diferenciacao numeérica e pelos modelos Gompertz, Lo-

gistico e Richards, respectivamente. A Figura 6.11 mostra a taxa de crescimento dL(t)/dt

em funcao da idade como uma curva continua.

Calculamos a taxa média de crescimento k do Thunnus obesus dada pela equacdo

(6.2), descrita na segao anterior, com os valores fornecidos pela curva da Figura 6.11 e

obtivemos como valor k = 13,61 cm/ano.
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Figura 6.7: Curva de crescimento Thunnus obesus. Curva em azul: ajuste fornecido
pelo modelo de von Bertalanffy; curva em vermelho: ajuste fornecido pelo método de
diferenciacao numérica.
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Figura 6.8: Curva de crescimento Thunnus obesus. Curva em azul: ajuste fornecido pelo
modelo Gompertz; curva em vermelho: ajuste fornecido pelo método de diferenciacao
numérica.
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Figura 6.9: Curva de crescimento Thunnus obesus. Curva em azul: ajuste fornecido
pelo modelo Logistico; curva em vermelho: ajuste fornecido pelo método de diferenciacao
numeérica.
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Figura 6.10: Curva de crescimento Thunnus obesus. Curva em azul: ajuste fornecido
pelo modelo Richards; curva em vermelho: ajuste fornecido pelo método de diferenciacao
numérica.



CAPITULO 6. APLICACOES 58

2 () (]

(SO - .
T T I3

| | | |

(]

=]
T
|

Taxa de crescimento, cm/ano
5 E &3 =

L A

| | | |

,_
=]
I
|

4 5 6
Idade (ano)

o
T

Figura 6.11: Curva da taxa de crescimento em cm/ano, da espécie Thunnus obesus,
estimada a partir da equacao (5.6).

6.4 Estimacao de idade e crescimento de Pseudupe-
neus maculatus

O Saramunete, P. maculatus pertence a uma familia numericamente pequena, apre-
sentando 6 géneros: Mulloidichthys ou Muloides, Mullus, Parupeneus, Pseudupeneus,
Upeneichthytis e Upeneus, com aproximadamente 55 espécies (Nelson, 1994). Os es-
toques de Saramunete vém sendo explotados em regides costeiras de recifes de coral,
constitui um recurso pesqueiro emergente de grande importancia econdémica, esta espécie
é comercializada no mercado internacional em que existe expressiva demanda de paises
como Estados Unidos e Franca (Campos e Oliverira, 2001).

O saramunete apresenta coloracao variada, de acordo com seu habito, quando ativos,
investigando o substrato, apresentam trés manchas retangulares escuras grandes ao longo
da linha lateral com o colorido geral acinzentado claro e, quando em repouso, sua coloracao
apresenta-se avermelhada com manchas amareladas nas margens das escamas e linhas
diagonais azuladas na cabeca (Humann, 1994).

Habitam aguas rasas com profundidades inferiores a 90 m, em &reas com fundos ro-

chosos e coralinos, bolsoes de areia e cascalho ou bancos de algas préoximos da costa
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de ilhas oceanicas (Carvalho-Filho, 1994). Apresentam ampla distribuicdo geografica,
estendendo-se do Atlantico Ocidental; Bermudas, Nova Jersey ?Estados Unidos, Golfo do
México, Bahamas, Barbados, Porto Rico, Cuba, Jamaica e Brasil ao Oceano Pacifico e
Indico (Cervigon, 1993).

Estimacao de idade e comprimento para o Pseudupeneus maculatus foi feita em estudo
conduzido por Santana, Morize e Lessa (2006), tal trabalho objetivou forcecer a curva de
crescimento desta espécie a partir da leitura de otolitos por meio da anélise de anéis e
microincrementos. Devido o aumento dos esforcos de pesca com a diminui¢ao na CPUE
(captura por unidade de esfor¢o) nos tltimos anos, informagoes sobre idade e crescimento
sao necessarias para o provimento de métodos a serem utilizados para a gestao da espécie.

Uma amostra composta por 4.973 exemplares do Pseudupeneus maculatus foi coletada
de embarcacoes no estado de Pernambuco, nordeste do Brasil, entre 1999 e 2002. Uma
primeira andlise da razao do incremento marginal médio mensal sugeriu que um anel é
formado anualmente entre entre maio e junho.

Da amostra total foram removidos 398 otolitos de individuos medindo entre 4,5 e
29,2 centimetros de comprimento. Para essa amostra, nao houve diferenca significativa
entre sexos. Nesse estudo foi ajustado o modelo de crescimento de von Bertalanffy para
descrever a correlacao entre comprimento e idade. A funcao de von Bertalanffy forneceu
os seguintes parametros: L. = 33,23 cm; k = 0,265 e to = 0,0883 ano. As idades
correspondentes ao primeiro comprimento e maturidade para o tamanho no recrutamento
de pesca foram estimados através da curva de crescimento de von Bertalanffy invertida,
para a comparacao do crescimento estimado para a espécie em estudo com outros da
familia Mullidae.

O método de diferenciacao numérica foi aplicado aos dados de comprimento-idade de
Pseudupeneus maculatus, a fim de estimar os valores para o comprimento L(t) e para
as derivadas dL(t)/dt, fizemos regressio linear com esses valores para a equagao (6.1) e
estimamos valores para os parametros k e L.,. Obtendo os seguintes valores: k£ = 0,334

e Lo = 34,233 cm. O valor estimado para L., estd de acordo com o valor estimado para
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a funcao de von Bertalanffy, no entando, o valor do parametro k apresentou diferenca
significativa.

O grafico com a curva de crescimento para os dados de comprimento-idade de Pseu-
dupeneus maculatus foi plotado com os ajustes fornecidos pelo método de diferenciacao
nemérica de dados e pelo modelo de von Bertalanffy. A Figura 6.12 mostra o ajuste
fornecido pelos dois métodos com duas curvas continuas. A curva em azul é referente ao
ajuste fornecido pelo modelo de von Bertalanffy; a curva em vermelho refere-se ao ajuste
fornecido pelo método de diferenciagdo numérica. A taxa de crescimento dL(t)/dt em
funcao da idade, é mostrada como uma curva continua na Figura 6.13.

A taxa média de crescimento k do Pseudupencus maculatus dada pela equacdo (6.2),

calculada com os valores fornecidos pela curva da Figura 6.10 foi k = 5, 64 cm/ano.
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Figura 6.12: Curva de crescimento Pseudupeneus maculatus. Curva em azul: ajuste
fornecido pelo modelo de von Bertalanffy; curva em vermelho: ajuste fornecido pelo
método de diferenciacao numérica.
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Figura 6.13: Curva taxa de crescimento, em cm/ano, da espécie Pseudupeneus maculatus.
6.5 Discussao

A equagao (5.6) descrita no capitulo 5, converte dados experimentais em segundas de-
rivadas, esse processo de conversao pode parecer matematicamente robusto, no entanto,
a aplicacdo da equacao (5.6) é relativamente simples e a implementacdo desse procedi-
mento pode ser feito em qualquer linguagem de programacao. Neste trabalho usamos a
linguagem de programacao C.

O desenvolvimento tecnolégico tem possibilitado a utilizagao de metodologias mais so-
fisticadas na avaliacao de dados longitudinais como as curvas de crescimento. A utilizagao
de modelos nao lineares consagrados, como Gompertz, Brody, von Bertalanffy e Logis-
tico, tem a vantagem de resumir em poucos parametros informagoes do desenvolvimento
ponderal dos animais. O conhecimento desses parametros pode fornecer subsidios para
alterar a forma da curva de crescimento dos animais sem requerer grandes recursos com-
putacionais, e demandando pouco tempo de analise. Por outro lado, deixam de detalhar
mintcias entre cada periodo (dia) do crescimento animal (Tholon e Queiroz, 2009).

A aplicacdo da metodologia de diferenciacao numérica aplicada a estudos de cresci-

mento é favoravel pelo fato de poder estimar uma taxa de crescimento média de dado
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periodo de tempo considerado, como também a taxa de crescimento instantanea em dado
momento. Apesar de neste estudo termos trabalhado apenas com espécies de peixes,
como essa metodologia é independente de modelo de crescimento, pode ser empregada em
outras espécies animais, esse mote é uma perspectiva de trabalhos futuros.

Na aplicagao para dados sintéticos vimos que essa metodologia aproxima com precisao
as curvas da primeira e segunda derivada, dadas respectivamente pelas Figuras 6.2 e 6.3.
E ainda fornece uma aproximacao suave para a curva dos dados experimentais dada na
Figura 6.1, este fato possibilita essa metodologia ser usada para a suavizacao de dados.

Aplicar essa metodologia a dados de crescimento de peixes de trabalhos ja publicados
foi comodo pois permitiu comparar os resultados obtidos por essa metodologia, com os
resultados obtidos pelos modelos de crescimento. Em suma, o objetivo deste trabalho nao
é sobrepor-se aos modelos de crescimento, haja vista que o estudo do crescimento animal
via modelos de crescimento tem tradi¢ao historica de sucesso. Nosso objetivo foi propor
uma metodologia alternativa aos estudos de crescimento.

Além das aplicacoes descritas nesse trabalho essa metodologia vem sendo aplicada com
relativo sucesso a outras situagoes onde ¢é requerida a diferenciagao de dados experimentais
ruidosos (Lubansk et al. 2006) e (Nascimento, 2014).

Para deduzir a equacao (5.6) nao foi requerido hipotese sobre a forma funcional dos
dados. Essa caracteristica é importante pois permite trabalhar com dados experimentais
distribuidos nao uniformemente. Uma outra vantagem dessa metodologia é que além de
ser usada para fornecer as derivadas de dados experimentais, também suaviza o ruido
inerente a dados experimentais.

O processo de regularizagao de Tikhonov empregado nessa metodologia lida com um
com o parametro de regularizagao A\, o qual equilibra as condigoes de suavidade e precisao
dos resultados, um ponto importante é escolher o A apropriado. Além da Validacao
Cruzada Generalizada - GCV para a escolha do \ apropriado existem outros métodos de
escolha do Ay E relevante reiterar que as derivadas fornecidas pela equacio (5.6) ndo

sao muito sensiveis a pequenas variagoes do parametro de regularizagao em torno do A,
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Dessa forma um ajuste rigorosamente preciso nio é relevante (Lubansk et al. 2006).
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Conclusdes e Trabalhos Futuros

A conjectura atual do desenvolvimento tecnologico tem possibilitado a utilizacdo de
metodologias cada vez mais sofisticadas na avaliagao de dados longitudinais, como as
curvas de crescimento. O desenvolvimento de estudos nessa vertente vem incitando a
necessidade de ferramentas mais precisas na investigacao de metodologias para a produgao
animal.

O objetivo deste trabalho foi propor uma metodologia alternativa no estudo de cresci-
mento de peixes, tal metodologia visa a estimacao da curva de crescimento, independente
de modelo e de estimacao de parametros. Apesar de que, em nossas analises, fizemos a
estimacao dos parametros de crescimento a titulo de comparacao com os dados ja exis-
tentes. Fizemos o ajuste da curva de crescimento de trés espécies de peixes de estudos ja
publicados, dispostos na literatura. Analisamos os dados de crescimento para as espécies
Mugil curema, Thunnus obesus e Pseudupeneus maculatus.

Essa abordagem metodologica visa a diferenciacao de dados experimentais baseada
no método de regularizagao de Tikhonov, tal procedimento fornece um método simples e
confidvel para fornecer a derivada de dados experimentais. O processo é independente da
natureza dos dados e pode lidar com pontos de dados nao uniformemente distribuidos. O

método pode ser estendido para derivadas de ordem mais altas e também pode ser usado
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para suavizar dados experimentais.

Resultados mostram evidéncias de que o procedimento aqui empregado aproxima com
precisao as curvas da primeira e segunda derivada. Tais curvas forneceram subsidios para
propor uma medida para a taxa de crescimento média de cada espécie analisada. As
curvas de crescimento fornecidas por essa metodologia estao de acordo aceitavel com as
curvas de crescimento dadas pelos modelos de crescimento.

Como complemento e estudos futuros a este trabalho, objetiva-se aplicar essa meto-
dologia em outras espécies animais, principalmente em espécies que tém dificuldades em
ser ajustadas pelos modelos de crescimento existentes na literatura, haja vista que essa
metodologia independe de modelo de crescimento. Da mesma forma, além do estudo
de crescimento animal, pretendemos aplicar essa metodologia em outros fenomenos de

interesses fisicos e bioldgicos.
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