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Resumo

Dada a incerteza em que operam os sistemas reais, principalmente quando este envolve,
por sua natureza, acoes humanas imprevisiveis ou avarias de maquinas. Faz-se necessério a
busca por modelos deterministicos, que contribuam para a compreensao do comportamento
dindmico de um sistema, a nivel basico. Tais sistemas podem ser descritos por modelos
probabilisticos, aproveitando certas caracteristicas de regularidade que eles apresentam.
Assim, pode-se recorrer a Processos Estocasticos como uma forma de tratar quantitati-
vamente estes fendmenos, a depender de certas caracteristicas pode recorrer a Processos
Markovianos. Dado um sistema dinamico, cuja dindmica pode ser dada no tempo continuo
ou discreto, faz-se necessario um estudo de sua evolucao de estados ao longo do tempo.
Em algumas aplicagoes, a distin¢ao entre sistemas continuos e discretos nao é critica, e a
escolha se da por conveniéncia. Esse trabalho busca a descricao de um algoritmo que seja
capaz de discretizar o sistema estudado, de maneira natural, formando assim um grafo
conexo, para poder estudar a dindmica de estados deste mesmo grafo ao longo do tempo.
Podendo assim, dado o input, gerar o output adequado, respondendo assim as questoes

pertinentes ao sistema.

Palavras-chaves: Grafos. Espaco de Estados. Processos de Difusao. Modelagem. Modelos
SIR.



Abstract

Given the uncertainty in which real systems operate, especially when it involves, by its
nature, unpredictable human actions or machine malfunctions. It becomes necessary to
search for deterministic models, which contribute to the understanding of the dynamic
behavior of a system, at the basic level. Such systems can be described by probabilistic
models, taking advantage of certain features of regularity that they exhibit. Thus, one can
resort to Stochastic Processes as a way to treat these phenomena quantitatively, depending
on certain characteristics one can resort to Markov Processes. Given a dynamical system,
whose dynamics can be given in continuous or discrete time, a study of its evolution of
states over time is necessary. In some applications, the distinction between continuous
and discrete systems is not critical, and the choice is made for convenience. This work
seeks the description of an algorithm that is able to discretize the system studied, in a
natural way, thus forming a connected graph, in order to study the dynamics of states of
this same graph over time. Thus, given the input, it can generate the appropriate output,

thus answering the questions pertinent to the system.

Keywords: Graphs. State Spaces. Diffusion process. Modelling. SIR Model.
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1 Introducao

Os sistemas podem ser descritos por modelos probabilisticos, aproveitando certas
caracteristicas de regularidade que eles apresentam, podendo-se assim recorrer a Processos
Estocasticos como uma forma de tratar quantitativamente estes fendmenos, a depender de
certas caracteristicas pode-se recorrer a Processos Markovianos. Os sistemas podem ser
tratados através de equacoes diferenciais parciais, cdlculo variacional, equagoes diferenciais
ordinarias, algebra, entre outros, o modelo de tratamento vai variar de acordo com a
caracteristica do sistema em questdo. Zuben (2003) afirma ainda que encontrar a descrigao
matematica de um sistema equivale a determinar um conjunto de relagoes matematicas
entre os atributos dos objetos que compdem o sistema, a partir do conhecimento das
relagoes entre estes objetos e entre os atributos de um mesmo objeto. Podendo-se assim
associar a um sistema dindmico uma entidade matematica precisa, a dindmica pode ser
dada no tempo continuo ou discreto, e sua evolugao no tempo é nao antecipativa, ou seja
a cada instante de tempo ¢t € T (onde T" € R?o} ou Z?o} se o sistema operar no tempo
continuo ou discreto respectivamente) o sistema dindmico recebe alguma entrada u(t) € U
e emite alguma saida y(t) € Y, (onde U, Y € R™, em que n nao é necessariamente o mesmo
para U e Y).

Todo sistema opera com um conjunto de valores das grandezas fisicas, denominado
como estado, que tem é necessario e suficiente para caracterizar univocamente a situagao
fisica deste sistema. Zuben (2003) afirma que em uma abordagem de entrada-saida, pode-se
dizer que o estado é uma parametrizacao dos pares de entrada-saida. A evolucao do estado
de um sistema dindmico ao longo do tempo é denominada trajetéria (ou fluxo, ou érbita)
no espaco de estados, sendo determinada pela funcao de transicdo de estado. Um sistema
dinamico é dito de tempo continuo se e somente se a variavel temporal ¢ assume valores
continuos, e é dito de tempo discreto se e somente se a variavel temporal ¢ assume valores
discretos. Da mesma maneira um sistema dinamico é dito de estado continuo se e somente
se 0 espago de estados X é continuo, e dito de estado discreto se e somente se o espaco de

estados X é discreto.

Por vezes se faz necessario discretizar o sistema para tornar os calculos dos valores
mais faceis de serem feitos, por vezes essa discretizacao ocorre de maneira natural, sistemas

de tempo continuo correspondem, por exemplo, aos modelos da fisica classica, enquanto



que sistemas de tempo discreto surgem, por exemplo, sempre que computadores digitais
fazem parte do sistema. Em algumas aplicacoes, a distingao entre sistemas continuos e
discretos nao é critica, e a escolha se d& por conveniéncia. Esse trabalho busca a descrigao
de um algoritmo que seja capaz de discretizar o sistema estudado, de maneira natural,
formando assim um grafo conexo, para poder estudar a dindmica de estados nesse grafo
ao longo do tempo. Podendo assim, dado o input, gerar o output adequado, respondendo

assim as questoes pertinentes ao sistema.

Em dezembro 2019, na cidade de Wuhan na China, foi constatado um espalhamento
em escala global da doenca, denominada de COVID-19, causada pelo novo Coronavirus
(SARS-CoV-2). Desde entao diversos trabalhos foram produzidos na area, gerando assim
um volume deveras denso de publicagoes, impossibilitando a revisao bibliogtafica. Uma
simples procura no google scholar, dada as palavras-chaves covid19, dynamic ,retorna

quase 3 milhoes de trabalhos publicados.



2 Objetivos

2.1 Objetivo Geral

Escrever um algoritmo que discretize um sistema, composto por trés estados puros
ou combinacoes desses estados, e descreva a dindmica nesse grafo ao longo do tempo
relativamente a mudanca de estados representada pelos vértices do grafo. Este algoritmo
dever ser capaz de responder com precisao fixada, determinada pelo usudrio, as questoes
tais como em qual estado se encontra o sistema apds determinado tempo, ou quantas

mudancas de estados sdo necessarias para que o sistema adquira determinada configuracao

2.2 Objetivos Especificos

e Descrever um sistema que pode ter trés estados puros ou combinagoes de estados.
Tal sistema, ou conjunto de unidades, serda denotado por U, onde o estado do sistema
¢ dado por S;(U) C R"!, em particular nesse trabalho serd estudado o Sy(U) C R?;

o Gerar um sistema de coordenadas que localiza o estado atual do sistema relativamente

aos trés estados puros;

 Descrever a dindmica estocéstica dos estados dada por uma fungao 7(7,y |0, x) que
é a probabilidade de que a configuragao de estados seja y € S;(U) no instate 7, dado
que no instante o, 0 < 7, a configuragao seja x € S;(U). Estas equagao deverao

obedecer ao Teorema de Kolmogorov (@ksendal, 2010).

« Escrever o algoritmo que dado um valor p = k=, k = 2,3, ..., discretize o espaco de
estados, gerando de maneira sistematica um grafo e o modelo de percolagdo sobre o

mesmo;

o Determinar o intervalo de confianca e fazer testes de hipéteses necessarios para se

determinar a precisao da solugao apresentada.



3 Metodologia

Como descrito na se¢ao anterior, esse trabalho visa buscar um método de solucao
de dindmicas de estados utilizando estruturas discretas. As estruturas discretas utilizadas
serdo os grafos, que surgirao naturalmente apds aplicacao do algoritmo a ser construido

para esse fim.

3.1 Processos Estocasticos

Segundo Alves, Menezes e Zimmermann (2006), o processo estocastico é definido
como um colegao indexada de varidveis aleatérias X (¢);¢ € T, onde T normalmente é
composto por nimeros nao-negativos, e X; é a caracteristica mensuravel de interesse no
tempo t, os valores assumidos por X; sdo chamados de estados, e o conjunto de todos os
possiveis valores forma o espago de estado do processo. Alves e Delgado (1997) afirmam

que pode-se classificar os processos estocasticos analisando-se:

1. O espago de estados — se X for um conjunto de estados finitos ou contavel (X =
0,1,2,..., ou seja, o conjunto de inteiros nao negativos), X (t) é um “processo de
estados discretos” ou, como ¢é usualmente referido, uma “cadeia”, caso contrario o

r £ ign r “pr m ntinuo”;
ocesso é designado por “processo em estado continuo”

2. A varidvel temporal — se X for finito ou contavel, X (¢) é um “processo de tempo

discretos”, caso contrario X (¢) é designado por “processo em tempo continuo”;

3. Caracteristicas estatisticas das variaveis aleatérias — o processo diz-se estacionério
se o seu comportamento for independente do tempo, Markoviano se for estacionéario
e gozar da propriedade de Markov ou da “perda de memoria”, em que seu compor-
tamento futuro depender apenas pelo estado presente, ou ainda, Semi-Markov em
que acontecimentos sucessivos deixam de estar “restritos” a distribuicao exponencial,

podendo seguir qualquer distribuicao de probabilidade



3.2 Processos Markovianos

Processos de Markov constituem um tipo especial de processo estocastico, que
segundo Alves, Menezes e Zimmermann (2006) possui a propriedade de que as probabi-
lidades associadas com o processo num dado instante do futuro dependem somente do
estado presente, sendo, portanto, independentes dos eventos no passado. Desse modo, os
processos markovianos sao caracterizados pelo que se designa como “falta de memoria”,
ou mais formalmente, o processo estocastico X (t);t € T é dito markoviano, quando para
qualquer tempo, tg < t; < ... < t, < t, a distribuicao condicional de X; para os valores
dados de Xy, Xy, , ..., X, dependem somente de X .

Ainda segundo Alves, Menezes e Zimmermann (2006) é fundamental no estudo de
processo de Markov a nogao de estado. Propriedade comum entre individuos (ou objetos)
caracterizam o que designamos por estados. Os processos de Markov sempre envolvem a a
variavel “tempo”, seja considerada de forma discreta onde o tempo varia em saltos, ou de

formas continuas podendo assumir valores reais.

3.3 Diagrama de fases

O diagrama de fases é uma representacao grafica dos estados fisicos de um sistema
sob diferentes condig¢oes de temperatura e pressao. Um diagrama de fase tipico tem pressao

no eixo y e temperatura no eixo x.

Graficos ternarios ou diagramas terndrios sao representacoes triangulares das
composicoes de objetos que podem ser expressas por misturas de trés componentes. Os
graficos ternarios sao encontrados em diversas areas, como a quimica e geologia.Na geologia
comumente sao utilizados para demonstrar a composi¢cao de rochas e minerais, dependendo
do contetiddo mineral, proporcao de extremidades ou mesmo composi¢cao quimica. No

presente trabalho, utilizaremos os diagramas ternarios, veja abaixo um exemplo:
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Figura 1 — Exemplo de um sistema Au, Ag e Te representado por um digrama ternario.

O digrama 1 constituido por Au, Ag e Te em proporgoes atomicas para os minerais
analisados no presente estudo do depdsito do Imperador. Todos os dados estao listados em
Pals (2002). As linhas sélidas indicam composigoes representativas de fases coexistentes.
As assembleias de estagio II sdo ricas em Te e Au, enquanto as assembleias de estdgio
IIT sdo ricas em Ag. Os conjuntos de metais preciosos do estagio IV sao pobres em Te
e contém teluretos ricos em Ag mais ouro nativo = electrum. Observe o continuum de

composicoes entre calaverita, krennerita e silvanita.

3.4 Grafos

3.4.1 Definicoes

Definigao 3.4.1 (Grafo). Denominamos de grafo um par G = (V, E) que satisfaz E C [V]?,

onde [V]? representa o conjunto de todos os subconjuntos de 2 elementos de V.

Para evitar ambiguidades de notacao, assume-se tacitamente que V N E = &. Os
elementos de V' sao os vértices do grafo G e os elementos de E sao as suas arestas. O
conjunto de vértices de um grafo G é referido como V(G) e a suas arestas definidas como

E(G). Uma aresta {z,y} é geralmente escrita como zy.

Defini¢ao 3.4.2 (Tamanho de um Grafo). Seja G = (V, E) um grafo. A ordem de é

o nimero de vértices em G, isto é, |V|]. O tamanho de G é o nimero de arestas, isto é,

[E(G)].



Defini¢ao 3.4.3 (Distancia de dois vértices). A distincia dg(u,v) em G de dois vértices u,
v € o comprimento do caminho mais curto uv em G, se nao existe tal caminho, definimos
d(u,v) := oo. A maior distdncia entre quaisquer dois vértices no grafo G é o diametro de
G, indicados por diam(G).

Defini¢ao 3.4.4 (Adjacéncia). Dado um grafo G, dois vértices x,y de G sao adjacentes,

ou wizinhos, se ry é uma aresta de G.

Na defini¢ao utilizada nao serd permitida a existéncia de lagos (arestas cujos vértices
iniciais e finais sdo iguais), nem multi-arestas (duas ou mais arestas com os mesmos vértices

iniciais e finais).

Defini¢ao 3.4.5 (Grau de um vértice). Seja um grafo G = (V,E) comuev € V. O
grau de v é o numero de arestas com as quais v ¢é incidente. O grau de v se denota por

I'¢(v) ou, se nao houver risco de confusdo, simplesmente por I'(v). Em outras palavras

[(v) = [N(v)|.

Na aplicacao de grafos para modelagem, o grau de um vértice representa as relagoes
entre individuos. Nesse caso essas ligacoes estao relacionadas com quais relagoes estamos

querendo desenvolver para esses individuos.

Defini¢ao 3.4.6 (Vizinhanga do vértice vy). Considerando o grafo G = (V, ) e supondo
que u e v sejam vértices de G. Se u e v sao adjacentes, dizemos que u e v sao vizinhos. O
conjunto de todos os vizinhos de um vértice v ¢ chamado vizinhanca de v e se denota por
N(v). Isto é, N(v) =u € V : v ~v. O nimero de vizinhos de um vértice é chamado grau

do vértice.

Para esse trabalho é importante salientar que os sistemas trabalhados sao sistemas
dindmicos complexos com relagoes locais, ou seja, um vértice muito distante nao ira afetar
a dinamica pois a probabilidade de que um vértice passe para outro em um periodo muito

curto é de zero, consequentemente a dinamica se da entre vizinhancas.

3.4.2 Representacdo de um Grafo

Um grafo pode ser representado através da lista de adjacéncia onde é armazenado o
relacionamento entre os vértices de uma estrutura de listas e também pode ser repsentado

através de matrizes. Uma representacao importante é através da matriz de adjacéncia.



Definigao 3.4.7 (Matriz de Adjacéncia). Dado um grafo G, sua matriz de adjacéncia
M, «m (onde m é o total de vértices do grafo) é denominada por A = (a;j)nn € definida

da seguinte forma:

1, se wv; €k
aij =
0, caso contrario.
Definigao 3.4.8 (Matriz de Incidéncia). Um grafo Gyr, com n vértices e m arestras, pode

ser representado por uma matriz bidimensional M,,,, denominada de matriz de incidéncia,

onde suas dimensoes sao dadas pelos vértices e arestas.

3.4.3 O Espaco de Estados

Seja T um sistema constituido por trés estados puros distintos e tinicos, denotados

por Sp, S1 e Sy, ou como uma combinagdo convexa destes trés estados:
-TOSO + xlsl + ZEQSQ (31)

em que r; > 0, j = 0,1,2 e 29 + 21 + 22 = 1. Deve-se notar que se for denotado por
St o estado atual do sistema o mesmo pode ser descrito pelas “coordenadas” (xg, x1, z2)
relativamente & base de estados puros Sp = (1,0,0), S; = (0,1,0) e Sy = (0,0,1). O espago
de estados, o conjunto que representa todos os estado possiveis do sistema T pode ser
representado como um tridngulo equilatero (Figura 2) e as coordenadas do estado atual
ser dada via coordenadas baricéntricas relativas aos estados puros. Denotemos o espago de
estados por T e, obviamente é uma variedade de dimensao 2 com bordo, representada em

R? pelo conjunto:

{(z,y,2) ER® : o +y+2=1,0>0,y >0,z > 0}.



Figura 2 — Espaco de estados T .

O estado atual é considerado como uma fungao do tempo, S7 = S7(t) e a dindmica

de tal estado é dada pela funcao de probabilidade condicional a seguir:

m(r, E|o,x) (3.2)
¢ a probabilidade de se ter o estado S7(7) € E C T (considerando E como um conjunto
arbitrario, aberto e mensurével), no instante 7, tal que no instante o o estado era (o) =
x = (z, x1, x2). Tal movimento é chamado processo de Markov. A completa caracterizagao
do movimento aleatério é dada pela densidade de probabilidade condicional 7(7, £ | o, x)
correspondente a distribui¢ao condicional II(7, E'| 0,x), isto é,

H(T,E]J,x):/

ECTr(r,y | U,x)dy(3.3)

com
/ n(r,y|o,x)dy =1 (3.4)
T

e sendo valida a igualdade de Markov

m(1,y|o,x) = /Tw(s,z|a, x)-m(1,y|s,z)dz (3.5)

Consideramos que seja valida a condicao de continuidade forte para o processo de

Markov, isto é,
1
lim —/ m(o,y|o— Ao, x)dy =0 3.6
Ac—0 Ac Jly—x|>6 (0¥ Jdy (36)
para todo 6 > 0. Assim a probabilidade de que um ponto aleatorio tomara grandes

incrementos em um pequeno intervalo de tempo tem medida nula.

Também serao consideradas as seguintes condicgoes:
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1. As funcoes

on(r,ylo,x) = &n(rylox)
o’ 0xtai

existem e sao fungoes continuas para todo i,7 € {0,1,2}, para todo x,y € T e para

Y

todo o,7 €T, 0 < 7.

2. Para todo § > 0, os limites abaixo existem:

. 1 i 7 7t N
Alclrrgo E /lx—y<§(y - )W(Tay ‘ 0 — AU> X)dy =b (O', X)7 ? *07 17 2.

(3.7)

lim —— / (v — ")y —2')w(r,y |0 — Ao, x)dy = 247 (0, x), i, =0,1,2.

(3.8)

Estes dois limites sao costumeiramente considerados uniformes no sentido da
defini¢ao segundo £’s e §’s. Também pelo Teorema de Heine (KRANTZ, 2005), quando o

processo esta restrito a um conjunto compacto do ™ a uniformidade é automatica.

Teorema 3.4.1 (Kolmogorov). Sobre as condigoes acima, 7(7,y | 0,X) como uma fungao

de o e x satisfaz:

i. + b (0, X) = = ——— (3.9)

Em(ANTONELLI; STROBECK, 1977) pode-se encontrar a demonstracao desse

teorema.

Quando a¥ e b" nao dependem explicitamente do tempo, dizemos que a difusdo

markoviana é homogénea no tempo. Neste caso, com 7 > o

W(T7Y|O-’X> :W(T_O-7Y|07X)7 (31())

3.4.4 Construcao do grafo de estados puros

Seja S um sistema contendo trés estados puros, no qual denominaremos por Sy,
S1, Sy onde o espago desse sistema é representado por um tridngulo equilatero com
cada vértice representando um desses estados. O vértice Sy é oposto a base do triangulo
queé determinada pelos vértices Sy e Sy, 0s vértices sao nomeados a partir do vértice Sy

seguindo-se em sentido horario. A Figura 3 representa esse sistema inicial.
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Figura 3 — Representagio do sistema S e seus trés estados puros

3.4.5 Construcdo do grafo de estados mistos

Na construcao do grafo de estados mistos, denominado de Gy, é necessario a
estruturacao de linhas, as quais chamamos de isoestados que sao relativas aos estados
puros, essas linhas sdo sempre opostas ao estado puro referenciado e dividem as arestas
adjacentes a este estado em N pedagos iguais. Nas Figuras 4, 5 e 6 estao representadas as

isolinhas relativas aos estados puros Sy, S1 e S respectivamente, com o N = 4.

So

Figura 4 — Isolinhas relativas ao estado
puro Sy
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S,
0
SO
S S
2
Szm 1

Figura 5 — Isolinhas relativas ao estado Figura 6 — Isolinhas relativas ao estado
puro S; puro Sy

A quantidade de isolinhas, N, serd definida pelo usudrio e serd a mesma para
todos os estados puros. Quando tracadas as isolinhas dos trés estados puros na mesma

representagao é gerada uma malha triangular sobre o sistema S, como mostra a Figura 7.

Figura 7 — Representagao do sistema S e seus trés estados puros

Dada essa malha triangular, tomamos o baricentro de cada um dos triangulos
gerados onde esses baricentros serdao os vértices do grafo GG e cada vértice vy estara ligado

ao vértice v; se os triangulos possuem, ao menos, uma aresta em comum.

Lembrando que pode-se encontrar esses baricentros por alguns métodos:

e Pode-se determinar o baricentro pelo encontro dos segmentos de reta que unem

cada vértice do triangulo ao ponto médio do lado oposto, ou seja, o encontro das
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medianas.

e Pode-se determinar o baricentro pelo encontro dos segmentos de reta perpendiculares
a um lado do tridngulo ou ao seu prolongamento, tragado pelo vértice oposto, ou

seja, o encontro das alturas.

e Pode-se determinar o baricentro pelo encontro das retas perpendiculares a um
segmento de reta e que passa pelo ponto médio deste segmento, ou seja, o encontro

das mediatrizes.

No caso de um triangulo equilatero, ambos os métodos geram o mesmo ponto. Na

Figura 8 pode-se verificar a representagao dos baricentros gerados.

AN

SO
[ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
L] [ ] L]

Figura 8 — Baricentros dos triangulos formados pelas isolinhas.

Dado o grafo gerado, pode-se identificar seus vértices, neste caso, eles serao denomi-
nados por vy onde [ = 1,2, ..., N2 e [ € N. O vértice v, serd o primeiro vértice localizado
logo abaixo do vértice Sy e os vértices seguintes serao numerados da esquerda pra direta
e em ordem crescente. Os vértices colineares sao os pontos que pertencem a mesma reta
(linha), neste caso, paralela a aresta S;5;), essas linhas denominamos como niveis e serao
identificados por L;(Sp), L2(So), L3(Sy) e assim sucessivamente. Na Figura 9 podemos

verificar os vértices e seus respectivos niveis.
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SO

Ly(So)
'U.E LQLSQ)
K by Ly(S0)

Ug U "l
o . .6 N I4(So)

vg ,
.b .? ® Ls(Sp)
Le(So)

Figura 9 — Representagao do sistema S com o grafo pronto sobre ele.

Alguns resultados para os grafos de estados sao apresentados a seguir.

Proposigao 3.4.2 (Quantidade de niveis). Dado um grafo G que representa o espago de um
sistema S contendo trés estados puros, tem a quantidade de niveis dado por (2N — 1), onde
o N € a quantidade de partes em que as arestas do triangulo serao divididas, posteriormente

definiremos como quantil.

Prova. Pela lei de formacao dos grafos, vemos que a cada nova sub-divisao, ou acréscimo
de faixa, acrescentamos dois novos niveis ao grafo, pois excetuando-se a primeira faixa
(que contém apenas um nivel), todas as faixas contém dois niveis, como temos tantas

faixas quanto seja o n, temos que o nimero de niveis é dado por N = (2n — 1). O

Proposigao 3.4.3 (Didmetro do Grafo). Todo grafo G que representa o espago de estados
de um sistema S que contém trés estados puros, tem o seu diametro dado por N = (2n—2),

onde n é a quantidade de partes em que as arestas do triangulo sdo divididas.

Prova. Pela geometria euclidiana, temos que em um triangulo equilatero a maior distancia
entre dois pontos que pode existir é a distAncia entre dois de seus vértices. Assim dada a
defini¢do de diam(G), temos que ele serd dado pela distancia entre os vértices do grafo,
mais proximos dos vértices do tridngulo, como o tridngulo é equilatero podemos tomar

a ultima faixa como parametro para definir o diametro do grafo. Como na tultima faixa
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temos 2n — 1 vértices, em linha, e precisamos de 2 vértices para obter uma aresta, entao

teremos 2n — 1 — 1 = 2n — 2 arestas que é o diam(G). O

As proposigoes s6 sao vélidas a partir de n = 2, pois para n = 1, existe apenas um

vértice cujo grau é |I'(0)| = 1.

Proposigao 3.4.4 (Quantidade de vértices com grau 1). Dado um grafo G que representa
o0 espaco de um sistema S contendo trés estados puros, a quantidade de vértices com grau
1 € definido por |I'(vy)| = 3, em que N é a quantidade de partes na qual as arestas do

triangulo T serao divididas.

Proposigao 3.4.5 (Quantidade de vértices com grau 2). Dado um grafo G que representa
o espaco de um sistema S contendo trés estados puros, a quantidade de vértices com grau
2 € definido por |['(ve)| = 3(N —2), onde o N € a quantidade de partes em que as arestas

do triangulo serao divididas.

Proposigao 3.4.6 (Quantidade de vértices com grau 3). Dado um grafo G que representa
o0 espaco de um sistema S contendo trés estados puros, a quantidade de vértices com grau
2 ¢ definido por |T'(vs)| = N? — 3N + 3, onde o N é a quantidade de partes em que as

arestas do triangulo serao divididas.

3.4.6 Coordenadas dos vértices

Para cada subtridangulo T;, i = 1, ..., N? gerado, existe um vértice no baricentro de
cada um desses substridangulos. As coordenadas baricéntricas de um vértice de Gy é dada
pela igual ponderacao das coordenadas dos vértices do subtriangulo onde esta localizado.
Ja as coordenadas de cada vértice de um subtridangulo podem ser definidas pelas linhas de
isoestados que formam cada um destes subtriangulos, a partir disso, tem-se as coordenadas

desses vértices relativas aos estados puros.
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Figura 10 — Relacao entre os vértices e as linhas de isoestados.

Seja I] a j-¢ésima linha de isoestado relativa a S, r = 0,1,2. Assim se N ¢ o valor

definido para o inverso do quantil inicial, temos

N
I?z{( Nl,xl,:@) :x1+x2:1—(N—i)/N} N, (3.11)
i = [L’(),T,ZL‘Q .l’o—i—l’z—l—(N—j)/N s ]—1,2,...,N, (312)
e
N —k
I,f:{(:co,xl, ~ ) To+x=1— } 2,...,N. (3.13)
Seja vy um vértice de Gpr, no nivel L,, = 2i + 1 (impar!), ¢ = 0,1,...,2N | na
posi¢ao p,, = m. O subtridngulo T, é delimitado por I e I, |, ou seja, pelas linhas de
isoestados:
N —1 N—-i—-1
I'LO = ( N 7xlax2)a € ]’ZO+1 (vilax2>
Dado um vértice vy, num nivel L,, = 2i 7 =1,...,2N com ¢ = %, as mesmas

conclusoes devem ser feitas.

Dado o estado puro Si, temos que para ¢(v) = (2i + 1,p), ou ¢(vy) = (24, p),

existe a seguinte sequéncia de linhas e isoestados e posi¢oes nos niveis: ..., Iy i1 O(ve) =
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(20 4+ 1,p), ¢(vs) = (2i,p), Iy_p, .-, em que i = 0,1,...,N e vy e v, sdo vizinhos com

s = ¢~'(2i,7). Logo o subtridangulo T, é delimitado pelas isolinhas Iy, ., e Iy, e por

N — (N —
]Jl\f—p = (‘TOv (N p)7x2> = <$0, ]I\)fax2>

De posse dessas defini¢oes, pode-se calcular as coordenadas dos vértices wy, ws € ws

" o . . L
do subtriangulo T,. Como w; pertence a linha de isoestado I?, ]J1+1 e If, |, em quei= 5

(oui= %) e j =N —p,, tal vértice tem coordenadas:

N—i N—j—1N—k-1
wn =
0 N 9 N 9 N )

No caso em que L,, = 2i+ 1, ou seja, i = (L,, —1)/2 e j = N — p, temos

L,—1p—1
Woz(l— SN ;pN,SQ(wo))>

em que

L, —1 p—1>_LW—2pW—|—1

52(“)0):1_(1_ oN TN OoON

Entao,

woz(l—LW_l p—1 Lv£—2pvé+1>

2N 7 N 7 2N (3:14)

(=0...,.N—1ej=0,...,N—1 (onde vy estd em um nivel impar).
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Dado que w; pertence & linha de isoestado I?, e I } e esta sobre a mesma linha de

isoestado 1?2, logo wy tem a terceira coordenada igual a de wy.

Entao,

(3.15)

w(l_LWJrl LW—QpW+1>
1 — 2N Jpvg7 2N

Agora, wo estd sobre a mesma linha de isoestado [ } que w; e mesma linha de

isoestado I de wy, e sobre 2. Portanto

Lv +1 p— 1 Lv - 2pv
— (12 ‘ f) . 3.16
2 ( ON ° N ' 2N (3.16)
A dltima coordenada de wy foi obtida fazendo 1 — Sp(ws) — S1(w2).
O vértice vy é uma ponderacgao de wq, wy € ws:
11 1 3L, +1 3p, —2 3L, —6p,, +5
i - Zwe= (1= ¢ ¢ £ ¢ ) . 3.17
VT g gt g ( 6N ' 3N 6N (3:17)
Para L,, =2¢,1=1,...,N—1,e 5= N — p,,, teremos
Lv Do, — 1 LU - 2171; + 2
— (1 = Zvs Dus s s 3.18
o ( ON' N 2N ) (3.18)
Ly +2 . Ly —2p, +2
=({1—— T p— . ) 3.19
“ ( ON N 9N (3.19)
LvS v Vg v
Wy = (1 — o Lot B, ) : (3.20)
Das trés equagoes acima (veja Algoritmo 2), temos
1 1 3L, +2 3p,, — 1 3Lv—6pv+4>
= —wo + —wy + Sty = (1 — 22 TZ P 7 2 90w, T Oy, . 3.21
Us T Mot g g ( 6N ° 3N 6N (3:21)
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3.4.7 Fluxo discretizado sobre o Grafo Gur

Para obter-se a fun¢ao de probabilidade condicional que determina a dindmica do

espago de estados T utiliza-se a (3.2) que satisfaz (3.5) e suas hipéteses.

pzk:p(n—i-k,vﬂn,vi), n,k=0,1,2,...:4,j=1,..., N? (3.22)

onde p?jk representa a probabilidade de se estar no instante n em v; e se atingir em

k passos o vértice v;, tal que seja vdlida.

p(m,v;ln,vi) = D2 > p(l ok |n,v:) - p(m, v | £ vp). (3.23)

v €V (n) =n

Também sabe-se que:

O'(m,v) = > [S"(v;) = S"(vy)] -pz;-hl’l, r=0,1,2, (3.24)

v; ENb(v;)

2a"%(m,v;) = Z [S"(v;) — S"(v)][9%(v;) — S*(vy)] -p?;_l’l, r,s=0,1,2.  (3.25)

’UjENb(Ui)

O vetor (b"(m,v;)),—0.12 relaciona-se com a média dos estados vizinhos de v; dados

pelas probabilidades de transicao em um passo, no instante m.

Esta média é dado por (3.7). De forma andloga, a matriz (a“(m, vl)) relaciona-se

a covariancia entre as coordenadas dos estados puros.

A equacao de Kolmogorov para o caso dos grafos de estados mistos podem ser

escrita como

2 m—1,1 m—1,1

Dyi m—1,1
"(m — 1 = _Apl > N 2
Ay STALS® +b"(m — 1,vp) pi 7, v € V(N), (3.26)

ars(m — 1, ’Ug) W
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em que Agisr:ST(U@)—S< ) Apm 1,1 pZ 11_p$7 eApm 11i—Ap?;’71

Utilizando a expressao acima e a reescrevendo, tem-se:

Y
RS St A = A (3:27)

ars(m—1,v,)  b"(m,vy)

Logo, para todo vértice v, € V(N), tem-se:
m—1,1 m,—1\2
2 (pzz — Py ) m—1,1

Er,s:O ZviENb(Ue) [S (W) ( )][S( Z) SS(UZ)] " Py

Yu;enb(un) [Sr (ve) = Sr(v5)][Ss (ve) — Sis(v;)]

+Z2 Z Nb (pZL 11 ’L i 1)
I A AT

)l
2o, et [Sr(ve) = Sr(v;)]

m—1,1

m,—1
Py - ZleNb W)pzf

3.4.8 Rotulacao de vértices e posicionamento em niveis

Dado um grafo Gy, L,, ¢ o nivel no qual o vértice se encontra, ou seja, qual a
isolinha relativa ao estado Sy o vértice se encontra no grafo. Ja a posicao p,, do vértice vy

no nivel L,, é contada da esquerda para direita na ordem dos vértices de Gy.
Pela Proposicao 3.4.2 sabe-se que o grafo Gy possui 2N — 1 niveis. Pode-se verificar

também a quantidade de posi¢oes por niveis:

e Dado um nivel k£ par do grafo Gy, temos que a quantidade de posicoes ¢ dada por
k/2;

« Caso o nivel k seja fmpar, a quantidade de posigoes por nivel é dada por (k + 1)/2.

Dessa forma, os niveis dados por 2m — 1 e 2m tém m vértices.

Seja m o indice do nivel L,,, m =1,2,...,2N — 1, onde N ¢ o inverso do quantil
escolhido inicialmente. Se m é par, os vizinhos (i, 7, k) do vértice v, que estd na posicao i

do nivel m, que é representado por (m, i), é dado por:
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Nb(m, i) = {(m— 1,4), (m + 1,4), (m + 1,7 + 1)}, i = 1% (3.28)

Se m é impar, a vizinhanca do vértice que esta na posicao ¢ do nivel m é:

{(m—-1,1),(m+1,1)}, se 1=1,
Nb(m,z): {(m—1,2—1),(m—1,z),(m+1,z)}, se 1= 77mT+1_17 (329>
{(m—l,%),(m%—l,%ﬂ)}, se i:m?“.

No caso do ultimo nivel, o L,, = 2N — 1 a vizinhanca de v, ¢ dada por:

{2V =1),5)}, se =1,
Nb(2N —1,1) = S {(2(N = 1),j — 1), (2(N = 1),5)}, se i=2,...,N, (3.30)
{2(N = 1),N)}, se i=N.

3.4.8.1 Relacdo do vértice vy, sua posicao p,, € nivel Ly

E factivel que se faca uma relagao entre o vértice vy, sua posicao p,, e nivel Ly, ou

seja, representar a sua imagem por ¢(k, py,).

Para k par, tem-se:

kg
E k
(=p,+ > 2n+ 7 - 40 = 4p,, + k* (3.31)
n=1
Para k impar e £ > 3:
%
C=py+Y 2n o d+1=dp, +k (3.32)

n=1
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Dado o nivel Ly, as posicoes dos vértices respeitam as seguintes desigualdades:

1<p< |t
_p_27

em que [z] é a fungdo teto de x, ou seja, é o menor inteiro maior ou igual a x.

Logo,

k
4< 4p,, <4 M . (3.33)

Fazendo a substituicao de 3.33 em 3.31, obtemos:

4+k2§4£§4{ﬂ+k2

agora, de posse da primeira desigualdade e fazendo as devidas simplifica¢des, tem-se:

A+K2 <40 K <40l —1) - k< VAl — 4., (3.34)

Dado um £k inteiro e par e utilizando a segunda desigualdade de 3.34, tem-se:

4£§4m + K =2k 4+ K . K42k —4>0 - k>VA+HT -1 (3.35)

Fazendo a substituicao da primeira desigualdade de 3.33 em 3.32, obtém-se:

4+ k2 <40+1<4

ﬂ + k2, (3.36)

e, usando a primeira desigualdade acima, temos;

44K <M+1 - KE<4-3 - k<V4al-3. (3.37)
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Agora, usando a segunda desigualdade, obtemos:

4é§4m+k2:4<k;1>+k2 O AV (3.38)

Assim, para k qualquer (par ou impar) usando 3.34 e 3.37, temos:

k< max {[VA0—1], [VA[ =3}, (3.39)

em que |x] é a funcado teto de x,0u seja, é o maior inteiro, menor ou igual a z, e
usando 3.35 e 3.38, temos:

k> min {[VA(+1-1],[2v7 - 1]} (3.40)

Proposic¢ao 3.4.7. Dado um € 7™, tem-se:

max { | V40— 4], [VA0 = 3] } = min {[VA(+1—-1],[2v - 1]}. (3.41)

De fato, pela Proposi¢ao 3.4.7 e as equagoes 3.39 e 3.40 obtem-se que k é o nivel do

vértice v,. Para obter a posicao p,,, utilizamos a Equacao 3.31 e 3.32 e os valores de / e k.

3.5 Algoritmo

Corman, Leiserson, e Rivest (1999) afirmam que, informalmente, um algoritmo
¢ qualquer procedimento computacional que toma algum valor ou conjunto de valores,
como entrada e produz algum valor ou conjunto de valores, como saida. Um algoritmo é,

portanto, uma sequéncia de passos computacionais que transformam a entrada em saida.

Também pode-se visualizar um algoritmo como uma ferramenta para resolver
problemas computacionais bem especificado. O enunciado do problema especifica em
termos gerais o relacionamento de entrada/saida desejada e o algoritmo descreve um

procedimento computacional especifico para alcancar essa relacao entrada/saida.

Um algoritmo é os passos necessarios para realizar uma tarefa. Sua implementacao

pode ser feita por um computador, por outro tipo de autémato ou mesmo por um ser
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humano. A maneira mais simples de se pensar um algoritmo é por uma lista de procedimen-
tos bem definida, na qual as instrugoes sao executadas passo a passo a partir do comego
da lista, uma ideia que pode ser facilmente visualizada através de um fluxograma. Cada
campo da ciéncia possui seus proprios problemas e respectivos algoritmos adequados para
resolvé-los. Exemplos classicos sao algoritmos de busca, de ordenacdo, de andlise numérica,
de teoria de grafos, de manipulacao de cadeias de texto, de geometria computacional, de
analise combinatoéria, de aprendizagem de méquina, de criptografia, de compressao de

dados e de interpretagao de texto.

Para ser possivel construir um algoritmo que resolva a dindmica de um grafo, serdo

necessario algumas etapas que abrangem:

o Para descrever um sistema fisico que possui trés estados puros, denotados por Sy, S;
e Sy, ou combinacoes convexas de estados. Também sera necessario, definir o espaco

de estados, fazendo a descricao do conjunto de equagao que o descreveria;

o Para gerar um sistema de coordenadas que localiza o estado atual do sistema
relativamente aos trés estados puros, sera especificado uma n-upla de escalares para
cada ponto do espago do espago (n — 1)-dimensional. O sistema de coordenadas
utilizados sera o sistema de coordenadas baricéntricas de um tridangulo equilatero

cujo os vértices sao os estados puros, denotados por Sy, S; e Ss.

3.5.1 Algoritmo de definicao do grafo G, de estados mistos

Dado um espago de estados T, o usuario escolhe, de forma arbitraria, o namero
de quantis, denominado de N onde N € N. Deste modo é definido o quantil de
discretizacdo, p = N~! e posteriormente é definido o grafo de estados mistos Gar

seguindo o algoritmo abaixo.
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> Leia o nimero de quantis N.

> Divida cada lado do tridngulo T em N partes iguais (cada ponto
representa um p-quantil das linhas (0, 21, x2), (20,0, z2) € (xq, 21, 0)).
> Use cada p-quantil para determinar linhas de isoestados relativa-
mente a cada estado puro. Estas linhas sao paralelas aos lados dos
triangulos e chamaremos de isolinhas.

> Apoés isso serdo formados N? tridngulos T;. Em cada baricentro
de tais T;’s considere um vértice e una dois vértices por uma aresta
se, e somente se, dois dos dois tridngulos correspondentes tiverem

um lado em comum.

O grafo proveniente do resultado do algoritmo 3.5.1, para N = 4, é representado

pelas Figuras 12 e 11.

! L1(So)

p La(Sp)

vs vt L3(So)

g Ug L4(So)
Us ve Ls(So)

Lg(So)

L+(Sy)

Figura 11 — Representacao do grafo de estados mistos G4 do sistema S
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M3 V16

Figura 12 — Grafo de estados mistos G,

A discretizacao é feita considerando apenas as coordenadas baricéntricas dos vértices
dos triangulos, ou seja, (v, vg, V3, ...v16) as quais representa o estado atual do sistema,
owv;com £ = (1,2,...N?) € N. A dindmica é feita considerando a transigao do
estado atual, vy, no instante o para o instante o + 1. O estado pode permanecer
em v; ou mudar para vy, para essa transicdo denominamos de transi¢ao suave
nesse espago discreto e as coordenadas do vetor de estados v, é denotada por
ve = (So(ve), S1(ve), Sa(ve)). A quantidade de niveis é dada pela Proposigao 3.4.2, para
N = 4, temos sete niveis representados respectivamente por Ly (Sy), La(So), -, L7(So).
Utilizando a Definicdo 3.4.7 para N = 4 pode-se gerar a matriz de adjacéncia desse

grafo.

3.5.2 Algoritmo da construcao da matriz de adjacéncia do grafo Gy

O Algoritmo 1 a seguir ¢é utilizado para construir a matriz de adjacéncia do grafo

Gy, atribuindo a vizninhanga de cada vértice, representado pela figura 12.



Algoritmo 1: Matriz de adjacéncia do grafo Gy

Entrada: N = valor do quantil dado.
Saida: A matriz de adjacéncia do grafo

inicio
L, =1;p, =1, Matriz(1,2) = 1;
repita
L,, = max{|v/4( — 4], |\/4( — 3]} % Calcula o nivel do vértice wvy;
se L,, ¢ par entao
Po, = [40 = (Ly,)?)/4;
L= [4]%@ + (LW - 1)2 - 1]/47
J = [4py, + (Ly, +1)*> = 1]/4; } % Vizinhos de wy;
k= [4py, + (Ly, + 1)* + 3] /4;
Matriz(¢,i) = 1; Matriz(¢,j) = 1; Matriz(¢, k) = 1;
senao
Po, = [40 = (Ly,)* + 1]/4;
se L,, # 2N — 1 entao
se p,, = 1 entao
i=[4+ (Lo, — 1)?/4; j = [A+ (Lo, +1)°] /45
Matriz(¢,i) = 1; Matriz(¢, j) = 1;
senao
se py, = (Ly, +1)/2 entao
i = [Q(Lve - 1) + (Lw, - 1)2]/4; ] = [2<Lve + 1) + (Lve + 1)2]/4;
Matriz(0,i) = 1; Matriz((,j) = 1;
senao
i = [4(])1)@ - 1) + (Lw B 1)2]/4; .] = [4pw + (Lw - 1)2]/4;
k= [Apy, + (Lo, + 1)%]/4;
Matriz(€,i) = 1; Matriz(¢,j) = 1; Matriz(¢, k) = 1;
fim
fim
senao
se p,, = 1 entao
| i=[4+4 (Ly, — 1)%/4; Matriz(¢,i) =1 ;
senio
se py, = (L,, +1)/2 entao
| i =[2(Ly, — 1) 4 (Lo, — 1)?]/4; Matriz(¢,i) =1 ;
senao
P = [4(pve o 1) + (Lve o 1)2]/4; ] = [4pw + (Lw - 1)2]/4;
Matriz(¢,i) = 1; Matriz(¢, j) = 1;
fim
fim
fim
fim
até ( = N2
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3.5.3 Algoritmo das coordenadas dos vértices do grafo G

O Algoritmo 2 abaixo sera utilizado para atribuir as coordendas de cada vértice
relativas aos estados puros (Sy, S1, 52). Relembrando qeu cada vértice foi colocado
dentro do baricentro de um dos subtridngulos T;,i = 1,--- N? representados pela

figura 11. O vértice v, pode ser representado pelas coordenadas vy = (Sp, S1, o).

Algoritmo 2: Coordenadas dos vértices do grafo G relativas aos estados puros Sy,

Sl (§ SQ.

Entrada: N = valor do quantil ;
L,,, py,, nivel e posigao do vértice v, € V(Gyr)
Saida: As coordenadas baricéntricas de cada vértice v, de Gy
inicio
repita
se L,, ¢ impar entao
‘ vy = (1 3Ly, +1 3py,—2 3Lv276pv[+5).

6N ° 3N 6N ;
senao
(1 BLo+2 3pu,—1 BLu—6py, ).
Ve=\1—"%6N » 3N > 6N ,
fim
até ( = N?;

fim

3.5.4 Algoritmo da dinamica

O Algoritmo 3 gera a caminhada no grafo durante o tempo estabelecido. Gera uma
dindmica entre os vértices utilizando os resultados dos Algoritmos 1 e 2 e com

probabilidades geradas de forma aleatdria ou arbitraria.



29

Algoritmo 3: Algoritmo de simulacgao de trajetérias no grado de estados.

inicio
repita

fim

¢ =1 repita
u = random(0, 1);
se 0 < u <= py entao
| trajetoria|dia, m] = dados[(, 1]
senao
se py < u < (py + p entao
| trajetoria[dia, m] = dados[(, 1]

fim
senao

se (por + poi < u < por + poi + pm) entao
| trajetoria[dia, m] = dados[t, 2]

fim

senao

se (pu +pu +pl,j <u <1 entdao
| trajetoria[dia, m] = dados|(, 3];

fim
¢ = trajetoria|dia, m]
até dia = tempo;

até m = 1000;

Para o Algoritmo 3, as variaveis sdo definidas da seguinte formas:

1. u é uma variavel aleatéria uniforme entre 0 e 1, sorteada a cada iteracao do

A AN el O

loop.

P« € a probabilidade do vértice v, permanecer nele mesmo.
Ps € a probabilidade do vértice v, mudar para o vértice v;.
py; ¢ a probabilidade do vértice v, mudar para o vértice v,.

pu € a probabilidade do vértice v, mudar para o vértice vy.

dados[/, coluna| é um vetor bidimensional que recebe como entrada o vértice

atual e uma coluna fixa. Esse valor de coluna é referente ao local no qual é

armazenado um dos vizinhos do vértice ¢. Por exemplo, dados[(, 1] é o vizinho

i do vértice . dados[l,2] é o vizinho j do vértice ¢. dados|l, 3] é o vizinho k do

vértice /.
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7. trajetorialdia, m| é um vetor bidimensional que recebe como entrada o valor
de m (o nimero da simulagdo) e dia o dia ao qual estd ocorrendo a dindmica.

Lembrando que esses valores sao dados pois dois loops distintos e aninhados.
A dindmica se da da seguinte forma:

1. Inicia-se um loop com a quantidade de simulagoes a ser gerada;

2. Inicia-se um loop com a quantidade de dias ao qual se quer verificar a trajetoria;

3. Para cada iteracao do loop, é gerado de forma aleatéria um nimero u entre 0 e
L

4. E analisada as condiges estabelecidas: Se u estiver no intervalo ]0, pll] o vértice

permanece no mesmo local, ou seja, vertice atual = wv,.

5. Se u estiver no intervalo |pe, (pe + pe;)] 0 vértice atual muda para o seu vizinho

i, ou seja, vertice atual ¢é igual a v;.

6. Se w estiver no intervalo |(pw + pei), (Pec + Pei + pej)] 0 vértice atual muda para

o seu vizinho v;, ou seja, vertice atual € v;.

7. Se w estiver no intervalo |(pe + pe; + pej), 1] o vértice atual muda para o seu

vizinho vy, ou seja, vertice atual é o vy.
8. Apods o fim de cada iteracao do loop, o valor de 1 é atualizado pelo valor dado

por trajetoria|dia, m)].

Cada trajetoria é calculada m vezes, no Algoritmo 3 o m = 1000.

3.6 Probabilidade e Probabilidade Condicional

Morgado et al. (2006) define Teoria das Probabilidade como o ramo da Matemadtica
que cria, desenvolve e em geral pesquisa modelos que podem ser utilizados para
estudar experimentos ou fenémenos aleatorios. O modelo matematico utilizado para
estudar um fenémeno aleatério particular varia em sua complexidade matematica,

dependendo do fendmeno estudado.

Magalhaes (2007), define probabilidade, mais formalmente, como sendo uma fungao
P(-) que atribui valores numéricos aos eventos do espago amostral (€2), se satisfaz as

seguintes condic¢oes:

(1) 0< P(A) <1,YAC Q;
(ii) P(2) = 1;
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(iii) P ( Lnj Aj> = i (A;), com os Ay disjuntos.
=1 j=1

Em muitas situagoes praticas, o fendomeno aleatério com o qual é trabalhado pode ser
separado em etapas. A informacao do que ocorreu em uma determinada etapa pode
influenciar nas probabilidades de ocorréncias das etapas sucessivas. Nestes casos,
houve ganho de informacao e deve-se “recalcular” as informacgoes de interesse, essas
probabilidades “recalculadas” sao chamadas de probabilidades condicionais, e sao

definidas da seguinte maneira:

Dados dois eventos A e B, a probabilidade condicional de A dado que ocorreu B é

representada por P(A|B) e dada por:

P(ANB)

PAIB) = =

P(B) > 0.
Caso P(B) = 0, P(A|B) pode ser definido arbitrariamente; neste contexto sera
utilizado P(A|B) = P(A)

3.7 Percolacao

A teoria da percolagao foi proposta pelos matematicos Broadbent e Hammersly em
1957 (Navin, 2012) para estudar a propagacao de fluidos em meios desordenados. E
bastante relevante em fisica para explicar eventos como recuperacao de petréleo a
partir de meios porosos, fogos florestais, modelos de epidemia, redes e terremotos.
O modelo de percolagao, permite explicar este tipo de eventos e introduzir alguns
conceitos fundamentais dos sistema complexos (grafos), a Teoria da Percolagao é um
ramo da teoria das probabilidades que trata das propriedades dos meios aleatorios
agregadas a conceitos geométricos e probabilisticos. Existem dois tipos de percolacao,
Crotti (2009): percolacao por ligagoes e percolagdo por pontos. Considerando um
cluster qualquer, a percolacao por ligagoes é o estudo de fendmenos de percolacao
nas arestas, o modelo da infiltracao de 6leo em solos permedaveis, enquanto que a
percolagdo por pontos estuda os fenomenos de percolagdo nos vértices (nés) sendo
o caso da propagacao de fogos florestais. Estes dois tipos de percolagao, embora
diferentes, apresentam propriedades semelhantes que sdo estudadas sobre um espaco

L4, sendo d a dimensdo.

Um processo de percolagao consiste na propagacao do estado de uma célula ativa
as células vizinhas que, depois de ativadas, continuam o processo de propagacao. O

processo termina quando nao hé mais células do agregado que possam ser ativadas. A
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duracao do processo de percolacao depende de dois fatores, sendo eles o tamanho do
agregado e a forma como estdo ligados. E evidente que quanto maior for o agregado
maior serd a duragao do processo de percolagao e um agregado muito ligado percola

muito mais rapidamente do que um agregado com poucas ligacoes.

3.8 Cédigo em Python

3.8.1 Cédigo em Python da matriz de adjacéncia do grafo G

O codigo referente ao Anexo A é a implementacao do Algoritmo 1, o qual é res-
ponsavel pela construcao da matriz de adjacéncia do grafo G, cdlculo da vizinhanca

do vértice vy, seus respectivos niveis L,y e posi¢oes pyy.

Este codigo foi totalmente construido na Linguagem Python utilizando as bibliotecas
Numpy, Pandas, CSV e math

— A variavel N corresponde ao quantil N definido pela Proposigao 3.4.2;
— A variavel nivel Lvl corresponde ao nivel L,, definido pela Proposigdo 3.4.2;

— A variavel pos__vl corresponde a posicao, p,s, do vértice v, definida pela
Equacao 3.33;

— A varidvel matriz corresponde a matriz de adjacéncia do grafo Gy, A = (aij)nan,
e é definida pela Equacao 3.4.7;

— A varidavel 1 corresponde ao vértice vy;

— A varidvel i, caso exista, corresponde ao vértice vizinho v; do vértice v; e é dado

pela Definicao 3.4.6;

— A varidvel j, caso exista, corresponde ao vértice vizinho v; do vértice v; e é dado

pela Defini¢ao 3.4.6;

— A variavel k, caso exista, corresponde ao vértice vizinho v, do vértice v; e é
dado pela Definicao 3.4.6;

— A variavel vertices_ vizinhos corresponde a um arquivo .csv onde é arma-

zenado os vértices vy e sua vizinhanga para cada valor N de quantil definido.

3.8.2 (Cédigo em Python das coordenadas dos vértices do grafo Gy

O cbdigo referente ao Anexo B é a implementagdo do Algoritmo 2, o qual é
responsavel pela obtencao das coordenadas baricéntricas do grafo Gur, representado

pela Figura 8.


https://docs.python.org/3/
https://numpy.org/doc/
https://pandas.pydata.org/
https://docs.python.org/3/library/csv.html
https://docs.python.org/3/library/math.html
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Este codigo foi totalmente construido na Linguagem Python. Considere como validas

as defini¢des dada por 3.8.1.

Tome vy = (Sy, S1,S2) representado pela 8,

— A variavel si0 corresponde a primeira coordenada baricéntrica do vértice vy, o
So.

— A variavel sil corresponde a segunda coordenada baricéntrica do vértice vy, o
Si.

— A variavel si2 corresponde a terceira coordenada baricéntrica do vértice vy, o

Ss.

3.8.3 Coddigo em Python da dinamica da simulacdo do grafo G

O cbdigo referente ao Anexo C descreve a dindmica estocéstica dos estados do
sistema e é a implementacgao do Algoritmo 1, Algoritmo 2 em conjunto com a

dindmica estocastica dos estados e construcao do desenho do grafo Gyr.

Este foi totalmente construido na Linguagem Python utilizando as bibliotecas Numpy,
Pandas, CSV e math. Considere como vélidas as defini¢oes dada por 3.8.1. No cédigo
7?7 definimos 3 novas variaveis, o,r,s responsavéis pela dindmica com o banco de

dados real.

Tome vy = (Sy, S1,S2) representado pela 8,

— A variavel o corresponde a funcao teto da primeira coordenada baricéntrica do

vértice vy, 0 Sp, multiplicada pelo quantil N, ou seja, o = [NySp].

— A variavel r corresponde a funcao teto da segunda coordenada baricéntrica do

vértice vy, 0 S1, multiplicada pelo quantil N, ou seja, r = [ NgS].

— A variavel s corresponde a funcao teto da terceira coordenada baricéntrica do

vértice vy, 0 Se, multiplicada pelo quantil N, ou seja, s = [ NySa].

3.9 Banco de dados

3.9.1 Sistemas Gerenciadores de Banco de dados

Os Gerenciadores de Banco de dados, popularmente conhecidos como SGBD sao

softwares especializados para gerenciamento de bases de dados.

As principais fung¢oes de um SGBD sao:


https://docs.python.org/3/
https://numpy.org/doc/
https://pandas.pydata.org/
https://docs.python.org/3/library/csv.html
https://docs.python.org/3/library/math.html
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— Alteracao da estrutura de campos;
— Copia e eliminacao de ficheiros;

— Insercao, removecao e criacao de relacoes entre tabelas;

Importagao e exportagao de dados entre bases de dados;

Criacao de chaves externas e primarias;
— Consultas nas tabelas;

— Criagao de usudrios com permissoes de acesso.

O SGBD utilizado sera o PostgreSQL em conjunto com a plataforma pgAdmin4.

3.9.2 Linguagem de Consulta Estruturada

A linguagem de consulta estruturada, popularmente conhecida como SQL (Structured
Query Language), é a linguagem é uma das linguagens mais importantes para

manipulacao de registros em banco de dados relacionais.

A linguagem SQL possui uma organizacao estrutural baseadas em subdivisdes dos

seus comandos, cada qual divididos em 5 subconjuntos diferentes.

DML - Data Manipulation Language: Também conhecida como linguagem
de manipulacao de dados, esse subcobjunto do SQL define os comandos usados
para manipular os dados armazenados em um banco. Esse ¢ um dos conjuntos mais
utilizados, pois ele fornece operadores que nos permitem inserir, excluir e alterar
os registros de uma tabela, por exemplo. Os comandos mais importantes desse

subconjunto sao: INSERT, DELETE e UPDATE.

DQL - Data Query Language: Também conhecida como linguagem de consulta de
dados, esse subconjunto do SQL define o SELECT, comando essencial para consulta

de dados armazenados no banco.

DDL - Data Definition Language: Também conhecida como linguagem de
definicdo de dados, esse subconjunto do SQL define os comandos usados para
gerenciar as estruturas do banco de dados. E o responsével por criar, atualizar e

remover objetos da base, como tabelas e indices. Os comandos definidos pelo DDL
sao: CREATE, DROP e ALTER.

DCL - Data Control Language: Também conhecida como linguagem de controle
de dados, esse subconjunto do SQL define os comandos para controle do acesso aos
dados da base de dados. E o responsdvel por estabeler restricdes e permissoes para o
acesso ao banco. Os comandos definidos pelo DCL sao: GRANT e REVOKE.


https://www.postgresql.org/docs/
https://www.pgadmin.org/docs/
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DTL - Data Transaction Language ou TCL (Transaction Control Lan-
guage): Também conhecida como linguagem de transagao de dados, esse subconjunto
do SQL define os comandos que utilizamos quando é necessario gerenciar transa-

coes feitas no banco. E o responsavel por iniciar, confirmar e desfazer alteracdes. s
comandos definidos pelo DTL|TCL sao: COMMIT, BEGIN e ROLLBACK.

Para esse caso, apenas serao utilizado os subconjuntos DQL e DDL.

3.9.3 PostgreSQL e pgAdmin4

PostgreSQL é um sistema gerenciador de banco de dados objeto-relacional, open
source, baseado no POSTGRES e desenvolvido na Universidade da Califérnia no
Departamento de Ciéncias da Computacao em Berkeley. No PostgreSQL tudo que
¢ criado ¢ tratada como um objeto, por exemplo banco de dados, tabelas, triggers,
views, etc. JA o pgAdmind é um software grafico para administracao do SGBD
PostgreSQL.

3.9.4 Banco de dados

O banco de dados utilizado para andlise foi o criado pelo Wesley Cota e se encontra
disponivel em Banco de dados COVID BR. O arquivo foi disponibilizado na extensao

.csv e importado para o pgAdmin4 pelo script abaixo.

3.9.4.1 DDL: Importando os dados para o pgAdmin4

Através do comando COPY é possivel importar dados de um arquivo .csv para uma
tabela, criada pelo comando CREATE TABLE. Verifique o Anexo ?7.

Dada as devidas modificagoes, o mesmo processo se repete para insercao dos da-
dos relacionados ao Algoritmo C. As tabelas provenientes desse Algoritmo foram

denominadas de verticesn10 _x sendo 10 _x o valor do quantil escolhido pelo usuario.

A saida do script do Anexo D devera ser parecida com a Figura 13:


https://github.com/wcota/covid19br
https://www.pgadmin.org/docs/

Data Qutput

=

R = R I

Messages

B0 8 =
id . epi_week
[PK] integer ’

o N o o kW R

Total rows: 1000 of 29106

3.9.4.2 DQL: Consultas no banco

3

numeric (10) 4

Notifications

~

. date
date

count
’ Yy

2020-02-25 Brazil

2020-02-25 Brazil
2020-02-26 Brazil
Brazil
2020-02-27 Brazil
2020-02-27 Brazil

2020-02-28

9

9

9

9 2020-02-26
9

9

9 Brazil
o

2nan nn 20

Drmmi

Query complete 00:00:00.129

character varying (50) 4

state , city
character varying (50) 4

SP TOTAL
TOTAL TOTAL
sP TOTAL
TOTAL TOTAL
SP TOTAL
TOTAL TOTAL
sP TOTAL

TATAL TATAL

Figura 13 — Saida do script D

. hewdeaths . deaths

character varying (50) 4 numeric (100) 7 numeric (100) 4

5 o o o o o o o
> o o o o o o o

Ln 1, Col 24
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A query abaixo é responsavel por extrair as porcentagens de suscetiveis, infectados

e recuperados da populacao total do Brasial, baseado nos dados disponiveis em

Banco de dados COVID BR sendo a saida da query uma tabela com as respectivas

porcentagens dia a dia.

A saida do script Anexo E devera ser parecida com a Figura 14:

Data Output Messages Notifications
= B vOD s s &8 0~

data_registro n_suscetiveis

date & numeric &
65 2020-04-29 0.99959973733583489681
66 2020-04-30 0.99956331613508442777
67 2020-05-01 0.99953515947467166979
68 2020-05-02 0.99951037523452157598
69 2020-05-03 0.99948827392120075047
70 2020-05-04 0.99945409943714821764
71 2020-05-05 0.99941658536585365854
72 2020-05-06 0.99936422138836772983

Total rows: 1000 of 1056

n_infectados
numeric

0.00130123827392120075
0.00143864446529080675
0.00150562851782363977
0.00153992495309568480
0.00158835365853658537
0.00161249061913696060
0.00165223264540337711
0.00177470919324577861

Query complete 00:00:00.168

Figura 14 — Saida do Script C

n_recuperados
numeric

0.000076013133208255159475
0.000085558161350844277674
0.000091730769230769230769
0.000096998123827392120075
0.0007101402439024390243902
0.000705999061913696060038
0.000115952157598499061914
0.000136843339587242026266


https://github.com/wcota/covid19br

37

4

Resultados

4.1 Aplicacdo do modelo com probabilidades arbitréarias

Nesta Secao serda abordada a implementagao do modelo de discretizacao para cenarios
ficticios com probabilidades arbitrarias geradas para cada vértice do grafo. De inicio,
serd utilizado o modelo com probabilidades arbitrarias, escolhidas de forma logica
em aderéncia a uma sistema ternario que considera um espago de estados com 3

estados puros Sy, S1, 5o respectivamente: suscetiveis, infectados e removidos.

Para a primeira andlise e como forma de exemplificar de facilitar o entendimento
do leitor, considera-se um sistema S, com 3 estados puros Sy, S1, S2 e com valor de
N = 4. O grafo referente a esse sistema pode ser visualizado na Figura 12 e sua

construcao se da pelos Algoritmos 1, 2 acima descritos.

De posse do grafo e de todas as informacoes que o carregam, foram feitas simulagoes
de possiveis trajetorias (caminhada do vértice). Note que para o caso especifico
tratado, a dinamica da epidemia de uma doenca, o COVID-19, o vértice do primeiro

dia necessariamente sera o vértice vy, ou seja, vy = vq

Para esse caso, foi gerada 1000, m = 1000, simulag¢oes de possiveis dinamicas para o
Grafo com N = 4.
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Figura 15 — Histograma contendo a simulacao da dindmica para 730 dias com N =4 e

m=2.
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Figura 16 — Histograma contendo a si- Figura 17 — Histograma contendo a si-
mulacao da dindmica para mulacao da dindmica para
730 dias com N =4 e m 730 dias com N =4 e m
=180. =295.

Na Figura 15 foi plotado um histograma da simulagao da trajetéria com m = 2 onde
o eixo y se refere a quantidade de vértices alcangados durante a trajetoria e o eixo x
os respectivos vértices. Analogamente, a Figura 16 e a Figura 17 sdo os histogramas

para m = 180 e m = 295, respectivamente.

Nota-se até de forma visual, que para o caso com 16 vértices, o ultimo vértice v16 é

atingido majoritariamente em ambas as simulagoes.
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Figura 18 — Histogramas sobrepostos referente as simulacoes das trajetérias de 730 dias
para um grafo com N =4

A Figura 18 demonstra de forma clara a variabilidade de trajetorias para cada

instancia da simulagao.

Ainda para N = 4, utiliza-se o grafico box plot para demonstrar graficamente a
variabilidade dos dados relativos a dinamica. Para gerar esse grafico, é feita uma
relagdo entre os vértices alcancados na trajetéria da dindmica para os 730 dias e suas
respectivas coordenadas baricéntricas. Vale salientar que nesse caso, as coordenadas
baricéntricas do grafo representam respectivamente a porcentagem pela populagao
total de suscetiveis, infectados e rcuperados. Pela Figura 19 se verifica que a dinamica

percorre todos os vértice do grafo em apenas um meés.

Figura 19 — Gfafico boxplot para N = 4 dos dias 10 ao 30.
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No Grafico da Figura 20 é possivel visualizar como se comporta as curvas relativas as
porcentagens de suscetiveis, infectados e recuperados durante as trajetérias simuladas.
O que, de fato, se assemelha bastante ao esperado numa epidemia. Os niimeros de
suscetiveis diminui durante o decorrer do tempo, o de infectados aumenta e o de

recuperados varia de forma comitente aos outros dois.

0.8+

0.6+

0.4+

0.2+

20 40 60 80 100 120

Figura 20 — Curvas das dinamicas dos suscetiveis, infectados e recuperados para um grafo
com N = 4. Verde: suscetiveis; Azul: infectados; Laranja: recuperados.

Na Figura 20 a curva verde representa a porcentagem dos suscetiveis, a azul a

porcentagem dos recuperados e a laranja a porcentagem dos infectados.

Um outro exemplo de aderéncia do modelo aos dados reais, utiliza-se a simulagao
para um grafo com N = 100, 360 dias e m = 1000 simulagoes. As probabilidades
foram construidas de forma que os tridngulos em que as arestas coincidem de forma
invertida, vide Figura 21, a probabilidade do niimero de suscetiveis aumentar é zero,
ou seja, pji = 0, pois nao se considera um aumento do nimero de suscetiveis neste

Ccaso.
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Figura 21 — Subtridangulos em posigoes invertidas do grafo. Nestes casos, a probabilidade
de se passar do vértice v; para v; ¢é zero.

Na sequéncia de graficos box plot apresentada na Figura 22 visualiza-se graficamente
que a dinamica se da de forma deveras semlhante ao real para todas as simulagoes

geradas.
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Figura 22 — Grafico boxplot para N = 100 referente ao 1° ano (360 dias). No eixo horizontal
tem-se dos dias da simulagao e na vertical o indice dos vértices atingidos no
conjunto das simulagoes para o dia correspondente.
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Figura 23 — Curvas das dinamicas dos suscetiveis, infectados e recuperados para um grafo

i

ot

com N = 100. Curva verde: suscetiveis. Azul: infectados. Laranja: recuperados.

Para essa simulacao ¢ observado uma aderéncia maior ao modelo, utilizando as
simulacoes geradas verifica-se que para o dia 360, a curva de suscetiveis, infectados e

recuperados é de 78,3%, 4.3%, 17,4%, respectivamente.
Pela tabela resultante da query referente ao Anexo E para o dia 360, tem-se que:

pySELECT

py *

pyFROM "coord_covid"

pyWHERE EXTRACT (year from data_registro) = 2021 AND EXTRACT (month
from data_registro) = 03

pyORDER BY data_registro ASC

Listing 4.1 — Query para o dia 360

Note que a consulta acima usa como condi¢do que retorne apenas os resultados para
o ano de 2021 e més de marco, basicamente desde os 360 dias do inicio da extragao
de dados que existe no banco. A query se da da seguinte forma: dada essas condigoes,
o PgAdmin procura todas os dados cujas relagoes sao satisfeitas e retorna a data
(ano/més/dia) e as respectivas coordenadas de suscetiveis, infectados e recuperados

do banco real. A saida se da parecida com a Figura 24.



data_registro n_suscetiveis n_infectados n_recuperados

date G numeric 8 numeric 8 numeric G
2021-03-01 0.94935649090060662622  0.07205857209519365376  0.04403924871675221652
2021-03-02 0.94906995333644423705  0.07233707886140923938  0.04435960335977601493
2021-03-03 0.94872119458702753150  0.07267722351843210453  0.04455583294447036864
2021-03-04 0.94835814279048063462  0.07303184787680821279  0.04482493233784414372
2021-03-05 0.94801187120858609426  0.07337012599160055996  0.04505951936537564162
2021-03-06 0.94769273915072328511  0.07368230984601026598  0.04519843210452636491
2021-03-07 0.94730644890340643957  0.07512967802146523565  0.04544780214652356510
2021-03-08 0.94713059262715818945  0.07530031731217918805  0.04585793280447970135
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Figura 24 — Resultado da consulta que retorna os valores das porcentagens relativas aos
suscetiveis, infectados e recuperados do Banco de dados real, para o més de
marco de 20221.

E possivel verificar, que para simulacdo da dindmica da doenca pelo modelo pro-
posto, mesmo com probabilidades aleatorias a semlhanca de resultados é nitida.

Demosntrandom, mais uma vez, a aderéncia do modelo aos dados reais.

4.2 Aplicacao do modelo com probabilidades aleatérias

Andlogo a secao anterior, nessa sera abordada a implementacao do modelo de
discretizacao para cendrios ficticios com probabilidades aleatérias geradas para cada
vértice do grafo. Serd utilizado o modelo com probabilidades aletérias, cada vértice
possui um conjunto de probabilidades aleatérias distintas de passagem ou nao para

outro vértice vizinho.

De posse do grafo e de todas as informagdes que o carregam, foram feitas simulagoes
de possiveis trajetorias (caminhada do vértice). Note que para o caso especifico
tratado, a dinamica da epidemia de uma doenca, o COVID-19, o vértice do primeiro

dia necessariamente sera o vértice vy, ou seja, vy = vy

Para esse caso, foi gerada 1000, m = 1000, simulagdes de possiveis dindmicas para o
Grafo com N = 103.

A analise dos histogramas se da de forma semelhante ao exemplo anterior, do grafo

N =4,
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Figura 25 — Histograma contendo a simulagdo da dindmica para 120 dias com/N = 1000 e
m = 1.
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Figura 26 — Histograma contendo a si- Figura 27 — Histograma contendo a si-
mulacao da dindmica para mulacao da dindmica para
120 dias com N = 1000 e 120 dias com N = 1000 e

m = 2. m = 100.
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Figura 28 — Histogramas sobrepostos referente as simulacoes das trajetérias de 120 dias
para um grafo com N = 1000

Nesse caso ¢ visualizado uma variabilidade mais discrepante para cada simulagao,
isso se da, também, pelas probabilidades adotadas de forma aleatéria. Na Figura 28

é facil notar a discrepancia de variagoes para cada instancia da trajetéria.
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0.005 -

100 200 300 400 500 600 700
Figura 29 — Curvas das dindmicas dos infectados (azul) e recuperados (laranja) para um
grafo com N = 1000.
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Figura 30 — Curvas das dinamicas dos suscetiveis para um grafo com N = 1000.

Nas Figuras 29 e 30 ¢ visto que o comportamento das curvas relativas as porcentagens
de suscetiveis, infectados e recuperados durante as trajetérias simuladas, também se
assemelha com o esperado para a dinamica do COVID-19. Por questao de escala, a

curva dos suscetiveis foi plotada em um gréafico separado.

Para analisar e a variabilidade dos dados relativos a dindmica para um grafo com
N = 1000 foi plotado um grafico boxplot com a relagdo entre entre os vértices
alcancados na trajetéria da dinamica para o 1° e 2° e suas respectivas poercentagens

pela populacao total de suscetiveis, infectados e recuperados.
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Figura 31 — Grafico boxplot para N = 1000 referente ao primeiro ano.
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Figura 32 — Grafico boxplot para N = 1000 referente ao segundo ano.

Nas Figuras 31 e 32 é visto que durante as diversas trajetérias simuladas o modelo

se ajusta, comprovando assim a aderéncia do modelo a cenario reais.
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5

Conclusao

5.1 Implementacao do algoritmo para linguagem computacional

e Dificuldades

A discretizagdo de um sistema ternario em forma de um grafo, sugerido pelo modelo
proposto foi testado e observado para diversos cenarios. A primeira variacao foi se a
construcao do Grafo Gur estava correta. Para isso foi verificado essa construcao para

parametros distintos.

A primeira variagao foi dada pela quantidade de isolinhas, N, no qual é divido o grafo,
essas isolinhas sao as que ditam a quantidade de substriangulos que aparecem no
grafo. Para esse primeiro parametro, inicialmente, foram utilizados valores variando
de 5em 5, N =5 N =10, -- para que seja feito a verificacdo da veracidade dos
resultados e contru¢do manual do Grafo (comparando a saida do programa com
o que seria esperado do algoritmo). Ainda na constru¢ao do Grafo, foi verificado
se os vértices e seus respectivos vizinhos eram, de fato, os esperados do algoritmo.
Apés a escolha do banco de dados utilizado nesse trabalho, a proxima etapa seria
de fato discretizar esse sistema, sendo feita uma transformacao do banco de dados
real para o grafo G de forma a se tornar possivel a implementacao do modelo.
O banco utilizado para esse trabalho foi o do Wesley Cota, disponibilizado no
GitHub disponibilizado no link: <https://github.com/wcota/covid19br>. Utilizando
a linguagem SQL em conjunto com o software open source PgAdmin, foi filtrado
apenas os dados de interesse (total de casos, recuperados e data de registro). Como
a informacao de suscetiveis ndo era disposta de forma clara no bando de dados, foi
feita uma rotina para estimar a populacao total de cada ano. Basicamente, dado os
sensos do IBGE da quantidade de individuos no Brasil, para o ano de 2020, 2021,
2022 e 2023 e retirado os infectados e recuperados para cada dia, foi atribuido os
valores para a populacao diarias de suscetiveis. Essa rotina é melhor exemplificada

no Anexo E. De posse do grafo e do banco de dados tratado, foi de fato, feita a


https://github.com/wcota/covid19br
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discretizacao do sistema real. Em suma, foi gerado uma lista contendo todos os
dados disponiveis do Grafo, incluindo as coordenadas dos subtriangulos gerados pelas
isolinhas do grafo nos quais os vértices sao os baricentros desses triangulos. Dadas
essas coordenadas e de posse do banco de dados real e tratado, o que é feito é uma
comparacao de coordenadas. Caso as porcentagens da populagao do banco real esteja
dentro do subtriangulo do vértice, é retornado o baricentro daquele subtriangulo que
é efetivamente o vértice v, do Grafo e assim se torna completa a discretizagao do
banco de dados real. Logo tém-se o todas as informagoes do sistema discretizado,
vertices, coordenadas baricéntricas, em qual regiao do grafo aquele dia se encontra e

etc. O resultado final disso é a dinamica real da doenca dado o modelo proposto.

5.2 Aderéncia e potencialidade do modelo

Fundamentado pelas simulagoes computacionais geradas, o modelo sugerido para
discretizagao de um sistema ternario é considerado adequeado para modelagem
de uma dindmica. O modelo demonstra exatidao no que propoe pois mesmo dado
probabilidades aleatérias e sem relagao direta com um sistema especifico, a dindmica
gerada é concordante com o esperado no mundo real, essa discretizacao de um
sistema para um Grafo traz uma facilidade no tratamento de problemas antes tao
complexos. Também ¢é possivel verificar que a contrucao do grafo se da de forma
eficiente pelos algoritmos listados, onde toda e qualquer informacao do grafo pode
ser gerada computacionalmente de forma simples. Ademais, nao é aqui que sucumbe
as possibilidades de aplicacao desse modelo, caso as probabilidades de passagem de
um vértice para outro fosse gerado pelas equacoes de Kolmogorov, seria visto uma
dindmica ainda mais semelhante com ao mundo real. Nesse trabalho restirngimos
as aplicagoes do modelo para o caso de uma dinamica de uma doenga, mas vale
salientar que a mesma modelagem pode ser aplicada para diversos sistemas ternarios,
dadas suas ressalvas.
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ANEXO A - Cédigo em Python da matriz
de adjacéncia do grafo Gy

pyfrom math import floor, sqrt

pyimport numpy as np

pyimport csv

pyimport random

pyfrom numpy.random import default_rng

py’’’ [Algoritmo 01] Matriz de adjacéncia de Gn ’°°

py# Inicia as variavéis

py# N: nuimero de niveis a serem considerados na partigdo do espago de
estados

pyN = 4

pynivel _Lvl = pos_vl = 1

pyl = nivel_Lvl = pos_vl = 0

py# Define a matriz indentidade N x N
pymatriz = np.eye(N*x*2, dtype=int)
pymatriz[1-1][2-1] = 1 # o -1 & para evitar o inicio de contagem do

python com O

py#Inicia arquivo pra guardar os vertices e seus respectivos vizinhos

i,j,k,1
pyvertices_vizinhos = open(’vizinhos_N’ + str(N) + ’.csv’,’w’,
newline=’’, encoding=’utf-8’)
7 pyw = csv.writer(vertices_vizinhos)

pyfor 1 in range (N*%*2):

Py 1 =1+ 1
0 py # Calcula o nivel do vértice vl
Py nivel Lvl = max(floor(sqrt(4*x1-4)), floor(sqrt(4x1-3)))
Py if (nivel_Lvl % 2 == 0):
py # Calculando posicgéo
Py pos_vl = int(np.round ((4*x1 - (nivel_Lvl)*x2)/4))
Py # Calculando vizinhos
5 py i = int(np.round ((4*pos_vl + (nivel Lvl - 1)*x2 - 1)/4))
[ py j = int(np.round ((4*xpos_vl + (nivel _Lvl + 1)**2 - 1)/4))
py k = int(np.round ((4*xpos_vl + (nivel_Lvl + 1)**2 + 3)/4))
Py # Adicionando elemento na matriz
Py matriz[l1-1, i-1] = 1
Py matriz[1-1, j-1] = 1
Py matriz[1-1, k-1] = 1
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py

Py
py
7 py
Py
Py
py
Py
Py
Py

Py

Py

Py
Py
py

py

py

Py

py

Py

py
0 py
py
py
Py
py
py
py
py
py
Py
py
py

py

else:
# Calculando posicgéo
pos_vl = int ((4*1 - (niv
if nivel_Lvl != (2xN - 1
if pos_vl == 1:

# Calculando viz

i

el Lvl)**2 + 1)/4)
)

inhos

int (np.round ((4 + (nivel_Lvl - 1)%*x*2)/4))
j = int(np.round((4 + (nivel_Lvl + 1)*%2)/4))

54

k = °NULL’
# Adicionando elemento na matriz
matriz[1l-1, i-1] = 1
matriz[1l-1, j-1] =1
else:
if int(pos_vl == ((nivel_Lvl + 1)/2)):
# Calculando vizinhos
i = int(np.round ((2*(nivel_Lvl - 1) + (
nivel_Lvl - 1)*x*2)/4))
j = int(np.round ((2*(nivel Lvl + 1) + (
nivel Lvl + 1)*%x2)/4))
k = ’NULL’
# Adicionando elementos na matriz
matriz[1l-1, i-1] = 1
matriz[1-1, j-1] =1
else:
# Calculando vizinhos
i = int(np.round ((4*(pos_vl - 1) + (nivel_Lvl -
1) *%2) /4))
j = int(np.round ((4*pos_vl + (nivel_Lvl - 1)
*%x2) /4))
k = int(np.round ((4*xpos_vl + (nivel _Lvl + 1)
*%2) /4))
# Adicionando elementos na matriz
matriz[1l-1, i-1] = 1
matriz[1-1, j-1] =1
matriz[l1-1, k-1] = 1
else:
if pos_vl == 1:
# Calculando vizinhos
i = int(np.round((4 + (nivel_Lvl - 1)*%*2)/4))
j = ’NULL’
k = ’NULL’
# Adicionando elementos na matriz
matriz[1-1, i-1] = 1
else:

if int(pos_vl ==

(nivel_Lvl + 1)/2):
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py # Calculando vizinhos
4 py i = int(np.round ((2*(nivel_Lvl - 1) + (
nivel Lvl - 1)%*x%2)/4))

5 py j = ’NULL’
76 py k = °NULL’
[ py # Adicionando elementos na matriz
Py matriz[1l-1, i-1] = 1

Py else:

Py # Calculando vizinhos

int (np.round ((4*x(pos_vl - 1) + (nivel_Lvl -
1) *%2) /4))

Py i

py j = int(np.round ((4*pos_vl + (nivel_Lvl - 1)
*%x2) /4))
oy k = ’NULL’
Py # Adicionando elementos na matriz
py matriz[1l, i-1] = 1
) py matriz[l, j-1] = 1
Py w.writerow([i,j,k,1])

3 pyvertices_vizinhos.close ()

Listing A.1 — Matriz de adjacéncia do Grafo Gn na linguagem Python



ANEXO B - Cédigo em Python das

coordenadas dos vértices do grafo G

py’’?’ [Algoritmo 02] Coordenadas baricéntricas de cada vértice vl de

Gn
py Usei o int(np.round()) pra evitar que os indices i,j,k retormne
valores float
py Utiliza os dados do algoritmo 01 [Matriz de adjacéncial]’’’
Py
pyif nivel _Lvl % 2 == 0:
5 py 8i0 = round(1 - (3*nivel_Lvl + 1)/(6%N), 8)
’ py sil = round ((3*pos_vl - 2)/(3*N), 8)
3 py si2 = round ((3*nivel_Lvl - 6*pos_vl + 5)/(6*xN), 8)
9 pyelse:
Py 8i0 = round(1 - (3*nivel_Lvl - 2)/(6*N), 8)
Py sil = round ((3*pos_vl - 1)/(3*N), 8)
Py si2 = round ((3*nivel_Lvl - 6*pos_vl + 4)/(6xN), 8)

Listing B.1 — Coordenadas baricéntricas do vértice v,



ANEXO C - Cdédigo em Python da

dindmica da simulacao do grafo Gy

pyfrom math import floor, sqrt
pyimport numpy as np

pyimport csv

pyimport random

pyfrom numpy.random import default_rng
pyimport pandas as pd

Py

py

Py elif ((df.iat[v_atual, 7] + df.iat[v_atual, 9]) < u <=

o7

pydf = pd.read_csv(’vertices_N’ + str(N) ’.csv’)
pydia = 1
pyN = 100
by
pydados_grafo = open(’simulacao’ + str(tempo) + ’.csv’,
Py ’w’, newline=’’, encoding=’utf—8’)
pyw = csv.writer (dados_grafo)
pyv_atual = 1
j pytrajetoria = v_atual
7 py# trajetoria = []
py# trajetoria = [[0 for x in range(N)] for x in range(tempo)]
pytrajetoria = np.array([[], [11)
pysimulacoes = 1000
py
pyfor m in range(l, simulacoes):
py v_atual = 1
Py while dia <= tempo:
5 py dia += 1
5 py u = random.random ()
py if u <= df.iat[v_atual, 7]: # pll
Py sn = df.iat[v_atual, 0] # 1
Py trajetoria[(dia), (simulacoes)].append(sn)
by
Py elif (df.iat[v_atual, 7] < u <= (df.iat([v_atual, 7] + df.
iat[v_atual, 9]1)):
Py sn = df .iat[v_atual, 1] # i
py trajetorial[(dia), (simulacoes)].append(sn)

(df.



iat[v_atual, 7] + df.iat[v_atual, 9] + df.iat[v_atual,

101)):

Py sn = df .iat[v_atual, 2] # j

py trajetoria[(dia), (simulacoes)].append(sn)

py

Py elif ((df.iat[v_atual, 7] + df.iat[v_atual, 9] + df.iatl[
v_atual, 10]) < u <= 1):

Py sn = df.iat[v_atual, 3] # k

py trajetoria[(dia), (simulacoes-5)].append(sn)

Py v_atual = trajetorial[(dia), (simulacoes)]

Py w.writerow([trajetorial[m, diall)

pydados_grafo.close ()

Listing C.1 — Simulacao da dindmica da caminhada dos vértices vy
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ANEXO D - DDL: Importando os dados

para o pgAdmin4

»yCREATE TABLE covid_br (

py
Py
py
Py
py
py
py

py

)%

Py
Py ) 5

|9%

pyCOPY covid_br () FROM

ID serial PRIMARY KEY,

epi_week NUMERIC(10),

date DATE,

country VARCHAR (50),

state VARCHAR (50),

city VARCHAR (50),

newDeaths NUMERIC (100),

deaths NUMERIC(100),

newCases NUMERIC (100),

totalCases NUMERIC(100),

deathsMS NUMERIC (100),

totalCasesMS NUMERIC (100),
deaths_per_100k_inhabitants NUMERIC (100),
totalCases_per_100k_inhabitants NUMERIC(100),
deaths_by_totalCases NUMERIC(100),
recovered NUMERIC (100),

suspects NUMERIC (100),

tests NUMERIC (100),
tests_per_100k_inhabitants NUMERIC (100),
vaccinated NUMERIC(100),
vaccinated_per_100_inhabitants NUMERIC (100),
vaccinated _second NUMERIC (100),

vaccinated_second_per_100_inhabitants NUMERIC(100),

vaccinated_single NUMERIC (100),

vaccinated_single_per_100_inhabitants NUMERIC(100),

vaccinated_third NUMERIC (100),
vaccinated_third_per_100_inhabitants NUMERIC (100)

DELIMITER ’,’ CSV HEADER;

Listing D.1 — PostgreSQL: Script de inser¢ao do banco de dados no SQL

>’[endereco onde estd seu arquivo
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16

N

2

b

7 py

ANEXO E - DQL:

pyWITH coord_covid AS(
SELECT

date AS
CASE

WHEN EXTRACT (year from date)

by

Py "data_registro",

by

py

totalcases -

Py WHEN EXTRACT (year from date)

totalcases -

Py WHEN EXTRACT (year from date)

totalcases -

END

CASE

WHEN EXTRACT (year from date)
suspects)/213200000)

WHEN EXTRACT (year from date)
suspects) /214300000)

WHEN EXTRACT (year from date)
suspects) /207750291)

"n_infectados",

Py "n_suscetiveis",

Py

19)

END

CASE

WHEN EXTRACT (year from date)
/213200000)

WHEN EXTRACT (year from date)
/214300000)

WHEN EXTRACT (year from date)
/207750291)

"n_recuperados"

Py
Py

py

Py

END
FROM covid_br
WHERE state =

Py
Py
py »TOTAL”

Py )
pySELECT * FROM coord_covid

Listing E.1 — PostgreSQL: Tratamento de dados do banco do COVID-19 no Brasil

pyWITH coord_covid AS(
SELECT

date AS
CASE

WHEN EXTRACT (year from date)

py
Py "data_registro",
py
Py

totalcases -

Consultas no banco

= 2020 THEN ((213200000 -

deaths) /213200000)

= 2021 THEN ((214300000 -

deaths) /214300000)

= 2022 THEN ((207750291

deaths) /207750291)

= 2020 THEN ((totalcases +

= 2021 THEN ((totalcases +

= 2022 THEN ((totalcases +

= 2020 THEN ((recovered)

= 2021 THEN ((recovered)

= 2022 THEN ((recovered)

= 2020 THEN ((213200000 -

deaths) /213200000)

60
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13
14

16

Py

Py

py

py

Py

Py

Py

Py

Py

7 py

py

WHEN EXTRACT (year from date) = 2021
totalcases - deaths)/214300000)

WHEN EXTRACT (year from date) = 2022
totalcases - deaths)/207750291)

END "n_suscetiveis",

CASE

WHEN EXTRACT (year from date) = 2020
suspects) /213200000)

WHEN EXTRACT (year from date) = 2021
suspects)/214300000)

WHEN EXTRACT (year from date) = 2022
suspects) /207750291)

END "n_infectados",

CASE
WHEN EXTRACT (year from date) = 2020
/213200000)
WHEN EXTRACT (year from date) = 2021
/214300000)
WHEN EXTRACT (year from date) = 2022
/207750291)

END "n_recuperados"

py FROM covid_br

Py

py)

WHERE state = ’*TOTAL’

pySELECT

Py *

pyFROM (

) Py

Py

Py

py

Py

Py

5 py SELECT

CASE
WHEN (nivel_Lvl % 2 <> 0) THEN 1

61

THEN ((214300000 -

THEN ((207750291

THEN ((totalcases +

THEN ((totalcases +

THEN ((totalcases +

THEN ((recovered)

THEN ((recovered)

THEN ((recovered)

WHEN (c."n_suscetiveis" <= g.wO_x) THEN 1

WHEN (c."n_infectados" >= g.wO_y) AND (c.

<= g.wil_y) THEN 1

WHEN (c."n_recuperados" >= g.wl_z) AND

n_recuperados" <= g.w2_z) THEN 1

END AS vertice

py FROM coord_covid c

py

JOIN grafonl0_4 g ON c."n_suscetiveis'

py UNION
py SELECT
Py CASE

I ).\'
Py

Py

WHEN (nivel_Lvl % 2 = 0) THEN 1

>= g.w2_Xx

WHEN (c."n_suscetiveis" <= g.wO_x) THEN 1

WHEN (c."n_infectados" >= g.wO_y) AND (c.

<= g.wl_y) THEN 1

"n_infectados"

(C."

"n_infectados"



40

I
ot

62

py WHEN (c."n_recuperados" >= g.wl_z) AND (c."
n_recuperados" <= g.w2_z) THEN 1
py END AS vertice

py FROM coord_covid c
py JOIN grafonl0_4 g ON c."n_suscetiveis" >= g.wl_x

py )X

5> pyORDER BY x.vertice ASC

Listing E.2 — PostgreSQL: Dinamica da simulagao
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