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Resumo

Um Processo de Renovagao Generalizado (PRG), é um processo de contagem de eventos
de interesse em um sistema, considerando um determinado intervalo de tempo. Os PRG’s
pertencem a uma classe de modelos probabilisticos, que tratam de agoes de reparo, de
acordo com a alteracao que proporcionam a idade real do sistema. Assim, permite-se avaliar
a qualidade das intervencoes, como também possibilita prever a ocorréncia de eventos
indesejaveis, em sistemas que sdo nomeadamente reparaveis, pois, o sistema pode voltar a
uma condicao satisfatéria de operagao, por meio de algum processo de reparo/intervencao,
ao invés da substituicao de todo o sistema. Isso é importante, devido ao alto custo do
sistema em si e/ou dificuldade de obtengao de outro sistema, por exemplo. O estudo é
realizado tradicionalmente, considerando o histérico operacional total de um sistema, ao
longo de certo periodo de tempo, no passado ou no futuro, isto é, sdo longitudinais. Com
isso, caracteriza-se um tunico nivel de reparacao para o sistema, e o foco desta andlise
¢é proprio sistema. Da literatura sobre os PRG’s, surge o desafio de um novo tipo de
estudo, a respeito da analise dos tempos entre intervencoes, que caracterize o nivel de
reparo no sistema a cada intervencao especifica. Esta tese, propoe a analise transversal
a ser introduzida nos PRG’s. Para isso, necessitard de um sistema formado por varios
individuos atomicos e independentes entre si, e o foco da andlise passa a ser as intervengoes
do sistema. Da literatura, adaptou-se um teste de aderéncia dos dados para o estudo
transversal do PRG mais utilizado, baseado na distribuicao Weibull, o PRGW, obtendo
assim o PRGW-Transversal. No estudo do desempenho do teste de aderéncia para o
PRGW-Transversal, sao analisadas as realizagoes simuladas por meio de amostragem
aleatéria. Verifica-se a utilidade do novo modelo, aplicando em um caso do mundo real,
que envolve tempos de falhas de motores de tratores. Devido a falta de base de dados
reais com informacoes completas na literatura, fez-se o estudo de imputagoes de lacunas.
Pode-se verificar, por meio de realizagoes simuladas, que as imputacoes das lacunas por
meio do valor médio da coluna de cada tempo, dentre as estudadas, possui menor Erro
Absoluto Médio (EAM), e portanto foi a escolhida na formatacao da base de dados reais.
Essa pesquisa permite classificar o avanco ou declinio do sistema reparavel no decorrer
do tempo, e das intervencoes que sao realizadas, possibilitando aprimorar as tomadas de
decisoes, afim de tornar a vida operacional do sistema mais longa e também contribuir
com os estudos atuais dos PRG’s.

Palavras-chaves: Processos de Renovacao Generalizados, Distribuicao Weibull, Analise

Transversal.



Abstract

A Generalized Renewal Process (PRG) is a process of counting events of interest in a
system, considering a certain time interval. The PRGs belong to a class of probabilistic
models, which deal with repair actions, according to the change that provide the real age
of the system. Thus, it is possible to evaluate the quality of the interventions, as well as to
predict the occurrence of undesirable events, in systems that are in particular repairable,
since the system can return to a satisfactory condition of operation, through some process
of repair / intervention , rather than replacing the entire system. This is important, due to
the high cost of the system itself and / or difficulty obtaining another system, for example.
The study is carried out traditionally, considering the total operational history of a system,
over a certain period of time, in the past or in the future, that is, they are longitudinal.
With this, a single level of repair is characterized for the system, and the focus of this
analysis is the system itself. From the literature on PRGs, the challenge of a new type
of study, regarding the analysis of times between interventions, characterizes the level of
repair in the system to each specific intervention. This thesis proposes the transversal
analysis to be introduced in the PRG’s. For this, it will need a system formed by several
atomic individuals and independent of each other, and the focus of the analysis becomes
the interventions of the system. From the literature, a data adherence test was adapted for
the most used PRG cross-sectional study, based on the Weibull distribution, PRGW, thus
obtaining PRGW-Transversal. In the study of the performance of the adhesion test for
PRGW-Transversal, the simulated results are analyzed by means of random sampling. The
usefulness of the new model is verified, applying in a real world case, which involves failure
times of tractor engines. Due to the lack of a real database with complete information
in the literature, the study of imputation of gaps was done. It was possible to verify, by
means of simulated realizations, that the imputations of the gaps by means of the average
value of the column of each time, among the studied ones, has smaller Average Absolute
Error (EAM), and therefore was chosen in the format of the base of actual data. This
research allows us to classify the progress or decline of the repairable system over time and
the interventions that are carried out, making it possible to improve decision making in
order to make the operational life of the system longer and also contribute to the current
studies of PRGs.

Key-words: Generalized Renewal Processes, Weibull Distribution, Transversal Analysis.
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CAPITULO 1

Introducao

Um Processo de Renovagao Generalizado (PRG) é um processo de contagem de
eventos de interesse (p.ex. falhas ') em um sistema, considerando determinado intervalo
de tempo, tempo esse que é variavel aleatdria identicamente distribuidas (i.d.). Uma
intervengao em um sistema, apds a ocorréncia de determinado evento de interesse, neste
trabalho, é uma acao de reparo ou manutenc¢ao aplicada no mesmo e serao tomados como
sinénimos.

Um processo estocastico é uma colecao de variaveis aleatorias indexadas, que pode
representar a evolugao temporal de um sistema, por exemplo. Para modelar os tipos de
intervencoes através de processos estocasticos, pode-se considerar, por vezes, o tempo de
parada associado a cada uma das intervengoes como insignificante em relagao ao tempo
total operacional do sistema, e, com isso, tratar tais processos como pertencentes as classes

dos processos pontuais, sendo definido:

Defini¢ao 1. (D.I) Através da varidvel aleatoria de contagem, que representa o nimero
de eventos de interesse no sistema no intervalo de tempo [0,t], denotado por N(t); (D.II)
Através da varidvel aleatoria que representa o tempo decorrido até a ocorréncia do evento
de interesse, medido de maneira global até o m-ésimo evento, denotado por Tj, que
caracteriza o tempo até o j-ésimo evento de interesse ou j-ésima intervencao, em que
J=01.me0< T <Ty, <--- <T, que representa o tempo desde a iniciagao
do sistema; (D.III) Através da varidvel aleatoria que representa os tempos entre a

ocorréncia de dois eventos de interesse sucessivos ou intervalo de tempo até o m-ésimo

L Falha ¢ a falta de capacidade de um componente, equipamento, sistema ou subsistema realizar uma

funcao especificada ou a ocorréncia de um acontecimento de interesse, acontecimento esse que é definido
a partida (BORGES et al., 2014).



evento, em que, dado a sequéncia 0 < Ty < Ty < --- <Tj < --- < T, denota-se por
X1 =T,Xo =T, —-T1,..,.X; =1T; —Tj_1 a sequéncia de tempos entre a ocorréncia de

dois eventos de interesse sucessivos ou duas intervengoes Sucessivas.

O tempo é utilizado como métrica para o desempenho de um sistema, sendo re-
presentado por uma unidade de medida sobre a qual as intervengoes sao observadas. As
classes de modelos estocasticos mais utilizadas na modelagem desse tipo de sistema sao:
Processo de Renovagao (PR), Processo Homogéneo de Poisson (PHP) e Processo Nao
Homogéneo de Poisson (PNHP) (LANGSETH; LINDQVIST, 2006).

No PR, a intervencao realizada no sistema, retorna o sistema ao estado de funciona-
mento, em uma condicdo como se 0 mesmo estivesse novo, caracterizando o reparo perfeito.
O PHP é um caso particular do PR, em que os tempos entre duas intervencoes seguem
uma distribuicdo Exponencial de varidveis independentes e identicamente distribuidas
(ii.d.). No PNHP, a intervencao retorna o sistema ao estado de funcionamento, em uma
condicao que o mesmo estava imediatamente antes do 1ltimo evento, caracterizando assim,
o reparo minimo, ou seja, nao ocorrem melhorias na confiabilidade do sistema (ROSS,
1997), e 0 mesmo retorna a condigao de operacao.

Porém, esses processos, PR e PNHP, possuem pressupostos que nao representam
bem a realidade. Espera-se que um sistema que passou por uma intervenc¢ao, diminua o
risco do evento ocorrer novamente, absorvendo uma melhoria no desempenho do sistema,
caracterizando uma condicao intermediaria entre o PR e do PNHP, ou seja, uma reparacao
imperfeita. Existem muitos modelos de reparacao imperfeita, como podem ser vistos em
(PHAM; WANG, 1996).

O modelo de reparacao imperfeita, que pertence a classe dos modelos que envolvem
o conceito de idade virtual (KIJIMA; SUMITA, 1986; KIJIMA, 1989; GUO; ASCHER;
LOVE, 2001) é utilizado nos PRG’s. Neste modelo, o reparo é considerado como fator
de rejuvenescimento/envelhecimento do sistema, quantificado por meio do acréscimo do
parametro de rejuvenescimento/envelhecimento “¢”, no conjunto dos parametros da distri-
buicao de probabilidade subjacente ao processo estocastico, embutido na idade virtual.

Considerando a j-ésima intervencao, a idade virtual é uma funcao, que opera sobre
a idade real do sistema via ¢ e representada por v;. Os valores de ¢ € R, considerando
sistemas em melhoria ou deterioracao, seus valores podem representar niveis de reparos
perfeitos caracterizando o PR, reparos minimos caracterizando o PNHP, reparos imper-
feitos, reparos piores do que antes da intervencao ou reparos melhores do que quando o
sistema era novo.

O Processo de Renovagao Generalizado é comumente modelado considerando-se
os tempos entre intervengdes de eventos sucessivos, como mencionado do item (D.III) da
Defini¢ao 1, seguindo uma distribui¢do Weibull (WEIBULL, 1951), obtendo dessa maneira



o Processo de Renovagao Generalizado via Distribui¢ao Weibull (PRGW) (SMITH; LEAD-
BETTER, 1963). Isso se deve pelo fato da forma da distribui¢ao se adaptar a maioria dos
fendmenos estudados como em Smith e Leadbetter (1963), Association (1963), Yannaros
(1994), Veber, Nagode e Fajdiga (2008), Wang e Yang (2012), Tanwar, Rai e Bolia (2014),
Ferreira, Firmino e Cristino (2015), Oliveira, Cristino e Firmino (2016), Walls, Revie e
Bedford (2016) entre outros.

Os tipos de andlises dos PRG’s, e consequentemente no caso dos PRGW’s, sao
realizadas tradicionalmente de maneira longitudinal nos dados, ou seja, considerando todo
o histérico operacional do sistema em questao, com o conhecimento de todos os eventos e
intervalos de tempos entre intervengoes ao longo desse histérico operacional, obtendo-se o
parametro de rejuvenescimento ¢, que serd Unico para todo o processo, e com isso o foco
do estudo tradicional do PRG ¢ o sistema (OLIVEIRA; CRISTINO; FIRMINO, 2016;
FERREIRA; FIRMINO; CRISTINO, 2015; MOURA et al., 2014) entre outros.

O parametro g, como ja mencionado anteriormente, mede o quanto o sistema
absorveu da intervencao e o estado de desempenho do sistema apés a intervencao. Sabendo
que o sistema, ao longo da tempo operacional, sofre deterioracao devido ao avanco natural
do tempo, nesse tipo de andlise longitudinal considera-se que o nivel de absorcao do
sistema apods o reparo, a cada intervencao, sera exatamente o mesmo, o que nao condiz
normalmente com a realidade de sistemas em operagao ao longo do tempo, que tendem a
falhar com mais frequéncia a medida que se deterioram.

Ferreira, Firmino e Cristino (2015) e Oliveira, Cristino e Firmino (2016) estimaram
o parametro ¢ para trés banco de dados reais apresentadas em Langseth e Lindqvist (2006),
Cristino (2008), Murthy, Xie e Jiang (2004), no entanto os tempos de intervengao nao se
referem a andalise do historico operacional de um tnico aparelho, mas a varios aparelhos
de comportamentos semelhantes, que sao considerados no mesmo histérico como se fossem
o mesmo. Isso acontece, pois, existe uma espécie de condicionamento entre esses aparelhos,
quando um falha, sobrecarrega a operacao dos demais e com isso a probabilidade dos
demais falharem mais rapidamente aumenta.

A proposta desta tese é considerar para cada intervencao j realizada no sistema,
um parametro de rejuvenescimento distinto e especifico para aquela determinada inter-
vencao, ¢, e com isso o foco do estudo do PRG passa a ser nas intervencoes que se faz
no sistema. Para isso, sera considerado um sistema formado por n individuos atémicos,
independentes e identicamente distribuidos e sujeitos ao mesmo processo de rejuvenesci-
mento/envelhecimento. Isto servird para analisar os parametros da distribuigao associada
ao sistema considerando todos os n individuos a cada tempo de intervencao j. Sendo a
distribuicao Weibull associada ao PRG, esse estudo serda chamado de Andlise Transversal

do Processo de Renovacio Generalizado via Distribuicao Weibull ou PRGW-Transversal.



Pretende-se com este tipo de analise, tornar mais precisas as interpretacoes e
conclusoes a respeito da qualidade das intervengoes, pois, analisa-se o sistema tempo
a tempo identificando o grau de eficacia do reparo a cada intervencao. Possibilitando
com isso, reconhecer qual das intervengoes foram menos exitosas, e a partir dai tomar
atitudes para que o reparo tenha mais eficacia nas intervengoes que se sucederem. Podendo
reclassificar os individuos em grupos de analise ou clusters.

A diferenca do estudo do PRGW-Transversal para o estudo tradicional do PRGW
estd na quantidade de informagoes especificas a respeito do parametro de rejuvenescimento.
Para o novo modelo, pode-se computar a cada tempo de intervencao de indice j o parame-
tro g;, e com isso proporcionar mais qualidade e realismo as previsoes de confiabilidade de
um dado sistema e as tomadas de decisoes correspondentes. As estimagoes foram baseadas
em estimadores de maxima verossimilhanca (EMVs) e realizada considerando, ao mesmo
tempo, todos os individuos do sistema para cada intervencao de ordem j. Sendo realizada
de maneira sequencial, iterativa e recursiva a cada novo tempo.

Oliveira, Cristino e Firmino (2016) desenvolveram um teste de aderéncia para um
PRG especifico, a saber PRGW, caso geral, isto é, para qualquer valor de ¢. Antes deles,
s6 haviam testes de aderéncia para PRG’s especificos, isto é, PR e PNHP (KLEFSJO; KU-
MAR, 1992; LAWLESS; THIAGARAJAH, 1996; GAUDOIN; YANG; XIE, 2003; WANG:;
COIT, 2005). Inspirados em Oliveira, Cristino e Firmino (2016), foi proposto nesta tese,
um teste de aderéncia para o PRGW-Transversal caso geral, que foi ajustado do teste
de aderéncia original para o caso bidimensional. O teste de aderéncia baseia-se numa
transformacao dos dados, fazendo com que os mesmos passem a seguir a distribuicao
exponencial e sejam i.i.d., ou seja, transforma o PRGW de cada individuo em um PHP, e
em seguida ¢ aplicado o teste de aderéncia para a distribuicao exponencial.

Neste trabalho, sdo construidos os intervalos de confianca assintéticos normais
para o Estimador de Maxima Verossimilhanca dos parametros do PRGW-Transversal,
adotando valores de a > 2 e ¢’s# 1, pois somente nesta situacao que os intervalos de
confianga podem ser adequadamente computados conforme restrigoes numéricas vistas
em Oliveira, Firmino e Cristino (2019). Através de simulagoes e ilustragoes graficas, foi
realizado o estudo de intervalos de confianca empiricos para trés determinados cendrios
dos parametros. Os cendrios foram escolhidos de maneira aleatoria e respeitando as res-
tricdes impostas. Outros autores ja estudaram intervalos de confianca assintéticos para
a distribuicao Weibull de trés parametros, restringido valores maiores do que 2 para o
pardmetro de forma (BALAKRISHNAN; COHEN, 1991).

Em geral, existe uma problematica de amostragem em que as bases de dados sdo
obtidas de maneira incompleta, com dados faltantes ou entao possuem caracteristicas

de censura de maneira natural. Pela dificuldade da obtencdao de maneira aberta, de base



de dados no formato que o modelo necessita, faz-se necessario formatar a base obtida

realizando imputacoes, coerentes com o fenémeno, nas lacunas.

Organizacao da Tese

Portanto, esta tese esta estruturada da seguinte forma: No Capitulo 2 serdo apresen-
tados os objetivos gerais e especificos. No Capitulo 3 fez-se uma breve revisao de literatura
sobre o modelo PRG e também algumas analises a respeito da distribuicao Weibull, e
com isso, abordou-se o modelo PRG seguindo uma distribuigdo Weibull (PRGW). No
Capitulo 4 serdo apresentadas todas as ferramentas matematicas essenciais para a Analise
Transversal do Processo de Renovagao Generalizado via Distribuigao Weibull (PRGW-
Transversal), propondo na Subsegao 4.2.2 a forma de estimar os parametros no modelo
PRGW-Transversal de maneira recursiva e iterativa. Na Secao 4.4 sera elaborado um
teste de aderéncia para o modelo PRGW-Transversal baseado em uma transformagao por
lei de poténcia generalizada, teste este ajustado de Oliveira, Cristino e Firmino (2016).
Na Segao 4.5 tem-se as expressoes dos intervalos de confianga (aproximagao assintotica
normal). No Capitulo 5 estdo as andlises numéricas para estudo e verificagao do desem-
penho das ferramentas obtidas no Capitulo 4. Na Subsec¢ao 5.2.1 sera realizado o estudo
de algumas formas de imputacao de dados para uma base de dados seguindo o modelo
PRGW-Transversal. Por fim, no Capitulo 6 apresenta-se algumas consideragoes finais e

perspectivas.



CAPITULO 2

Objetivos

2.1 Objetivo Geral

Desenvolver uma metodologia de estudo do PRG tradicional diferenciada, baseada nos
indices das intervencoes especificos de um sistema formado por n individuos independentes,
identicamente distribuidos e atémicos, chamada de PRGW-Transversal, e com isso proporcionar

uma melhor tomada de decisoes.

2.2 Objetivos Especificos

1. Realizar uma revisdo de literatura sobre Processos de Renovacdo Generalizados e a

modelagem por processo de contagem;

2. Propor uma modificacdo do modelo de idade virtual baseado em Kijima generalizado, para
o estudo da anélise transversal do Processo de Renovacao Generalizado via Distribuicao
Weibull;

3. Ajustar o teste de aderéncia definido por Oliveira, Cristino e Firmino (2016) para PRGW-

Transversal e determinar seus intervalos de confianga normalmente assintoticos;

4. Estudar formas de imputagoes de dados faltantes ou censurados em uma base de dados

para poder modelar por um PRGW-Transversal.

5. Fazer o estudo do desempenho do modelo por meio de simulacdo, e de casos da vida real.



CAPITULO 3

Fundamentacao Tedrica

Neste capitulo, serdo estudados alguns processos de contagem, em especial o Processo de

Renovacao Generalizado e a modelagem seguindo a distribuicdo Weibull.

3.1 Processo de Renovacao Generalizado

O Processo de Renovagao Generalizado (PRG), que serd utilizado neste trabalho, pertence
a uma classe de modelos probabilisticos que trata de agoes de reparo, de acordo com a alteragao
que proporcionam na idade real de um equipamento, individuo e/ou sistema. Neste trabalho,
sistema, individuo ou equipamento, serdao tratados como sinénimos. Por exemplo, um aparelho
mecéanico como um trator, por exemplo, pode ser tratado como um individuo. A¢oes de reparo
880 necessarias muitas vezes devido ao alto custo do equipamento que parou de operar ou
mesmo da dificuldade e indisponibilidade da substituicdo do equipamento que falhou, por outro
equipamento novo. Aplica-se uma acdo de reparo, interven¢do ou manutencio, que tem como
objetivo retornar o sistema a um estado em que o mesmo tenha condi¢bes de desempenhar suas
fungoes satisfatoriamente.

No modelo PRG, o reparo é considerado como fator de rejuvenescimento/envelhecimento
do sistema, que é quantificado por meio do acréscimo do pardmetro ¢, no conjunto dos parametros
da distribuicdo de probabilidade subjacente ao processo estocastico, embutido na idade virtual
do sistema, que é uma funcdao que opera sobre a idade real do sistema via ¢, e que, no tempo
de intervencao de indice j, denota-se a j-ésima idade virtual por v; (KIJIMA; SUMITA, 1986;
KIJIMA, 1989; GUO; ASCHER; LOVE, 2001; PHAM; WANG, 1996; LANGSETH; LINDQVIST,
2006).

No artigo de Kijima, Morimura e Suzuki (1988) para o PRG é assumido uma estrutura

matematica para representar as situacgoes de reparo no sistema de acordo com o parametro g,



aplicado sobre a idade virtual v;. Sendo X; o tempo entre a (j-1)-ésima e j-ésima intervencao, e
v; como a idade virtual da j-ésima intervencao, esses modelos sao conhecidos como Kijima tipo I
(KI) e Kijima tipo II (KII), e definidos como:

KI vj; = V-1 + qu, (31)
KIT vj = q(vj_l + Xj). (3.2)

Sendo necessario caracterizar em cada problema ou situagdo a ser estudada, o compor-
tamento dos impactos das intervencoes feitas no sistema a ser reparado, e essa escolha estd
diretamente ligada a abrangéncia da atuacao da intervengao (JACOPINO; GROEN; MOSLEH,
2004). No modelo da Equagao (3.1) considera-se que a j-ésima repara¢ao pode remover apenas os
danos sofridos entre os tempos da (j-1)-ésima e j-ésima intervengdes. A Equagao (3.2) considera
que a j-ésima reparacao pode atuar sobre todos os impactos acumulados até a j-ésima intervencao.
O modelo KI é mais indicado para reparo em sistemas formados por componentes individuais e o
modelo KII é indicado no caso de sistemas complexos como por exemplo: carros, navios, entre
outros.

O PRG também permite ter as situagoes de reparo “melhor do que novo” e “pior do
que antes” da intervencdo. Até acontecer o evento, as idades real e virtual sdo iguais. Apds
intervencao, a idade virtual podera ser modificada de acordo com situacoes de reparo baseadas
em ¢. Pode-se resumir, o estado de desempenho de um sistema, apods sofrer uma acéo de reparo,
para sistemas em deterioragdo, e considerando o parametro de rejuvenescimento/envelhecimento

¢ (KIJIMA; MORIMURA; SUZUKI, 1988):

e ¢ < 0: corresponde a um reparo que leva a condi¢do “melhor do que novo”, neste caso a

idade virtual é menor que a idade real do sistema;

e ¢ = 0: corresponde a um reparo perfeito, ja que a idade virtual é sempre anulada apéds a
j-ésima intervencdo e com isso leva a uma condi¢ao “tao bom quanto novo”, caracterizando

o PR;

e 0 < ¢ < 1: corresponde a um reparo imperfeito, a idade virtual nesse caso é uma fracao
da idade real e com isso leva o sistema a uma condigao “intermediaria de restauracdo ou

. .
imperfeita”;

e ¢ = 1: corresponde a um reparo minimo, ja que a idade virtual nesse caso é exatamente
igual a idade real e com isso leva o sistema a uma condi¢do “tdo ruim quanto antes” da

intervencao, caracterizando um PNHP;

e ¢ > 1: corresponde a um reparo que leva a condi¢cao de “pior do que antes”, e a idade

virtual é maior que a idade real do sistema.

O estado de desempenho de um sistema em melhoria, apds sofrer uma acdo de reparo,

e considerando o parametro ¢, pode-se ter uma inversao das ideias colocadas acima, o ¢ maior



pode simbolizar um reparo melhor que um ¢ menor.

A funcdo de confiabilidade R(t), com t € [0,00), permite saber a cada momento, a
probabilidade P(T' > t) de ndo ocorrer o evento até aquele determinado momento em questdo. Seja
T, uma variavel aleatéria nao negativa representando o tempo de vida de um individuo/sistema

pertencente a uma dada populacdo, a funcdo confiabilidade é dada pela expressao
R(t) = P(T > t), t>0 (3.3)

em que R(0) =1 e R(+00) = limy_,o, R(t) = 0. A funcao confiabilidade é continua a esquerda
e monotona nao crescente. Graficamente pode-se relacionar a idade real que nao pode ser
interrompida, com a idade virtual e também com a confiabilidade da seguinte maneira ilustrados
nas Figuras (1 - 4), em que foi considerado um sistema em deteriora¢do para melhor entendimento
da ilustragdo do comportamento da curva de confiabilidade. As figuras comparativas, da idade
virtual e da confiabilidade, sdo meramente ilustrativas e nao é particularidade deste trabalho.
Nos trabalhos de Moura et al. (2014), Ferreira, Firmino e Cristino (2015), Moura et al. (2007) e
Oliveira (2016), entre outros, pode-se encontrar graficos semelhantes, porém nao relacionados
com a curva de confiabilidade.

Na Figura 1, o grafico corresponde a um reparo perfeito a cada nova intervencio, o
que traduz numa curva de confiabilidade idéntica a anterior a cada intervencao assim como a
idade virtual é zerada e reinicia a cada reparo. Na Figura 2, o grafico corresponde a um reparo
minimo a cada intervencao o que traduz numa confiabilidade e idade virtual igual ao que estava
imediatamente antes da intervencao, ou seja, a idade real e a virtual sdo iguais.

Na Figura 3, o grafico corresponde a um reparo imperfeito a cada intervengéo, o que
traduz numa confiabilidade inicial um pouco menor que a anterior, porém maior do que estava
imediatamente antes do 1ltimo evento. E uma idade virtual inicialmente um pouco maior, porém,
menor do que estava imediatamente antes da tltima intervencao. Isso ilustra que, o sistema apos
o reparo sofrido, teve uma melhora de desempenho em relacdo ao momento que estava quando o

evento ocorreu, porém o reparo nao conseguiu recuperar todo o sistema como novo.
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Figura 1 — Situacdes de reparo baseadas no valor de ¢ e relacionadas com as curvas
de confiabilidade, construidas a partir do modelo PRGW(3,4) . O gréfico
corresponde ao reparo perfeito que a cada intervengao recupera um sistema
na condicao de tdo bom quanto novo e esta relacionado ao valor do parametro
q = 0, como citado no texto.

Processo de Renovagao (¢ = 0)

Sobrevivéncia (Curvas azuis)

Idade Virtual (segmento de retas vermelhas)

O, —
1 Tl ) T2$3T3

Idade Real

Figura 2 — Situacoes de reparo baseadas no valor de q e relacionadas com as curvas de con-
fiabilidade, construidas a partir do modelo PRGW(3,4). O gréfico corresponde
ao reparo minimo que a cada intervengao recupera um sistema na condi¢ao de
exatamente como estava imediatamente antes da falha, e esta relacionado ao
valor do pardmetro ¢ = 1, como citado no texto.

Processo Nao Homogéneo de Poisson (¢ = 1)

---------------- U3

S Uy

——————————————————————— U1

Sobrevivéncia (Curvas azuis)

Idade Virtual (segmento de retas vermelhas)
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Figura 3 — Situacoes de reparo baseadas no valor de q e relacionadas com as curvas de con-
fiabilidade, construidas a partir do modelo PRGW(3,4). O gréfico corresponde
ao reparo imperfeito que a cada intervengao recupera o sistema na condi¢ao
de melhor do que estava imediatamente antes da falha, porém pior do que
estava apds a pentltima intervencao, e esta relacionado ao valor do parametro
0 < g < 1, como citado no texto.

Processo de Renovagao Generalizado (0 < ¢ < 1)

—_
Il

Sobrevivéncia (Curvas azuis)

Idade Virtual (segmento de retas vermelhas)

0 ;
L1 T1 £2 T2 3 TS

Idade Real

Na Figura 4, tem-se uma das situacoes extremas de reparo que permite o estudo do PRG.
O grafico corresponde a um reparo pior do que antes, a cada nova intervengao, o que se traduz
numa curva de confiabilidade, ainda pior do que estava imediatamente antes de ocorrer o evento,
e a idade virtual maior que estava imediatamente antes da intervencao.

A outra situagdo extrema de reparo, que permite o estudo do PRG, ocorre quando ¢ < 0,
correspondendo ao reparo melhor do que novo. Isto representa que a idade virtual sera ainda
menor do que era imediatamente antes de ocorrer o evento, e a curva de confiabilidade seria
melhor que imediatamente antes da intervencao, e com isso ligeiramente achatada. Essa situagdo
representa um deslocamento no eixo dos tempos, e que ndo tem sentido fisico, pois a idade virtual
é medida em tempo de vida, ndo sendo caracterizados tempos menores de zero, necessitando
com isso de uma reconstrucdo do espago. Pela dificuldade de representar graficamente a relagao

da curva de confiabilidade com a idade virtual e a realidade fisica, a figura foi omitida.
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Figura 4 — Situacdo extrema de reparo baseadas no valor de ¢ e relacionadas com as
curvas de confiabilidade, construidas a partir do modelo PRGW(3,4). O gréfico
corresponde a um reparo pior do que antes, a cada intervencao, e esta relacionado
ao valor do parametro ¢ > 1, como citado no texto.
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Ferreira, Firmino e Cristino (2015) afirmaram que o nivel de restauragdo imposta ao
sistema por cada intervencao depende exclusivamente do respectivo tipo de intervencao, entao
a idade virtual baseada no Kijima generalizado é obtida por meio de uma combinacao linear

convexa, dada pela expressdo:
vj = Ay, (V-1 4 qz;5) + (1= Ay))q(vj—1 + z5), (3.4)

em que o coeficiente A, € [0, 1] representa uma intervencdo de natureza y = {y1,...,yj-1}, ¢ € R,
v; = {v((z1, 1), (z2,¥2), ..., (xj—1,¥j—1) | ¢)} é uma funcdo de x; do tipo de intervengao y; e do
parametro ¢q. Se A, = 1, leva ao modelo de idade virtual distinto conhecido como Kijima tipo
I dado pela Equagao (3.1), porém se, A,, = 0, leva a outro modelo de idade virtual distinto
conhecido como Kijima tipo II dado pela Equacdo (3.2), e por fim, se 0 < A, <1, leva a uma

mistura entre os Kijima tipo I e II.

As intervengoes tem diferentes impactos dependendo da qualidade da intervengao, ou
seja, do quao préximo do perfeito e da condicao de novo o sistema alcancou, como também da

resposta do sistema a esta intervencao do quanto o sistema absorveu.

3.2 Modelagem do PRG via distribuicao Weibull

O PRGW(a, 8,4, \y;) ¢ um PRG, em que cada tempo entre intervengoes sucessivas X,

com j = 0,1,...,m, seguem a distribui¢do Weibull dada pela Equagdo (A.2), no Anexo A, e
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condicionada a idade virtual correspondente v;_1, e ao conjunto de parametros (o, f3, q, )\y].), que
representam respectivamente os pardmetros de forma, escala, rejuvenescimento/envelhecimento e
o coeficiente da combinagao linear convexa do modelo de idade virtual adotado da Equagao (3.4).

O estudo do PRG ¢ tradicionalmente feito considerando todo histérico operacional de
um sistema, que ndo necessariamente é o mesmo até o fim do estudo, mas diversos aparelhos
que desempenham fungdes semelhantes, como na base de dados apresentada em (CRISTINO,
2008). Os sistemas neste tipo de analise possuem uma espécie de dependéncia entre si, quando
um aparelho interrompe a operacao, os demais aparelhos modificam as caracteristicas do sistema
como um todo, para que seja compensada a auséncia deste aparelho, ocasionando uma sobrecarga
nos demais aparelhos que continuam em operacao e talvez o tempo até a ocorréncia de um evento
seja diminuido em funcio da sobrecarga gerada, ocasionada com a parada ou interrupgoes de
algum(ns) equipamentos para reparo.

De posse do histérico operacional do sistema e de todos os dados de tempos entre
intervencoes, obtém-se as estimacoes para os parametros «, § e ¢, de uma s6 vez.

Seguindo a ideia de outros autores, e inicialmente considerando os parametros g, Ay,
embutidos em v;_1, idade virtual da (j — 1)-ésima interven¢ao, a FDA do modelo PRGW, no
ponto (x + vj_1) em termos do tempo de intervencao T}, é definida pela expressdo (YANEZ
MEDARDO; JOGLAR, 2002):

Fry(z +vj1) — Fr; (vj—1)
1— Fr;(vj-1)

e[ (252)) -1+ e (5]
L-texp |- (%))
—ew[- (252) ] +ew [- (47)]
exp [~ (%52)'] |
em que a FDA pode ser reescrita da seguinte maneira:

Fr(z +vj-1|vj-1,0,8) = {1 —exp K%)a - (mjLﬁvjl)a} } T0,00)(® +vj-1).  (3.5)

em que [ o) (7 +vj-1) é a funcdo indicadora ou unitéria, que possui valor 1 quando x € (0, 00)

FTj(x +,Ujfl | ’Ujfl,Oé,B) =

e 0 (zero) caso contrario. Obtém-se a fdp do modelo PRGW derivando a FDA dada pela Equagao

(3.5), em relagéo a x, da seguinte maneira:

d
ij( +Uj_1|vj_1,a,,6) = %FTj(I+vj—l|/Uj—laaaﬁ)

{5 () - (532

em que a >0, >0, ¢ € (—00,+00), Ay, € [0,1] e z; > 0. A fungdo da Equacao (3.6) tem
valores para quando (z + v;—1) € [0,00) e valor 0 nos outros casos. A Funcao Geradora de
Momentos do modelo PRGW (OLIVEIRA; CRISTINO; FIRMINO, 2016) é dada pela expressao:

E((X +v)*|a, 8,v) = gFT <Z +1, <;>a> exp K;)T . (3.7)
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A esperanga do PRGW (FERREIRA; FIRMINO; CRISTINO, 2015; OLIVEIRA; CRIS-
TINO; FIRMINO, 2016) e a variancia do PRGW (OLIVEIRA; CRISTINO; FIRMINO, 2016),

sdo respectivamente, dadas pelas Equagoes (3.8) e (3.9):

E(X +v|a,p,v) =pT <clx +1, <Z>a> exp K;)T ; (3.8)

2 v\® v\«
Var(X +vl|a,B,v) = 2(F<+1,<> >ex K) })—i— 3.9
(¥ +olaso) = (T(Z+1.(5) e |(5 (39)
1 v\ 2 v\
2
(G () G ])
B ( 5 3 P23
em que I'(a,z) = [>°t*le~!dt é a fungdo gama incompleta inferior.
A Hazard function é dada pela expressio:
Jr(z +vj-1|vj—1,, 8)
b, + vj— j—1, &, = .
Tg( Uy 1‘1)] 1 aﬁ) 17FTj($+vjfl|Ujfl,aaﬁ)
@ $+Uj1)a1
= —|——— . 3.10
3 (75 310

A Hazard function para um PRG, representa a taxa instantdnea de demanda de inter-
vencao no sistema. Vale ressaltar que o pardmetro de forma a > 1, representa um sistema em
deterioracdo, pois é maior o nivel de exposi¢do a ocorréncia de intervencao. Quando a = 1,
representa um sistema estdvel em que o nivel de exposicao a ocorréncia de eventos é constante ao
longo do tempo. Para a < 1 tem-se um sistema em melhoria, ou seja, menor o nivel de exposigao

a ocorréncia de intervencao, veja Figura 5.

As fungoes para o modelo PRGW, remetem a um deslocamento de fungdes Weibull. Por
exemplo, a fdp do PRGW representada por fr,(z + vj—1|vj—1, @, 8), remete um deslocamento
da média de X em v;_1 unidades, cujos X’s sao modelados via distribuicao Weibull. Porém o
PRGW, por definicdo, é um pouco diferente de um simples deslocamento da distribuicao Weibull
visto na Subsecdo A.1 do Anexo A. As fungbes FDA, fdp, média e varidncia do PRGW, diferem
das correspondentes para a distribuicdo Weibull deslocada. Apenas a Hazard function é igual.

Pode-se resumir, segundo Oliveira (2016), num PRGW o estado de desempenho do
individuo ap6s sofrer um procedimento de intervencao, considerando os parametros de rejuvenes-
cimento, forma e escala da distribuicio Weibull, respectivamente ¢, a > 0 e 8 > 0, da seguinte

maneira;:

e Sea=1¢eq =0, os tempos serdo independentes entre si e modelados por uma distribui¢io
exponencial, levando a um PR especifico conhecido como Processo Homogéneo de Poisson
(PHP).
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Figura 5 — Hazard function para o = 0.8,1,1.2, B =3 e v;_1 = 8.

1,6

121

hy(x o:,ﬂ,x;j-._ ] )
o
Ko

e Sea>0(#1) e q=1 corresponde a uma intervengdo minima, tendo em vista que a
idade virtual nesse caso é exatamente igual a idade real, e com isso leva o sistema a uma
condic¢ao de desempenho “tao ruim quanto velho”, caracterizando um PNHP em que os

tempos serdo dependentes entre si e modelados por uma distribuicdo Weibull,

e Sea >0 (# 1) e ¢ =0 corresponde a uma intervengao perfeita, uma vez que a idade
virtual é sempre anulada apds a j-ésima intervencdo, e com isso leva a uma condicao
de desempenho “tdo bom quanto novo”, caracterizando o PR em que os tempos serao

independentes e identicamente distribuidos e modelados por uma distribuigdo Weibull;

e Sea>0(#1)e{qgeR|qg+#{0,1}} corresponde a uma intervengao diferente de “tao
ruim quanto velho” e “tdo bom quanto novo”, caracterizando o PRGW em que os tempos

serdo dependentes entre si e modelados por uma distribuicdo Weibull.

As Tabelas (11, 12) e as Figuras (27,29), no Apéndice A, apresentam algumas simula¢oes
envolvendo a relacdo entre parametro de forma «, o parAmetro de rejuvenescimento g e os tempos
entre as intervencoes acumulados X;’s ao longo de algumas intervengoes 7). Além disso, para
a > 1, quanto menor o valor de g, melhores serdo as intervencoes e para o < 1, quanto maior

o valor de ¢, melhores serao as intervencoes, visto que, vj_1 ¢ diretamente proporcional ao

pardmetro ¢ (FERREIRA; FIRMINO; CRISTINO, 2015).
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CAPITULO 4

Analise Transversal do Processo de Renovacao Generalizado via

Distribuicao Weibull

Sera apresentado neste Capitulo, o desenvolvimento do estudo transversal de um caso
especifico dos PRG’s, seguindo a distribuicdo Weibull, ou seja, PRGW-Transversal. Com isso, sdo
apresentados alguns resultados importantes do novo modelo, para a evolucdo e complementagao
dos estudos dos PRG’s.

4.1 Estudo Transversal do Processo de Renovacdao Generalizado
via Distribuicdo Weibull (PRGW-Transversal)

Considere um sistema ou equipamento formado por n individuos ou subsistemas atémicos,
isto é, que ndo podem ser divididos em partes menores e que desempenhem suas func¢oes de
maneira independente dos demais individuos. Além disso, necessita que os individuos facam parte
de uma mesma populagdo e possuam as mesmas carateristicas de vida. Caso essas restrigdes nao
sejam satisfeitas, o estudo nao se aplica ao fendmeno em questao.

Admitindo que cada um dos individuos seguem um PRGW, e sujeitos as mesmas condigoes
de rejuvenescimento/envelhecimento, tem-se que seus tempos entre intervengoes observados, ao
longo de cada um dos tempos de intervencao, serao utilizados para determinacio de diferentes
valores do parametro ¢, incorporados a cada intervencao. Para isso, sera introduzida a andlise
transversal considerando todos os individuos ao mesmo tempo, porém de maneira sequencial e
recursiva, tempo a tempo de intervencao.

Sera tomado um unico valor para cada um dos pardmetros « e 3, associado a cada um
dos individuos e para todos os tempos de intervencoes que o estudo possuir. Esses pardmetros

serdo interpretados aqui neste trabalho, como parametros do modelo, que traduza caracteristicas
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intrinsecas do sistema em questao como um todo, pois ao sofrer uma agao de reparo ou intervencao,
o sistema nao ird perder essas caracteristicas que estao relacionadas a prépria constituicao e
existéncia do individuo em questao.

Seja denotado por S; os individuos do sistema, com indice ¢ = 1, 2, ..., n referente a analise
transversal do sistema por meio do PRG. Ressaltando que o indice 4, representa especificamente
o individuo que estd sendo analisado no momento, e que integra um sistema total formado por n
individuos.

Como os individuos sdo independentes entre si, os tempos que ocorrem os eventos de cada
individuo sao distintos. Denota-se por T;; o tempo de intervengao associado a cada individuo
1=1,2,3,...,n e a ordem da intervencao j = 0,1, 2, ..., m, cujo indice j é referente ao tempo de
intervengdo em que o processo se encontra e X;; os tempos entre intervencoes, associado a cada
individuo ¢ e a ordem da intervencgao de indice j. Entdo Vi = 1,2, ..., n, fixando-se o valor de 1,

tem-se
0<Ty <Tip < <Ty <+ <Typ1 < Ty
com
Xio=Tn, Xi=Tp-Tn, Xiz=Tag—Ta, -, Xin="Tim—Tin-1-

Para cada ordem de intervencao de indice j, utilizando as amostras X;;, associasse um
parametro de rejuvenescimento/envelhecimento, ¢;, comum a cada individuo S;. O enfoque
desta andlise é a intervencdo, considerando uma resposta aproximada de cada individuo aquela
determinada intervencao de ordem j. Por fim, as idades virtuais serao denotadas por v;;, distintas
a cada intervencao e para cada um dos individuos e com isso tem-se os elementos do modelo
PRGW-Transversal.

A partir da diversidade de ¢’s para o estudo transversal dos PRG’s, tem-se uma mo-
dificagdo no modelo de idade virtual da Equacao (3.4), que iréd ser utilizado neste trabalho. A
idade virtual para o modelo PRGW-Transversal sera representada por meio da combinagéo linear

convexa.
vij = Ay (Vi1 + qjzig) + (1= Ny, )qj(vij—1 + 45), (4.1)

em que Ay, € o coeficiente associado ao tipo de intervengao especifico, a cada tempo Tj;,
comi=1,2,...,nej=0,1,...,m, determinados pelo estudo. O ¢; ¢ o pardmetro de reju-
venescimento do sistema e estd também associado especificamente a cada tempo T;;, como
foi dito anteriormente, com valores pertencentes ao intervalo ¢; € (—o0,4+00) e por fim,
vij = {v((zi1, v1), (Ti2, ¥2), -y (Tij—1,Yj—1) | ¢;)} é uma funcao de z;; e do tipo de interven-
¢ao y; e do parametro g;.

Os coeficientes Ay, sao fruto de melhores ajustes e serao usados de maneira arbitraria,
sem levar em conta a fungdo y, pois, as bases de dados disponiveis, comumente nao apresentam
informagoes sobre o tipo de intervencao a cada manutengdo no sistema, e por isso serd isentado

sua determinagao.
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4.2 Diferenca entre o estudo Transversal classico e o estudo trans-
versal do PRGW-Transversal

De maneira geral, os modelos de pesquisa podem ser classificados em analiticos ou
descritivos. Os estudos analiticos, por sua vez, sdo classificados em experimental ou observacional.
J4 o observacional, se classificam em longitudinal ou transversal. Segundo Bordalo (2006), os
autores de metodologia epidemiologica abordam melhor o assunto.

De acordo com Fontelles et al. (2009), a diferenga entre os estudos transversais e longitu-
dinais consiste na relacao da obtencao dos dados para pesquisa e o tempo.

No estudo transversal, conhecido também como vertical, de corte, seccional, corte-
transversal, pontual ou de prevaléncia, a pesquisa é realizada em um curto periodo de tempo,
como se o tempo fosse constante, em determinado momento, ou seja, um ponto no tempo, como
uma fotografia. Nao se preocupando com o que aconteceu antes ou depois do respectivo estudo
Fontelles et al. (2009).

No artigo (ARA(JJ O et al., 2007), foi realizado um estudo transversal, por meio de um
Unico contato, com uma amostra representativa de 102 pequenos agricultores, de ambos os sexos,
que trabalhavam em uma comunidade agricola localizada em Nova Friburgo, RJ, para conhecer
os aspectos epidemiolégicos, clinicos e laboratoriais da exposicdo multipla a agrotdxicos.

Ja no artigo (CARELLOS; ANDRADE; AGUIAR, 2008), foi realizado um estudo trans-
versal, em duas maternidades publicas de Belo Horizonte, Minas Gerais, Brasil, no periodo de
agosto de 2004 a maio de 2005, para avaliar a aplicagdo do protocolo de triagem pré-natal para
toxoplasmose implantado. Os pesquisadores tiveram contato com as gravidas somente nesse
periodo cronoldgico mencionado.

O estudo transversal do PRGW-Transversal, proposto neste trabalho, é diferente do
conhecido na literatura. Nao pretende-se fazer uma andlise transversal no sentido cldssico, porém,
chama-se assim pelo fato do estudo envolver um corte vertical nos tempos das intervengoes. Corte
este, que nao é referente a um tnico momento na régua do tempo real, como uma década, por
exemplo, mas sim, a acontecimentos de determinados eventos de interesse. Ou seja, nivela-se um
marco de referéncia como ponto de partida a outros marcos de referéncia, assim determina-se os
eventos e os tempos de intervencdes, ignorando com isso a régua do tempo real e cronolégico.

Na ilustragdo da Figura 6, pode-se observar que um recorte temporal no estudo, na década
de 1990, nao iria capturar alguns eventos de interesse, porém é isso que a andlise transversal
classica faz. Por sua vez, o PRGW-Transversal tem interesse em capturar os eventos na ordem
como acontecem. Capturando as informacoes dos primeiros tempos de intervengoes, obtém-se
a amostra x;1, capturando as informacodes dos segundos tempos de intervencgoes, obtém-se a
amostra x;9, e assim por diante, ndo se importando em que época cronoldgica ocorreram esses
eventos, ou o instante temporal que eles aconteceram. Logo, chama-se estudo transversal do PRG

ao uso dos dados transversais na analise longitudinal.
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Figura 6 — Representacao do Estudo Transversal classico.
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4.2.1 Etapas do estudo do PRGW-Transversal

O estudo do modelo PRGW-Transversal em um sistema, acontece de maneira sequencial,
utilizando iteracao e recursdo, com valores obtidos tempo a tempo de intervencdo. Ou seja, as
informacgoes obtidas na primeira intervencao serao usadas para obter as informagdes na segunda
intervencao. Por sua vez, serdo necessarias para obter as informagoes na terceira intervencao, e
assim por diante, até a m—ésima intervencao que decorrer o estudo.

Seja o tempo até a primeira intervencao T;1, para cada um dos n individuos S;, isto é,
j = 1. Com isso, tem-se a amostra x11, ..., n1, que serd avaliada e terd como modelo probabilistico

correspondente, dado por:
Fr,, (x 4+ vig | vio, o, B) = Fr, (x| o, B) ~ Weibull(e, ), (4.2)

em que foi considerado que as idade virtuais em Tjy sao vjp = 0. O modelo da Equagao (4.2),
contém apenas os pardmetros « e 8 que precisam ser estimados, e que serdo comuns para todos
os n individuos e para todos os tempos 7;; que se seguirem o estudo.

As estimagoes & e B , tornam-se variaveis fixas para as demais estimagoes dos diversos
pardmetros que surgirem no decorrer desse estudo, ou seja, sabe-se que o acontecimento que
representa & e B foi computado. Esse pressuposto sera utilizado nesta metodologia do PRGW-
Transversal, no qual as estimagoes sdo recursivas. De acordo com BERENQUER (1978), uma
estimacao essencialmente recursiva é uma estimacao que, a cada instante, atualiza a estimativa
dos parametros combinando a estimativa anterior com a informagao daquele instante.

Com os resultados das estimacoes & e 3, considere os tempos de segunda intervencao
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T, para cada um dos n individuos, isto é, j = 2. Avalia-se agora a amostra x9, ..., Tp2, que tem

como modelo probabilistico correspondente, dado por:

Fr,(x +vilvi,o, ) = Fr,(x+vial|lq,a,B)=
Fr, (x4 vi1 | @1, &, B) ~ PRGW (q1, &, B) (4.3)

que possui apenas um parametro desconhecido a ser estimado ¢;. Com o valor de ¢; obtém-
se consequentemente o valor das idades virtuais até a primeira intervencao v;; = qix;; com
it =1,2,...,n. O coeficiente )\, é insignificante, pois, ele desaparece na fatoracao das parcelas
para j = 1 em v;1. A partir de agora sdo trés variaveis fixas, &, 5 e ¢; ao considerar os tempos
de terceira intervencao T;3, para cada um dos n individuos, isto é, j = 3, utiliza-se a amostra

T1s, ..., Tpg para avaliacdo, tendo como modelo probabilistico correspondente, dado por:

Fr,(r+vi|vie,a, 8) = Fry(x +vin|qe, Ay, 0, B) =
FTis (.’IJ + Vi2 ‘ q2, )‘y27 OA‘? B) ~ PRGW(q27 A2127 da B) (44)

que possui apenas dois pardmetros desconhecidos a serem estimados g2 e Ay,, obtendo conse-
quentemente o valor das idades virtuais até a segunda intervencgao vz = Ay, (gaxio +vi1) + (1 —
)\y2)q2(2xi2 + v;1), em que as idades virtuais v;; foram determinadas no passo anterior. Com os
resultados das estimagoes ¢» e /\;2 que também se tornam varidveis fixas, considere os tempos
de quarta intervengao T, para cada um dos n individuos, isto é, j = 4, avalia-se a amostra
Z14, ..., Tna, tendo o modelo probabilistico semelhante ao apresentado na Equagao (4.4), e dois
parametros desconhecidos a serem estimados g3 e \y;, obtendo consequentemente o valor das
idades virtuais até a terceira intervencao v;3, sendo assim por diante, até a m-ésima intervencao.

Logo, considerando os tempos de intervencao T;; para cada um dos n individuos, o
modelo referente terd, no maximo, apenas dois parametros desconhecidos a serem estimados.
Para j = 1, tem-se 2 pardmetros no modelo e para j > 1, tem-se (2j — 1) pardmetros no modelo,
ou seja, sempre numeros impares de parametros totais no modelo a partir de 7 > 1, porém no
maximo 2 para serem estimados.

A iteragdo em que se da no estudo, foi ilustrada na Figura 7, na qual, pode-se observar
que a analise do processo é sequencial, recursiva e transversal, obtendo uma iteracao entre as
amostras consideradas a cada tempo T, com i = 1,2,...,n e j =0,1,2,...,m, de maneira que os
valores estimados nos passos anteriores, se mantém constantes para todas as intervengdes que o

estudo possuir.

4.2.2 Estimacao dos Parametros do PRGW-Transversal

As estimagoes dos pardametros do modelo PRGW-Transversal, foram realizadas pelo
método de maxima verossimilhanca, ou seja, sdo Estimadores de Maxima Verossimilhanca (EMV),
em que as estimativas sdo obtidas por meio da maximizac¢ao da funcao de verossimilhanga via a

fungao log-verossimilhanga (BOLFARINE; SANDOVAL, 2001).
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Figura 7 — Representacdo do estudo transversal do PRGW.

v % v y
10 11 x 12 13
X x x
S. | 1 12 | 13 14
1t i o
10 Tl TlZ
1 }L1 1 }“2
Vv
0
X
24
S, | -
Ty
v
0 v
q *n1 n3 X4
n | —
Tno Tn3
AA 7 k3
a f

Usando o teorema do produto, e supondo que os individuos da amostra sdo independentes
entre si e identicamente distribuidos, e que os parametros g; e Ay, estao embutidos em v;;_1,
obtém-se a funcdo de verossimilhanga para o PRGW-Transversal. De acordo, com o que foi
analisado na Subsecdo 4.2.1, o modelo PRGW-Transversal divide-se em dois casos distintos, o
caso quando j = 1 e o caso quando j > 1.
Para j = 1, tem-se os tempos até a primeira intervencgao 151, e os tempos entre intervengoes
X1, com ¢ =1,2 3, ...,n no sistema. A amostra X;; segue um modelo Weibull de dois pardmetros
dada pela Equagao (A.2) no Anexo A, como visto na Subsegao 4.2.1, e entdo, a sua funcao de
verossimilhanca, de parametros a e 3, é a seguinte (BOLFARINE; SANDOVAL, 2001; CASELLA;
BERGER, 2002):
n n n a—1 n
Lo, B| @11, 2mt) = [ flzir | @, ) = % (‘”ﬁl) exp(— 3 (zi1/B)%). (4.5)
i=1 i=1 i=1

O logaritmo natural da funcao verossimilhanca para j = 1 é dado por:
o, Blo11, o zn1) = log(L(a, 8211,y Tn1)) =
n €T n €T [
= nlog(a) —nlog(B) + (v — 1) Zlog (g) — Z (él) . (4.6)
i=1

i=1

Ja para j > 1, os X;; seguem um PRGW, visto na Subse¢ao 4.2.1, a funcdo de verossimi-

) -]

)

lhanga ¢é entao:

n N

(8% €Tis +U"_1 a—1
Lo, B,vij—1 | @), oy Tnj) = 67 H (U5U> exp [
i=1
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emquei=1,2,...n, j =2,....m. O logaritmo natural da fungdo verossimilhanca é dado pela

seguinte expressao para o PRGW:

Z(Oé, 67 Vij—1 | T1gy ey $nj) = log(L(a, ,8, Vij—1 | T1jyeeey xny))
= nlog(a) —nlog(8) + (a—1)> log (W) n
i=1

s a{() - () ) »

Os estimadores podem ser encontrados como as raizes das fungoes de log-verossimilhancga.
Em alguns casos, como este, nao se pode obter solugdes analiticas, mas somente solugdoes numéricas,
necessitando de outros tipos de artificios como por exemplo, usando Newton-Raphson ou entao
software matematico que realize cdlculo numérico.

Derivando as Equagoes (4.6) e (4.7) em relacdo a cada um dos parametros, e depois
igualando a zero, obtém-se candidatos & méximos, que serdao confirmados pelas segundas derivadas.
No caso da Equagao (4.6), obtém-se os pardmetros (&, B) e pela Equacao (4.7) obtém-se os
parametros (41, g2, ¢3, ..., ¢m ), como também os coeficientes ()\;2, - )\;m).

Derivando a Equagio (4.6) em relacdo aos pardmetros a serem estimados, e considerando

j =1, obtém-se as expressoes (BOLFARINE; SANDOVAL, 2001):

b
% ~ a + Zlog zi1/B) + B~ log(B) Y _afh — B° Zlog zi)x% =0 (4.8)
i=1
ﬂ — _E _ M —1l—« a _ 5 Lxll l/a

Agora, derivando a Equacao (4.7) em rela¢do a cada um dos pardmetros a serem estimados,

para j > 1, tem-se, ¢j—1 e Ay, ,. Igualando a zero, obtém-se:

ol v
= -1 . S —
9qj—1 (@=1) Z 1 Tij + Vij—1
n
(6% _ _
- F Z Vij—1 (zij + vij—1)" T Uéjﬂ”iaj—ll) =0 (4.10)
ol " U;',l
— a—1 R et
Oy, ( ) ; Tij + vij1

(6% _
F ( Vi1 (i 4 vij1)® 1—% 15— 1) =0 (4.11)

||M:

emque i =1,2,...nej =23, .., m. Observe que, aparentemente as derivadas em relacido a
gj-1ea \y,_,, dadas pelas Equagoes (4.10) e (4.11), sao iguais, pois estdo em fungao da idade
virtual vi;—1. Em que v;;—1, € uma fungao de g;—1 e A,_,, como pode ser visto na Equacao (4.1),

e melhor explicitada na Equacao (4.12), para j — 1.

Vij—1 = Ay, (Vij—2 + gi—1mij—1) + (1= Ay, )g—1(vij—2 + @35-1). (4.12)
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Tem-se que a Equagao (4.10), esta derivando v;;—; em relacdo ao pardmetro g;_1, € no

caso da Equagao (4.11), esta sendo derivada em relagao ao coeficiente \,,. Entao para j > 1

derivando a Equacao (4.12) em relacdo a g;—1 e \,,_,, obtém-se
Qim0 gt ai) + (L= Ay )iy + ijos + Gy 2)  (4.13)
0q;—1 = Ay Vg2 T Tij-1 yj—1)\Vij—2 T Lij—1 T §j—1V;5_9 .
Ovij—1 ) .
8)\” = Dol = qjo1) + (1= Ay, )@j—10f o + Ay, 0o (4.14)
Yj—1

em que ﬁgj_l representa a primeira derivada de v;;_1 em relagao ao parametro g; no caso da
Equagao (4.13), e em relacdo ao coeficiente A, no caso da Equacao (4.14). Os resultados nas
Equagoes (4.10) e (4.13) para o pardmetro g; sdo os mesmos obtidos em (FERREIRA; FIRMINO;
CRISTINO, 2015; OLIVEIRA, 2016).

Para verificar se as solugoes das Equacoes (4.8), (4.9) e (4.10) sdo pontos de maximo, é ne-
cessario fazer a verificagdo por meio do teste da segunda derivada da funcao de log-verossimilhanca,
dada por Bolfarine e Sandoval (2001):

02 log(L(0, z))

1(0;2) = g <0 (4.15)

em que 6 = (o, 3,¢j—1). As segundas derivadas das funcoes de verossimilhanca das Equacoes

(4.7) e (4.6), para os parametros « e 3, em que j = 1, sdo:

. 9%l n _ L _ L
U(win]a,8) = 5=~ B log(8) Y 4t + 267 loa(5) 3. o log(en) -
i=1 =
+ [ %log(B szl log (%) (4.16)
5 0’1 n n(a —1) “
Uzialoa,f) = == =—+—""—(a+Daf727S 2. 4.17
( 7 ’ ) 8,82 ﬁg /82 ( ) ; il ( )
por sua vez, a segunda derivada para j > 1, para o parametro g;_1, ¢ dada por:
521 n Viiro — Ny. Vii_o 4+ @ii_1)2
M) = g =(a- 1)) - 2 = Ayt 2 )
aqj;l = AyVig-2 T Qi-1vigo2 = Ay @102 + gj-1Ti-1 + Ty

+ B~ Z { (a — Da(vij—2 — Ay, vij—2 + l‘ijfl)g()\yjilvijf2 + qj-1vij—2
/\yj,qu'—lUij—Q + qj—12ij-1)* % = (a0 — Da(vij—2 — Ay,_, vij—2 + Tij-1)°
X (Mg 1 Vijo2 + Gj-1vij-2 — Ay 1 @j-10ij-2 + G121+ 2i5) 0} (4.18)

Analisando a Equagao (4.16), tem-se uma equacdo com quatro parcelas e que

267 log(8) Y afi log(wn) < B log(8) D afi log(wy) + B log(5”) - afi +
i 1=1 i=1

Qfo‘llog(le lellog xi +22x21+ EE alog(ﬁ).

i=1
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concluindo-se que

9%

(x| &, B)

Analisando a Equagao (4.17), tem-se uma equacao com trés parcelas, e que

n nla—1) AN o
—+—— < (a+1ap x
IR 2.7
n < (a+ 1)B70‘fo‘1
i=1

concluindo-se que

A 0%l
"(zin | o, B) = a2 = 0.

pois quanto menor o valor de «, maior serd o termo 0 L e 0s x;1 também serdao maiores.

(at1)g—2>
Isso acontece, pois, quanto menor os valores de «, melhores serdao as intervencoes no sistema.
Sabe-se, que para j = 1, a idade virtual inicial v;g = 0.

Por fim, analisando a Equagao (4.18), tem-se uma equagao com trés parcelas, em que
dividindo todas as parcelas por (@ — 1)(vij_2 — Ay, ,vij—2 + xij_l)z, para simplificar, obtém-se

B—OL

n
-2

{a(/\yj_lvij—2 + @j-1vij—2 — Ay, _1¢j-1Vij—2 + ¢j—1Tij—1)" } <

i=1

L 1
— {ij’vij—2 + qj—1Vij—2 — Ay; 1 qj—1Vij—2 + Gj—1Tij—1 + Tij }

K3
n

+7Y {Oé()\yj_lvijﬂ + qj—1Vij—2 — Ay; 1 Gj—1Vij—2 + ¢j—1Tij—1 + fUij)a_Q} ;
i=1

concluindo que
0%l
(2 |Giz1) = =—5— < 0.
(@5 15-0) = 5

pois, o termo ()\yjflv,‘j_g + @j—1vij—2 — Ay;_1qj—1Vij—2 + gj—1x4—1) > 0. Logo, tem-se que os

estimadores obtidos pelas Equagoes (4.8), (4.9) e (4.10) sdo pontos de maximo.

4.3 Condicoes de Regularidade

De acordo com Cordeiro (1999) e Oliveira (2016), algumas condigdes sao necessarias para
que se possa provar as propriedades assintéticas dos EMV de consisténcia, unicidade, normalidade,
eficiéncia e suficiéncia.

Suponha que os dados w;’s sdo realizagoes i.i.d. de uma variavel aleatoria W, caracterizada
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por distribuicbes F, pertencente a uma certa classe F, que dependem de um p-dimensional
vetor o, com o € 0. Sejam f(w;|o) e l(0) = In ([T}~ f(w;|o)) as fungdes de probabilidade ou
densidade comum dos dados, e de log-verossimilhanca para o, respectivamente.

As seguintes suposigdes serdao necessarias neste trabalho:

(i) As distribuicoes F, sao identificaveis, isto é, o # ¢ implica F, # F,;

(ii) As distribui¢oes F, tém o mesmo suporte para todo o € O, ou seja, o conjunto A =

w; f(wlo) > 0 ndo depende de o;

(iii) Existe um conjunto aberto ©; em © contendo oy tal que a fungdo de densidade f(w;0o),
para quase todo w admite todas as derivadas até a terceira ordem em relacdo a o, para
todo o € Oq;

(iv) Para E, = (%) = 0 a matriz de informagao de Fisher I(o) é finita e positiva para o € ©Oq;

(v) Existem funcoes M;ji(w) independentes de o tais que, para i,j,k =1,...,p,

BInf(w|o)

M
000000y, < Miji.(w)

para todo o € ©, onde E; = {M;j1(w)} < oo.

4.4 Teste de aderéncia para o PRGW-Transversal

As bases ou conjuntos de dados de desempenho, para estudo do PRGW-Transversal,
sdo apresentados na forma de matrizes (X;;), com n linhas, representando o ntiimero total de
individuos em questao e m colunas, representando o niimero total de tempos de intervencées
estudados. Faz-se necessario um teste de aderéncia apropriado, para que seja verificado a adequa-
¢ao dos dados a esse tipo de modelo em estudo.

Os autores Oliveira, Cristino e Firmino (2016) propuseram um teste de aderéncia para o
PRGW geral, onde inicialmente partiu-se de uma transformagado da base de dados, supostamente
do PRGW, por uma lei de poténcia generalizada. A transformacao levou o modelo a uma condigdo
de uma distribuicdo exponencial de variaveis aleatérios independentes e identicamente distribui-
das, denominado de PRGWT, referente ao PRGW com as varidveis transformadas, e a partir
deste fato, é aplicada estatisticas de teste para essa verificagdo. Caso os dados transformados
aderissem ao modelo exponencial, considera-se que a base de dados original advém do PRGW.

Observando a base de dados do estudo transversal, supGe-se, intuitivamente, a inde-
pendéncia de cada um dos individuos em estudo, ou seja, os tempos de intervengoes de um
individuo nao tem relacdo com os tempos entre intervencoes dos demais individuos. A amostra
aleatéria é retirada da mesma populagdo, ou seja, é identicamente distribuida. O PRG tem
como caracteristica esse condicionamento dos tempos de intervencao a idade virtual anterior do

individuo em questao, e ao conjunto de parametros. Logo, para mostrar que uma base de dados
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adere ao PRGW-Transversal, é necessario mostrar que cada um dos n individuos seguem um
PRGW. Inspirado no teorema proposto em Oliveira, Cristino e Firmino (2016), tem-se o seguinte

teorema:

Teorema 1. (Transformagao por lei de Poténcia Generalizada para PRGW-Transversal) Sejam

n e m inteiros positivos e a sequinte matriz de varidveis aleatorias

Wll W12 o Wlm
W21 W22 T W2m
Wnl WnQ e an

tal que Wij = (Xij + vij—1)® — vfj_1, em que X;j representa o tempo entre as (j-1)-ésimas e
j-ésimas intervengoes para o i-ésimo individuo, condicionado a (j-1)-ésima idade virtual vij_q,
portanto sequem um PRGW(a, S, q;, )\yj) com andlise transversal, em que o € o parametro de

forma do PRGW. Entdo, pode-se afirmar que para todoi=1,2,...nej=0,1,2,....,m:

o Os W;;’s sequem uma distribuicio Exponencial de parametro 0 = 3% > 0, isto é, W;; ~
Exponencial(0). Sendo E(W;;) =0 e Var(W;;) = 62;

e Cada elemento W;; sdo identicamente distribuidos e mutuamente independentes.

Prova. (a) Usando W;; = (Xij + vij—1)® — vf;_; obtém-se que (Xi; + vij—1) = (Wi; + Uf‘jfl)l/o‘.
Mostrando para o primeiro individuo ¢ = 1 e considerando verdade para os demais individuos
i=2,3,...,n, tem-se que a idade virtual desse individuo é v1;_1, imediatamente apds a (j-1) —ésima
intervencao, entdo a funcao de distribuicao condicional do j-ésimo tempo entre intervencoes Xy,

condicionada a idade vi;_1, no ponto (;Ulj + vlj,l), é a seguinte:

Fry (v +wvij-1) — Py, (vij-1)

P(X1j+vij-1 <z +v-1 ], B,015-1) = 1= Fr, (x+01;1)
15 Jj—

(4.19)

Fazendo a substituicao (X;; + vij—1) = (Wi + v%fl)l/a na Equacao (4.19) e usando a

Equagao (3.5), sabendo-se, quando j = 1 tem-se vy = 0 para todo valor de i entéo:

P(Wi; < wlvij-1,0) = P(Xy;+vy-1 < (w+o_1)" o, B,v15-1)
_ Fle ((w+ U?j—l)l/a) - FT1j(vlj71)
1— Fle(vlj—l)
1—exp —(‘”;?31)} —1+4+exp {—v%gl]
1—1+exp {—U%;l}
—w— vyt U =071 T U7
[y
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Portanto

lej<w|vu1,9>=1—exp[—§’}, para 0= % >0, (4.20)

que representa a FDA de uma distribui¢ao exponencial com parametro de escala § = 8¢ >0 e

nao depende de v1;_1 e consequentemente nao depende dos ¢;’s e nem dos \,.’s, para os demais
J J Yi ™

valores de 7 isso também é verdade, caracterizando assim a propriedade de falta de memoria da

distribuicdo. A partir desse resultado pode-se afirmar que:
E(Wij) =0 =8 e Var(W;)=0°=p5" (4.21)

(b) A funcao de verossimilhanga para cada um dos individuos, considerando o individuo i = 1,

mas sendo valido para qualquer outro individuo ¢+ = 2, 3, ...,n, é dada por:

n

L(a, B,vijo1 | 2115 ooy 21m) = [ [ (11 |, B) (212, -y @1m | v, B, v15-1). (4.22)
=1

Precisa-se provar que a Equagdo (4.22) implica na Equacao (4.23):
n
L(w[60) =[] fun, (wi; | 6), (4.23)
i=1

para mostrar que as variaveis Wiy, Wia, ..., Wi, sdo independentes entre si. Logo pelo item (a), o
lado direito da Equagao (4.22) implica o lado direito da Equacao (4.23). Agora, precisa-se provar
que o lado esquerdo da Equagao (4.22) implica o lado esquerdo da Equagao (4.23). Fazendo a
mudanga de varidvel na Equacdo (4.22), isto é, substituindo (X1; + v1;—1) = (Wi + v‘fjfl)l/o‘,

tem-se que a funcao de verossimilhanca dos Wy, Wia, ..., W1, é dada por:

L(wlla"'awlm’aaﬁavlj—l) - f((Wll +U?0)1/a7(W12+U?1)1/a7'" ) (424)
(Wlm + ’U?m_l)l/a | a, Ba q1y -5 Gm—1, )‘yga e 7)\ym_1) : det(‘])v

em que J é a matriz Jacobiana para mudanca de varidveis, cujo determinante é igual ao

determinante da matriz diagonal m x m, dada por:

(Wir+vs) /@
(0%
(Wia+og )1/« 3
det(J) = 0 a o 0 e Wated; )t

j=1 [

(Wlm +'U?m71)1/a
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Assim, de acordo com a Equagao (4.23), tem-se que

fmtosr = 5(5)” ol(3) 5L (25

j=1
m 'U?' (113' R )Ol
7j—1 1j 15—1
re Z{ g e }

a™ I (@ oo\ 4! CL(vfor (@ 4 vr-1)®
= () e T {5 -t

o™ B (wlj"‘v?j—l)lfl/a TL(vfio1 w4 v
- 7mH ﬁafl exp Z ﬁa - Ba

Portanto,

1 .
—exp [ — Z — para 6= (% >0, (4.25)

gfwlj w1]|9 am

assim sendo, os W;; para j = 0,1,2,...,m e i = 1 sdo independentes e identicamente distribuidas.
Para os demais individuos ¢ = 2,3, ...,n tem-se resultados idénticos. Desse modo, os W;; sao

independentes e identicamente distribuidas. Ficando provado o teorema. m

Logo, pode-se concluir, que o teorema para o PRGW-Transversal é praticamente o mesmo
proposto em Oliveira, Cristino e Firmino (2016), pois, as variaveis depois da transformagdo, nao
dependem dos qé»s e nem dos )\gjjs, diferenciando-se do teorema original a forma de se obter o
parametro 0 = 5% que teve a estimagao de « e 8 considerando todos os ¢ = 1,...,n individuos,

isto é, transversal ou bidimensionalmente, pois aqui tem-se n PRGWs.

441 Teste de Aderéncia para o PRGW-Transversal

O teste de aderéncia para analise transversal do PRGW, baseia-se no conjunto de dados de
desempenho para o modelo, fixando os individuos i a cada realizacdo do teste, com ¢ = 1,2, ..., n,

envolve as hipdteses a seguir:

Hp: A amostra z;; advém de um PRGW-Transversal;

Hy: A amostra z;; ndo advém de um PRGW-Transversal.
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A partir da transformacao por lei de poténcia generalizada vista no Teorema 1, pode-se
propor o teste de aderéncia para o modelo PRGW-Transversal. E apresentado um procedimento
em etapas para a realizagdo do teste, afim de apresentar uma visdo geral, mas em resumo,
argumenta-se que a amostra x;; com ¢ = 1,2,....,n e j=0,1,2,...,m, viria de um PRGW se sua
respectiva transformada vem de uma distribui¢do exponencial, ou entdo, viria de qualquer outro
processo estocastico. O procedimento empregado é exposto utilizando o seguinte fluxograma,

ilustrado na Figura 8.

Figura 8 — O procedimento empregado para realizacao do teste de aderéncia, fixando .

Realizar a transformacao dos

Obtencdo das estimacdes
Entrada: Dados X;; e dados, com v;; proposto e
nivel de significancia a,B, 4.4 2 2
7 7 wii= (x5 + vij-1)° — vij—1
Existem evidéncias de que Hy Realizar testes estatisticos de
ndo sera rejeitada. Comparar os valores de p“e n; aderéncia para a distribuicao
) exponencial(@ = %),
Saida: A amostra x;; vem p'=n P ( A
PRGW analise transversal A-D e K-S e obter o
nivel descritivo p”

Existem evidéncias de que Hy sera
rejeitada

Saida: A amostra x;; ndo vem PRGW
analise transversal,

Dois dos principais testes de aderéncia para a comparacao de distribuigcoes sao: Teste de
Anderson Darling (A-D) e teste de Kolmogorov Smirnov (K-S), aos quais serdo visto com mais

detalhes.

1. Teste de Kolmogorov-Smirnov (K-S): Desenvolvido por Kolmogorov (1933) e por
Smirnov (1948). Esse teste, baseia-se no valor maximo da diferenga absoluta entre os valores
obtidos de uma distribuicdo empirica de tamanho n e os valores obtidos de uma distribuicao

tedrica especifica, e definido por
D = max |F.(x) — Fy(x)],

em que F(z) é a distribui¢ido assumida, os valores esperados e F,(z) é a distribui¢ao de dados

reais, os valores observados.
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2. Teste de Anderson Darling (A-D): Desenvolvido por Anderson e Darling (1954),

tem-se, que sua estatistica de teste é dada por:

n
A2yt > (20 —1)In(F;) + (2n+ 1 - 2i)In(1 - F),
i=1

em que F; é a funcdo de distribuicdo acumulada a ser testada e n o tamanho da amostra.

Denotando por K, uma dada uma representacao genérica de qualquer das estatisticas:
K-S ou A-D, e um certo valor de K, denotado por k. O teste de hipdtese é baseado em
p* = P(K > k| Hy), que é a probabilidade de observar uma estatistica tdo grande ou maior
do que k, partindo-se do pressuposto que a hipotese Hy é verdadeira. A probabilidade p* é
denominada p-valor ou nivel descritivo, e quanto menor for o seu valor, mais evidéncias de que a
hipdtese Hy sera rejeitada. O nivel de significancia 7, é geralmente pré-fixado pelo pesquisador,

com valores de 1% a 10%, e assim pode-se construir uma regra de decisdo. Em resumo tem-se:

1. se p* < n, entdo rejeita-se Hy;

2. se p* > n, entdo nao rejeita-se Hy.

4.5 Intervalo de Confianca (Aproximacdo Assintética Normal)

A fungao de log-verossimilhanca é utilizada como base para muitas aproximacgoes dos
intervalos de confianca assintéticos e testes de hipoteses, porque se comporta de maneira previsivel
quando o tamanho da amostra cresce (CASELLA; BERGER, 2002).

Usando a propriedade de normalidade assintotica dos EMV’s, obtém-se intervalos de
confiangas chamados de aproximagao assintética normal. Este método funciona para uma ampla
variedade de modelos estatisticos, incluindo a distribuicdo Weibull. Isto se faz sobre grandes

amostras. O intervalo de confian¢a normal assintético de 95% para um pardmetro ¢, tem a forma:

1
IC(¢) =p£1,96 X ———, (4.26)
—1"(ij | @)
em que !"(p,z) é a segunda derivada da fungdo log-verossimilhanga avaliada em ¢ = ¢. A

1

—————— corresponde a uma
=" (zi; | #)

quantidade —1"(z;; | ) é chamada de “informacao observada” e
aproximacao do erro padrao para @.

Entao para ¢ = (a, 5, gj), tem-se que as segundas derivadas das fungoes de log-verossimilhanca
dadas pelas Equagoes (4.7) e (4.6). No caso de j = 1, utilizando as Equagoes (4.16) e (4.17), que
representam as segundas derivadas da funcao log-verossimilhanga em relacido aos pardmetros « e
(3, respectivamente, calcula-se os intervalos de confianca para &, B No caso de j > 1, utilizando
a Equacao (4.18), que representa a segunda derivada da log-verossimilhanga em relacao ao
parametro ¢;, calcula-se os intervalos de confianga para q1, G2, 3, ..., Gm, referente a base de dados

de desempenho.
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Ao calcular intervalos de confianca assintéticos, estatisticos frequentemente substituem a
segunda derivada da fungéo log-verossimilhanga da Equagao (4.26) pela fungdo Informagao de

Fisher ou Informacdo Esperada, dada pela expressao:

I(¢) = E(=1"(xi; | £)); (4.27)

e nesse caso, o intervalo de confianca de 95% se tornaria:

IC($) = ¢ +1,96 x (4.28)

§H
S—|

®
Quando o tamanho da amostra é grande, os dois intervalos de confianca, dados nas

Equacoes (4.26) e (4.28), tendem a estar muito préximos e até idénticos. No entanto, a Equagao

(4.28) apresenta melhor comportamento para amostras pequenas, e serd preferida neste trabalho.

4.5.1 Funcao Informacdo de Fisher

As segundas derivadas das fungoes de log-verossimilhanca sdo dadas pela Equacao (4.6)
no caso de j = 1 e pela Equagdo (4.7) no caso de j > 1. Para j = 1, as fun¢oes de Informacao de

Fisher, dada pela Equacao (4.27), para os pardmetros a > 2 e 3 > 0 sdo:

16) = B(-1"(za]@) = 25 + 5~ 10g%(5) (ZE [x;?a])
=1
+ g (ZE B 1og2<a:ﬂ)]> — 287 log(6)
=1

X (i E [z3 log(xil)]> (4.29)

=1

I(B) = E(-l"(za1|B)) = (a+1)ap™ 2 (ZMm%]) - % (4.30)
=1

em que as esperancas correspondentes sao

Ejsg] — /OO x® (ae_(g)a (%)O‘_ >dx _ (1)_0‘ (4.31)

0 ) p B
E [xf“] 1Og2($ij)} = —2 (%) (log (gé) ) i 1> (4.32)
E [z8 log(x;)] = — (%) (log ( f) ) i 1) , (4.33)

em que 7 € a constante de Euler e tem como valor v = 0.5772156649015328606065120900824024310...

&

Para j > 1, e considerando a transformacio wi; = (vij—1 + i;)® — vfj_q,

para > 2 e
B >0, a fungao de Informacao de Fisher para o pardmetro gj_1, obtida por Oliveira (2016), a

menos dos indices ¢ e j incorporados nesta tese, é dada pela expressao:
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I(Gj-1) = E(=1"(wijl§j-1)) =
n a—2 (1 2 U?j—l)F(Q_Z Ui!j_l) n —2 2
= (a—1a 2t ” (vwfl) exp( s ar B ) D Vi1 (U;jfl)
n n

i=1 Vij—1 SXP 3o ar T pe Z v o'

i=1 "ij—1"1j—1

+

«
n n

v v & 2 v v
_ _ 1 i1
U;;—IGXP( léal)r(lfé’ ga1> (“::7‘—1) eXP( 4 r{i-2,-45

(1- ) | == . - ,

+

(4.34)

em que v;; ¢ dada na Equacdo (4.1), v;;—1 é dada pela Equacao (4.12), a derivada primeira de

1)2'-]-,1 em relacdo a ¢;—; é dada pela Equacgao (4.13), a idade virtual v;j_o e as derivadas ”%717
Uz,'j72 e vz’-;;Q sao dadas pelas Equagoes (4.35-4.38).
Vij—2 = —Aj—2qj—2Vij—3 + Aj—2Vij—3 + ¢j—2Vij—3 + ¢j—2Tij—2, (4.35)
Wiy = = N1@i—1Vi_g — Njm1v)_g + A0l g+ G105 + Vo, (4.36)
Vijo2 = —Aj-2Vij-3 + Vij-3 + Tij-2, (4.37)
vi;_g = 0. (4.38)

Além de tudo, foi considerado que todos os pardmetros que surgiram nas primeiras e
segundas derivadas da idade virtual para j = 0,1,2 e que ndo possuem sentido fisico, a saber
d—1,Q05 A=2, A1, A0, Vij=—1, Vij=—2, Vij=—3, Tjj=—1, Tij——2 foram todos tomados iguais a zero para

todot=1,...,n.
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CAPITULO 5

Aplicacao em Base de Dados

Neste Capitulo, avalia-se alguns experimentos numéricos simulados a partir de amostras
geradas aleatoriamente, com o objetivo de validar e estudar: o desempenho do método das
estimacoes de pardmetros; o teste de aderéncia para o PRGW-Transversal; imputagoes de dados
em base de dados incompleta; os intervalos de confianca assintoticamente normais e empiricos e
as demais ferramentas propostas no Capitulo anterior. Foi também utilizado uma base de dados
reais, referente a tempos de falhas de motores de tratores, originalmente apresentada no relatério

de pesquisa Barlow e Davis (1977).

5.1 Amostra Simulada (Base de Dados Simulada)

Devido a dificuldade de obter bases de dados reais e de qualidade, isto é, com dados
completos e que contenham as informacoes necessarias para se fazer o estudo do modelo proposto
nesta tese, pode-se recorrer da literatura (CASELLA; BERGER, 2002) para a geragao da mesma.
Com isso, tornar possivel o estudo do desempenho do modelo proposto, pois os parametros de
geracao serao fixados no inicio e por meio dos valores atribuidos a eles, poderdo ser construidos
varios cendrios possiveis.

A amostragem aleatoria, do conjunto de dados, é obtida por meio do método de trans-
formacao inversa (ROSS, 2006). Este método é baseado na igualdade: u = S(x + v|v), em
que S(z +v|v) =1— F(z+v|v) indica a fungdo de sobrevivéncia do sistema. No método de
transformagao inversa, a constante u é uma observacao da variavel aleatéria U, de forma que
U ~ Uniforme[0, 1].

Como o conjunto de dados de desempenho, cujas observacoes sao referenciadas como
x5, em que ¢ = 1,2,...,n indexa o subsistema ou individuo em questao e o j = 0,1,2,...,m

indexa o tempo de intervencdo em estudo. Sabe-se, que a andlise transversal dos dados é feita



34

de maneira sequencial, iterativa e recursiva, fixando os indices j a cada geracido de indices da
amostra referente a coluna j de tal maneira que os X;1 ~ Weibull(a, (), e que para os tempos
j>1X;; ~PRGW(vi5_1, @, 3), entdo tem-se que, isolando o x;; na fungao dada pela Equacao
(A.1) no Anexo A e x;; para j > 1 na funcéo dada pela Equagao (3.5), tem-se respectivamente

as instancias:

zin = B(—log(u)/*  para  j=1, (5.1)

zij = B ((vig—1/B)" —log(u)'/* — vy para j>1. (5.2)

Portanto, é permitido através da Equagoes (5.1) e (5.2), gerar uma sequéncia de n
individuos ou subsistemas .S; para cada um dos m tempos de intervenc¢ées. Obtendo-se com
isso, uma tabela com n linhas e m colunas, de acordo com os valores atribuidos aos pardmetros

@, 3,q; e ao coeficiente A, .

5.1.1 Anaélise do desempenho do método de estimacdao PRGW-Transversal

A partir das expressoes das Equagoes (5.1) e (5.2), gerou-se amostras para n = 100
individuos, m = 10 tempos de intervencoes e diferentes valores para os parametros o, 3, g;’s e
Ay;’s. Os valores adotados para n,m,a e 8 foram escolhidos de maneira arbitraria, obtendo com
isso ilustragoes de alguns dos muitos cendrios possiveis, nas Figuras (10 — 14).

Utilizando o método de estimacao transversal proposto na Secdo 4.2.2 para o PRGW-
Transversal, e operando com as bases de dados geradas, estimou-se os parametros das amostras
dos cendrios criados e construiu-se graficamente, a comparacao dos bozplots dos tempos acumula-
dos de 100 amostras simuladas de mesmo tamanho n = 100, a partir das estimacdes obtidas pelo
método, comparada com a linha de regressao das médias dos tempos acumulados das amostras
geradas. Pode-se com isso verificar visualmente um bom ajuste e desempenho do método de
estimacao com o modelo PRGW-Transversal.

Dependendo dos valores dos pardmetros do modelo, pode-se obter cenarios distintos para
possiveis sistemas reais, entdo a construcao de diversos cendrios a partir de amostras geradas sao
uteis para o estudo do comportamento destes sistemas. Nas Figuras (10 — 14) tem-se um sistema
em melhoria e cinco sistemas em deterioracdo, um sistema cuja reparacao é préxima da perfeita,
um sistema cuja reparacao ¢ minima, um sistema que possui uma reparacao seguindo o modelo
KI e um sistema que possui uma reparagio seguindo o modelo KII, respectivamente.

As abscissas dos graficos mencionados no paragrafo anterior, correspondem a ordem da
intervencdo, que nao é métrica e nem geografica. As comparacoes sao realizadas considerando
as intervengoes de um cendario, com as intervencoes de mesma ordem de outro cenario. Como
as escalas dos graficos sdo diferentes, nao é possivel perceber a sensibilidade do crescimento e
nao ha uma maneira agradavel de se comparar os graficos, a ndo ser comparando-se os nimeros
absolutos, pois sdo regimes de fenémenos diferentes. Nao querendo ser redundante, mas com o

proposito de fornecer ao leitor elementos para discussao, no Apéndice C apresenta-se tabelas com
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o resumo das estatisticas-descritivas para as amostras geradas e as suas respectivas simulacoes.

Para o célculo das estimagoes, foi utilizado o software Wolfram Mathematica 9.0, o
pseudo-codigo se encontra no Apendice B.

As Figuras 9 e 10 refletem sistemas em melhoria e em deterioragdo, respectivamente, com
valores de a = 0,345 e o = 4,945, nesta ordem e fixando para ambas as figuras os valores de
B = 5,457, ¢;’s= 0,5 e Ay, ’s= 0, 5. Pode-se observar, neste caso, que os intervalos dos tempos acu-
mulados entre intervengoes, do eixo das ordenadas do grafico da Figura 10, sdo consideravelmente
maiores em comparagao com os intervalos do grafico da Figura 9. Pode-se observar também, que a
varidncia sdo maiores no sistema em melhoria do que num sistema em deterioracido. Assim, como
a distribuicao dos dados sdo bastante assimétricos negativamente, para sistemas em deterioragao,

enquanto que praticamente simétricos no caso do sistema em melhoria.

Figura 9 — Amostra gerada de tamanho n = 100 individuos para m = 10 tempos de intervengoes
e valores o = 0,245 reflete um sistema em melhoria, 8 = 5,457, ¢;’s= 0,5 e
Ay;’s=0,5.
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De acordo com Oliveira, Firmino e Cristino (2019), as conclusoes a respeito de sis-
temas em melhoria e deterioracdo, dependem muito do valor do parametro de rejuvenesci-
mento/envelhecimento e do tipo de reparo a cada intervengdo. Quando o > 2 e ¢ < 1, os modelos

KIT e PR se aproximam de uma distribuicdo Normal.
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Figura 10 — Amostra gerada de tamanho n = 100 individuos para m = 10 tempos de intervengoes
e valores a = 4,945 que reflete um sistema em deterioragao, 8 = 5,457, ¢;’s= 0,5 e
Ay; 8= 0,5.
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As Figuras 11 e 12 refletem sistemas em deterioracio, com situagoes de reparos respec-
tivamente, perfeito ¢ = 0 e minimo ¢ = 1. Em ambos os graficos, foram fixados os valores de
a=4,945, 8= 5,457 e )y, ’s= 0,5. Pode-se observar que os intervalos de crescimento dos tempos
sdo menores no caso ¢ = 1. Como ja foi visto, esse tipo de reparo minimo retorna o sistema ao
funcionamento na mesma situagdo que estava antes da falha. Foi visto, que, para a > 1, quanto

menores os valores de ¢, melhores serdo as intervengoes.

Figura 11 — Amostra gerada de tamanho n = 100 individuos para m = 10 tempos de intervengoes
e valores o = 4,945 que reflete um sistema em deterioracao, 8 = 5,457, ¢;’s= 0,015
refletem uma reparagio préxima da condigdo tao bom quanto novo e Ay ’s= 0, 5.
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Figura 12 — Amostra gerada de tamanho n = 100 individuos para m = 10 tempos de intervengoes
e valores a = 4,945 que reflete um sistema em deterioracao, 8 = 5,457, ¢;’s= 1
refletem uma reparacao na condigao tao ruim quanto velho e A, ’s= 0, 5.
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O gréfico da Figura 11 possui pouca dispersao e variabilidade nas primeiras intervencoes
e vai aumentando para as intervencoes maiores, a taxa de crescimento é linear. Ao contrario
do gréafico da Figura 12, tem uma grande dispersao e variabilidade nas intervencoes iniciais e
diminui para as intervencdes maiores, possuindo uma taxa de crescimento cada vez menor com o
avancar das intervencgoes, tendendo a uma espécie de estabilizacdo.

Nas Figuras 13 e 14, que também refletem ambas, sistemas em deterioracao, porém utili-
zando dois tipos de distintos de idade virtual, vistas nas Equacoes (3.1) e (3.2), respectivamente
o modelo KI e o modelo KII. Em ambos os graficos foram fixados os valores de a = 4,945,
B = 5,457 e g;’s= 0, 5. Pode-se observar que o reparo seguindo o modelo KI, foi menos eficaz que
o reparo seguindo o modelo KII.

Na Figura 13, nota-se que os intervalos de tempos entre as intervengoes possui taxa de
crescimento menor e com grande dispersao e variabilidade nas intervencoes iniciais, e diminui para
as intervengoes maiores. No grafico da Figura 14, em que a taxa de crescimento é aparentemente
linear, a dispersdo aumenta gradativamente, com a evolucdo dos tempos de intervengao. O
que esperado, pois o modelo KI considera que a j—ésima reparacdo pode remover apenas os
danos sofridos entre os tempos da (j-1)—ésima e j—ésima intervencdo, enquanto o modelo KII
considera que a j—ésima reparacao pode atuar sobre todos os impactos acumulados até a j—ésima

intervencao.
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Figura 13 — Amostra gerada de tamanho n = 100 individuos para m = 10 tempos de intervengoes
e valores a = 4,945 que reflete um sistema em deterioragao, 8 = 5,457, ¢;’s= 0,5 e
Ay;’s= 1 que reflete o modelo KI de reparagao.

15

10

Tempos entre Intervengoes Acumulados

1° 2° 3° 4° 5° 6° 7° &° 9° 10°

Ordem de Intervencio

Figura 14 — Amostra gerada de tamanho n = 100 individuos para m = 10 tempos de intervengdes
e valores o = 4,945 que reflete um sistema em deterioragdo, 8 = 5,457, ¢;’s= 0,5 e
Ay;’s= 0 que reflete o modelo KII de reparagao.
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5.2 Amostra (Base de Dados Reais)

Nesta Secao, serdo apresentados alguns resultados que envolve o ajuste do modelo PRGW-
Transversal, para uma base de dados reais, encontrada na literatura. A base de dados é referente
aos tempos de falhas de motores de tratores, retirada do relatério de pesquisa (BARLOW; DAVIS,
1977), e se encontra no Anexo B.

Tratores sdo méaquinas projetadas para tracionar, empurrar, acionar e transportar imple-

mentos agricolas, auxiliando o operador na execuc¢ao de trabalhos produtivos com mais conforto,
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rapidez e rendimento operacional. Em grandes lavouras, por exemplo, os tratores estdo bastante
automatizados e adaptados para aquele determinado servico, e com isso as maquinas possuem
alto custo de investimento e manutencao (NETO et al., 2014). O desempenho de um motor
pode influenciar na variagdo da rotacdo do motor, na forca de tracdo, patinagem, no consumo
de combustivel, entre outras coisas (FIORESE et al., 2012). Logo, a falha em um motor pode
acarretar perdas financeiras, na produtividade e desempenho.

A base de dados contém censura a direita e possui informacoes referentes a 22 tratores,
observados durante aproximadamente 23.000 horas de funcionamento. Neste intervalo de tempo
observado, a maior quantidade de falhas apresentadas por um trator, foi de seis. Portanto, sera
tomada como referéncia para esta andlise, a base de dados composta de 22 linhas e 6 colunas. A
maioria dos tratores apresentaram ntmeros de falhas inferiores a 6 no tempo total observado,
ocasionando diversas lacunas a base de dados, sendo necessario proceder inicialmente com o
procedimento de imputagao de dados. Das imputacoes estudadas, que pode ser vista na Subsegdo
5.2.1 a seguir, a mais adequada e realizada na base de dados reais, foi por meio da substitui¢io

das lacunas por valores médios da coluna em que a lacuna se encontrava.

5.2.1 Formatacao da base de dados de desempenho

As observagoes sao chamadas de censuradas, quando as informagoes sobre seu tempo de
sobrevivéncia sao incompletas (KLEINBAUM, 1998). A Censura ¢ classificada como: direita ,
esquerda ou intervalar. Censura a direita é aquela em que o tempo de ocorréncia do evento
estd a direita do tempo de interesse, ou seja, o tempo entre o inicio do estudo e o evento é
maior que o tempo observado. Censura a esquerda é aquela que acontece quando nao conhece o
momento da ocorréncia do evento, mas sabe-se que a duracao do evento é menor que a observada.
Censura intervalar é aquela que acontece em estudos em que os individuos sdo acompanhados em
visitas periddicas, e é conhecido somente que o evento de interesse ocorreu em um certo intervalo
de tempo.

No caso de ocorréncia de dados faltantes ou censurados na base de dados para estudo do
PRGW-Transversal, é necessario proceder primeiramente com a formatagdo da base de dados,
antes da obtencao de informacsoes, ajuste de modelos ou outras operagoes. Pode-se aplicar a
imputacao de dados onde as lacunas dos dados faltantes ou censurados irdao ser substituidos por
valores admissiveis, tendo o cuidado para nao desequilibrar a base de dados. Por isso é necessario
tentar identificar um padrao coerente nos dados, fazendo uso de técnicas estatisticas graficas e
numéricas, tornado-se possivel.

Neste estudo de dados de tempo, com o modelo PRGW-Transversal, é razoavel em caso
de lacunas na base de dados, imputar valores levando em conta cada tempo de intervencao
especifico com indice j, isto é, tendo em vista os dados da coluna em que a lacuna se encontra,
considerando por exemplo: o valor médio da coluna, o valor maximo da coluna, o valor mediano
da coluna, entre outros.

A avaliagdo do desempenho destas abordagens, no preenchimento das lacunas dos dados
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faltantes ou censurados, foi realizada mediante um estudo de simulacdo. O estudo constitui-se na
criagdo de diferentes cendrios, a partir da remocao de dados de uma base simulada completa.
As remocgoes foram aleatérias e num total de 10%, 20% e 30% dos dados, e para cada cenério
calculou-se o erro levando em conta as trés abordagens de imputacao citadas. A medida de erro
mais utilizada para comparar os resultados obtidos, com as imputagoes é o Erro Absoluto Médio
(EAM), dado por:

|V (i) = V()]

EAM =% 1o 2/ (5.3)

i=1 n
em que n é o nimero de linhas na base de dados, V(i) e Vg(i), sao respectivamente, os valores
observados e os valores previstos nas linhas ¢ = 1,...,n e no tempo de intervengao fixado j.
De acordo com Mentzer e Bienstock (1998) apud BARBOSA (2010), o erro absoluto médio é
uma medida de acuracia que mede o afastamento médio das previsdes em relagdo aos valores

observados, isto é, na média dos erros da previsio.

Com o intuito de fazer o estudo da maneira mais adequada de realizacdo das imputacgoes,
em base de dados incompletas, para o estudo do PRGW-Transversal, foi gerada uma amostra
PRGW(a, B, qj, Ay, ), para valores escolhidos arbitrariamente o = 3,57, 8 = 5,97, ¢; = A, = 0,5

VY j com n = 30 linhas e m = 10 colunas.

Os passos para esta andlise sdo os seguintes:

1° Gerar uma amostra de dados completa;
2° Retirar aleatoriamente uma porcentagem de dados da amostra (10%, 20% e 30%);

3° De posse da base de dados incompleta, checar a localizacdo das lacunas e proceder com
a imputagdo de dados usando um dos critérios escolhidos (média dos dados da coluna,

mediana dos dados da coluna ou valor méximo dos dados da coluna);
4° Calcular o erro absoluto médio para cada tipo de imputacgao escolhida.

5° Comparar amostra original com a que foi realizada as imputacoes, graficamente e por meio
do calculo do EAM.

Tal comparagéo pode ser vista nos graficos das Figuras (15, 17 e 19), em que foram
removidos 10%, 20% e 30% dos dados, respectivamente, tais graficos apontam que para esse
tipo de base de dados correspondente a analise pretendida, possui o EAM menor, as imputacao

realizadas por meio da média dos dados da coluna.
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Figura 15 — Ilustracao de trés formas de imputacao de lacunas na base de dados simulada de
um PRGW com 30 linhas e 10 colunas, onde foram removidos aleatoriamente
10% dos dados, construido o bozplot da base de dados formatada e comparados
com a linha de regressao dos tempos acumulados entre intervengoes.

Imputados usando o valor maximo

7 i

w - _:_ —_

= I_iﬂ\"“- —— ,_:_| _E_ _:_ . _:_ - :

o B T""“J’:._{—‘ - 1| | e — |

I e ) B e e e

= T T T T T T T T T T

1°T | 3°T 45T 5°T &°T T a8°T g°T 10°T
Imputados usando o valor mediano

Tempos Acumulados entre Intervengdes

o 4

I
w — —_ —_

I
1 \ —_ _
—
" | — - ] | T T T
. I : ! | | et L 1
X T [ . I . 11 : |

o - 1 — JEE— . —_ 1

T T T T T T T T T T

1°T 27 3°T 45T 5°T 6°T 7T 3T 9°T 10°T

Ordem de mtervencéo

Figura 16 — Para cada uma dessas formas de imputagoes estudadas e ilustradas na Figura
15, foi calculado o EAM, que apontou a imputacao pelo valor médio da coluna
como melhor.
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Figura 17 — Ilustracao de trés formas de imputacao de lacunas na base de dados simulada de
um PRGW com 30 linhas e 10 colunas, onde foram removidos aleatoriamente
20% dos dados, construido o bozplot da base de dados formatada e comparados
com a linha de regressao dos tempos acumulados entre intervengoes.
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Figura 18 — Para cada uma dessas formas de imputagoes estudadas e ilustradas na Figura
17, foi calculado o EAM, que apontou a imputacao pelo valor médio da coluna
como melhor.
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Figura 19 — Ilustracao de trés formas de imputacao de lacunas na base de dados simulada de
um PRGW com 30 linhas e 10 colunas, onde foram removidos aleatoriamente
30% dos dados, construido o bozplot da base de dados formatada e comparados
com a linha de regressao dos tempos acumulados entre intervengoes.

ﬁ
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Figura 20 — Para cada uma dessas formas de imputagoes estudadas e ilustradas na Figura
19, foi calculado o EAM, que apontou a imputacao pelo valor médio da coluna
como melhor.
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Nas Figuras 16, 18 e 20 observa-se os boxplots dos valores dos EAM obtidos para cada
uma das colunas, separando as trés formas de imputacdo. Conclui-se, com estes graficos, que
dentre as formas de imputacdo das lacunas estudadas, a mais indicada é utilizando o valor médio

da coluna dos dados, pois os valores do EAM possui a menor média.

5.2.2 Estimacao dos Parametros da base de dados Reais

Considerando que a base de dados, referente aos tempos de falha de motores de tratores, re-
tirada do relatério de pesquisa (BARLOW; DAVIS, 1977), provém do modelo PRGW-Transversal,
e que foi realizada a devida formatacao da base de dados, seguindo o exposto na Subsec¢ao 5.2.1,
pode-se entdo seguir com as estimagoes dos parametros, obtendo os seguintes valores apresentados
na Tabela 1.
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Tabela 1 — Estimagoes dos parametros para o modelo PRGW-Transversal, para a base
de dados referente aos tempos de falha de motores de tratores, retirada do
relatério de pesquisa (BARLOW; DAVIS, 1977).

Parametros Estimagoes

a 3,30626
A 6867,42
7 0,48020
G 0,30706
Gs 0,44712
G 0,37698
G 1,97186
Ay 0,09590
Ays 0,9999995
Ay 0,56734
A 0,00262

<
S5

Os resultados dos parametros da Tabela 1, correspondem a um sistema em deterioracao,
com & = 3,30626. Os valores dos parametros de rejuvenescimento mostram que as intervencoes
estdo recuperando mais da metade da falha do sistema com reparos imperfeitos nas intervencgoes,
com valores mais préximos do modelo PR do que do PNHP, exceto o tltimo tempo computado
que extrapolou o reparo minimo, com o reparo classificado como “pior do que antes”. Isso se
deve, provavelmente, pela quantidade de imputagoes excessivas na tltima coluna de tempos de
falha na base de dados reais.

O erro padrao (EP) é uma medida de variagdo de uma média amostral em relagao a
média da populagdo. Sendo assim, é uma medida que ajuda a verificar a confiabilidade das

estimagoes obtidas. Fixando-se j, o EP é definido pela expressdao dada pela Equagao (5.4).

\/Z?ﬂ(mijZLl =4)?
EP,, = \/% : (5.4)

Os erros padroes de cada uma das colunas foi calculado e apresentados na Tabela 2.

Tabela 2 — Erro Padrao referente a cada coluna para a base de dados referente aos tempos
de falha de motores de trator.

Intervengao(Coluna) 1 2 3 4 5 6
Erro padrao 12008 59.67 64,16 40,53 24,15 10,09

Os autores Barlow e Davis (1977), desenvolveram um método para analisar o tempo entre
os dados de falha. Método este que usa o tempo total de falhas para um modelo de processo nao
homogéneo de Poisson, e com isso determinam os intervalos ideais de substituicdo dos motores.

Constataram também que a idade do motor na falha dependia da idade de operagao do trator,
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quando o ultimo motor foi acoplado ao trator. A vida média do motor original é 6149 horas
versus 3241 horas para motores reparados. O desvio padrao em ambos os casos foi de cerca de
2000 horas. E o tempo 6timo de reparo calculado foi para o tempo 2.813 horas.

Para validar de maneira ilustrativa o desempenho das estimacoes dos parametros, obtidas
para o modelo PRGW-Transversal, foi simulada 1000 amostras de mesmo tamanho. Construiu-se,
graficamente, a comparacao da média dos tempos acumulados entre intervencoes, da base de
dados reais, com o grafico boxplot dos tempos acumulados entre intervencgoes, das amostras
simuladas a partir das estimagoes obtidas na Tabela 1 e ilustradas na Figura 21. Observou-se
um bom ajuste.

Pode-se perceber que os dados simulados sao centralizados e simétricos, com uma dis-
persao crescente no decorrer dos tempos acumulados entre intervenc¢des. Porém, o crescimento
dos dados mostra uma tendéncia a diminuicdo da taxa de crescimento no tempo de interven-
¢do de ordem 5 para o tempo de intervencao de ordem 6, o que mostra que os reparos estao
piorando ou o sistema esta deteriorando mais rapidamente a partir desse tempo. A média dos

valores das colunas da base de dados reais se ajusta com a mediana da coluna dos dados simulados.

Figura 21 — Comparacao da base de dados referente a tempos de falha de motores de
tratores retirada do relatério de pesquisa (BARLOW; DAVIS, 1977) com a
amostra simulada utilizando as estimacgoes obtidas na Tabela 1 pelo método
proposto para PRGW-Transversal e com 1000 realizagoes, tal anélise foi feita
por meio da comparacao da linha de regressao das médias dos tempos acumu-
lados da base de dados reais com o gréafico bozplot dos tempos acumulados
das amostras simuladas.
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A Esperanca e Variancia sdo calculadas usando as expressoes dadas pelas Equagoes (3.8)

e (3.9), respectivamente. Obtendo os seguintes resultados na Tabela 3.
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Tabela 3 — Esperanca e a variancia para o modelo PRGW, dos tempos entre intervencoes, de
cada um dos tratores, para a base de dados referente aos tempos de falha de motores
de tratores, retirada do relatério de pesquisa (BARLOW; DAVIS, 1977).

Trator (i) [E(7) Var(z) Trator (¢) E(¢) Var(z)
1 6160,77 4.21096-10° 12 6480.11 3,26393-10°
2 6303,61 3,71131-10° 13 6576,19 3,06048-10°
3 622191 3,96944-10° 14 643561 3,36643-10°
4 6160,77 4,21096-10° 15 648462 3,25385-10°
5 6452.27 3.32738-10° 16 7236,57 2,07253-10°
6 6160,77 4,21096-10° 17 6160,77 4,21096-10°
7 6761.65 2,72219-10° 18 6537,14 3,14046-10°
8 6361,45 3,55156-10° 19 6403,52 3.44417-10°
9 11160.2 3,74715-10° 20 619855 4,05376-10°
10 970751 6,58187-10° 21 628244 3,77393-10°
11 642057 3,40244-10° 22 6160,77 4,21096-105

Figura 22 — Densidades dos valores das Esperancas e das varidncias para o modelo PRGW, dos
tempos entre intervencoes, de cada um dos tratores dadas na Tabela 3.
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As médias das esperancas e das variancias, de cada um dos tratores, dadas na Tabela 3,
sao:

E(X;;) =6764,9 e  Var(X;;) = 3,28189-10° (5.5)

5.3 Aplicando o teste de Aderéncia para o PRGW-Transversal

Considerando a base de dados para o estudo transversal e a transformacgao descrita no
Teorema (1), é apresentado nesta Segao a aplica¢do do algoritmo do teste de aderéncia, descrito

no fluxograma da Figura 8 para o PRGW-Transversal. Os testes Anderson-Darling (A-D) e
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Kolmogorov Smirnov (K-S), foram usados para a distribui¢ao exponencial. Casos simulados e

casos reais foram levados em conta.

5.3.1 Base de dados simulados - Teste de Aderéncia

A qualidade e o desempenho do teste de aderéncia proposto para o modelo PRGW-
Transversal é avaliada por meio de conjuntos de dados simulados, assim como a eficacia da
transformagdo do PRGW-Transversal em uma distribui¢do Exponencial por meio de uma mudanca
de variavel, considerando o < 1, @« = 1 e a > 1, que caracterizam respectivamente sistemas em
melhoria, estavel e em deterioragao.

Assim, as varidveis X;;, com i =1,2,...,ne j =0,1,2,...,m, que provem de um PRGW-
Transversal e a transformacao Wi; = (X;; + vij—1)* — vio‘j_l, sao tomadas e em seguida testadas.
O parametro de escala foi fixado em 5 = 4, 89 e os parametros de rejuvenescimento foram gerados
de maneira aleatéria, seguindo uma distribui¢do uniforme de [0, 1]. O coeficiente associado ao
tipo de intervengao, a cada tempo de intervencao foi fixado em Ay, = 0.5, para j =0,1,2,...,m.
Diferentes tamanhos amostrais foram considerados (n = 30, 50, 100).

Para cada configuragao fixada («,n), foram simuladas 100 amostras, de acordo com o
modelo PRGW-Transversal transformado. Nas Tabelas (4, 5 e 6) sao apresentadas distribui¢oes
de frequéncias dos p-valores (p*), de acordo com « e n, para o modelo PRGW-Transversal
transformado, com respeito aos testes de aderéncia: K-S e A-D para a distribui¢do Exponencial.

Pode-se ver que, independentemente dos valores de 3 e n, a contagem de aderéncia da
distribuicdo Exponencial, para o conjunto de dados, referentes ao modelo PRGW-Transversal
transformado é igual ou inferior a seis. Foi considerado que para a base de dados aderir ao
modelo PRGW-Transversal, todas as linhas devem aderir o modelo PRGW, com isso tem-se
uma construgdo binaria. Ou seja, se pelo menos uma linha nao aderiu ao PRGW, entao a base
por completo foi considerada ndo aderir ao PRGW-Transversal, computando-se 1, caso contrario
foi computado 0. Nesta andlise, foi inferida a taxa de erro tipo I, em que é definida como a
probabilidade de rejeitar a hipétese nula dado que a hipdétese nula é verdadeira. Sabe-se que, a

hipétese nula corresponde a afirmagao de que a amostra z;; advém de um PRGW-Transversal.

Tabela 4 — Distribuicao de frequéncia dos p-valores de acordo com o nimero de individuos
n e q € [0,1] gerado de maneira aleatéria, para o teste de aderéncia do modelo
PRGW-Transversal, envolvendo 100 iteragoes, considerando o = 3, 57.

a=3,57 n=30 n=>0 n=100
p-valores A-D K-S A-D K-S A-D K-S
p* <0,01 1 2 0 0 0 0
0,0l <p*<0,03 1 1 1 2 1 2
0,03 <p*<0,06 3 2 3 3 2 1
p* <0,05 5 5 4 5 3 3
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Tabela 5 — Distribuicao de frequéncia dos p-valores de acordo com o niimero de individuos
n e q € [0,1] gerado de maneira aleatdria, para o teste de aderéncia do modelo
PRGW-Transversal, envolvendo 100 iteragoes, considerando o = 0, 57.

a=0,57 n=30 n=>50 n=100
p-valores A-D K-S A-D K-S A-D K-S
» <0,01 11 11 0 1
0,01 <p*<0,03 2 3 2 0 1 1
0,03 <p*<0,06 2 2 2 2 2 1
p* <0,05 5 6 5 3 3 3

Tabela 6 — Distribuicao de frequéncia dos p-valores de acordo com o niimero de individuos
n e q € [0,1] gerado de maneira aleatéria, para o teste de aderéncia do modelo
PRGW-Transversal, envolvendo 100 iterac¢oes, considerando oo = 1.

a=1 n=30 n=>50 n=100
p-valores A-D K-S A-D K-S A-D K-S
p* <0,01 1 0 1 1 0 0
0,0l <p*<0,03 0 2 2 3 1 0
0,03 <p*<0,056 1 0 2 1 3 3
p*<0,05 2 2 5 5 4 3

5.3.2 Base de dados reais - Teste de Aderéncia

Para verificar se realmente a base de dados reais retirada do relatério de pesquisa
(BARLOW; DAVIS, 1977), referente a tempos de falhas de motores de trator provém do modelo
PRGW-Transversal, é necessario proceder com o teste de aderéncia proposto na Subsecao 4.4.1.
Considerando o nivel de significAncia mais utilizado na literatura, ou seja, n = 0.05, tem-se na
Tabela 7 a exposicao dos resultados das estatisticas e p-valores para cada um dos 22 tratores,
considerando os testes de ajustes para distribuigdo exponencial de Anderson-Darling (A-D) e

Kolmogorov-Smirnov (K-S).
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Tabela 7 — Estatisticas e P-valores para o teste de aderéncia aplicado a base de dados
reais retirada do relatério de pesquisa (BARLOW; DAVIS, 1977), referente a
tempos de falhas de motores de tratores. Foi usada os testes para distribui-
¢ao exponencial de Anderson-Darling (A-D) e Kolmogorov-Smirnov (K-S) e
considerando o nivel de significancia de n = 0.05, tem-se que, a base de dados
aderiu ao modelo PRGW-Transversal.

Trator de A-D K-S

nimero Estatistica p-valores Estatistica p-valores
1 1,24062 0,24586 0,42937 0,16085
2 0,85220 0,43560 0,31433 0,49547
3 0,59929 0,63911 0,28513 0,61934
4 2,26740 0,06793 0,50157 0,06419
5 0,84469 0,44059 0,31352 0,49875
6 1,23614 0,24744 0,44635 0,13116
7 1,99976 0,09391 0,56802 0,02341
8 0,60980 0,62916 0,28377 0,62528
9 1,90811 0,10516 0,28862 0,60415
10 0,73375 0,52153 0,30692 0,52584
11 1,38071 0,20182 0,38984 0,24949
12 0,30323 0,93436 0,18286 0,96475
13 0,36411 0,87941 0,26811 0,69347
14 1,23901 0,24643 0,46969 0,09784
15 1,01307 0,34227 0,39651 0,23257
16 0,44285 0,79855 0,27922 0,64519
17 1,41742 0,19752 0,37609 0,28686
18 0,54583 0,69156 0,28576 0,61663
19 0,67174 0,57308 0,27217 0,67590
20 0,47999 0,75945 0,27363 0,66955
21 0,35407 0,88914 0,26594 0,70282
22 1,28718 0,23013 0,43854 0,14420

A partir dos resultados dos p-valores apresentados na Tabela 7, pode-se verificar uma boa
aderéncia do modelo PRGW-Transversal a base de dados, e com isso validar todas as estimagoes
para os parametros obtidas e apresentadas na Tabela 1. Foi construido o grafico quantil-quantil
(Q-Q) dos dados transformados comparados com a distribui¢do exponencial na Figura 23 em
que todos os dados de tempo entre intervencgoes foram transformados a partir do Teorema 1
e se tornaram identicamente distribuidos, mutuamente independentes e passaram a seguir a
distribuicao exponencial, e pode-se observar uma boa aderéncia. No relatério de pesquisa Barlow
e Davis (1977), o autor constréi o grafico Probabilidade-Probabilidade (P-P) comparando os
dados de tempo de falha do motor com o PNHP. E verificado uma melhor aderéncia dos dados
ao modelo PRGW-Transversal do que ao PNHP sugerido no relatorio de pesquisa. O modelo

proposto adere mais
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Figura 23 — Grafico Q-Q dos dados transformados comparados com a distribuicdo expo-

nencial.
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Intervalo de Confianca

6. %1013

5.4.1 Casos Simulados - Intervalo de Confianca Assintéticos Normais e Empi-

ricos

Para que pudesse fazer o estudo dos intervalo de confianga, foram geradas amostras
aleatorias para o = 3.57, 8 = 5.97, n = 100, m = 5, Ay;’s= 0,0.5,1 e g;’s= 0.5. Utilizando

a férmula dada pela Equagao (4.28), obteve-se os seguintes resultados para os intervalos de

confianca assintoticamente normais dos parametros, que podem ser vistos na Tabela 8.

Tabela 8 — Intervalo de confianga dos parametros do modelo PRGW-Transversal para a
base de dados simulados a partir de a = 3.57, § = 5.97, n = 100, m = 5,
Ay;'8=0,0.5,1, g;’s= 0.5 e n = 0.05.

Parametros

Intervalos de Confianca

)\;jSZO

ijs =05

)\’yjs =1

3.08006,3.78627
5.51766,6.18581
0.32588,0.46402
0.39619,0.49399
0.51329,0.60979
0.43369,0.53086

————— —
[t Wt e e IR R 1

3.26751,4.05366]
5.72948,6.37774]
0.44679,0.58319]
0.34364,0.44009]
0.08952,0.21497]
0.33345,0.47968]

2.84341,3.52422
5.41697,6.12768
0.39698,0.55961
0.46170,0.58336
0.51250,0.71353
0.42236,0.74787

—r——r——— —
[t B S i

Pode ser observado na Tabela 8 que, para valores de A,,’s maiores, as amplitudes dos
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IC(gj)’s também aumentam. Isso talvez aconteca pelo fato de que Ay;’s” 1 representam um
reparo seguindo a idade virtual do modelo KI dado pela Equagéo (3.1), em que repara apenas
danos mais recentes, fazendo com que o sistema fique mais instavel nos reparos posteriores. Os
valores para os IC(q;)’s estao dentro de situagoes aceitdveis caracterizando performasses de
manutencdo com cada um dos intervalos correspondendo a um mesmo fenémeno de reparos
imperfeitos.

Os resultados dos intervalos de confianga empiricos dos parametros, para determinados
cenarios, podem ser visualizados nas Figuras 24, 25 e 26. Esses boxplots de simulagbes para os
parametros, se tornam intervalos de confianca empiricos, e ilustram uma ideia do bom desem-
penho do método de estimacao, gerando uma andlise de precisdo das estimacdes baseadas em
simulagoes. Foi adotado o > 2 e ¢’s# 1, somente nesta situacdo que o intervalo de confianca pode
ser adequadamente computado devido as restriges numéricas que pode ser visto em (OLIVEIRA;
FIRMINO; CRISTINO, 2019). Outros autores estudaram intervalos de confianca assint6ticos
para a distribuicdo Weibull restringindo para valores maiores do que 2 (BALAKRISHNAN;
COHEN, 1991; OLIVEIRA; CRISTINO; FIRMINO, 2016).

Foi realizada a andlise apenas dos 5 primeiros tempos de falha/intervengéo em sistemas
hipotéticos, ou seja, um corte no estudo no quinto tempo de intervencdo. Dependendo para
quem se faz a andlise, fabricante ou cliente, é uma quantidade razodvel, e até em alguns casos
suficiente de estudo do comportamento do sistema, podendo ser um estudo mais extenso ou nao.
Normalmente do ponto de vista do fabricante, essa quantidade de falhas é suficiente para que o
sistema tenha finalizado o prazo da garantia contratada pelo cliente, por exemplo. Logo, com
esse tipo de informacao, o fabricante podera otimizar a troca/perda/substituicdo de pegas, para
que o mesmo tenha o maior lucro possivel e também otimiza o estudo com um corte transversal,
do seu interesse.

Nas ilustragoes das Figuras 24 e 25, para cendrios especificos de intervalos de confianga
empiricos para os parametros « e 3, respectivamente, pode-se observar que para valores de
Ay;’s= 0,5, as médias & = 3,581125 e ﬁ: = 5,962825 se aproximam mais do valor real dos
pardmetros o = 3,57 e = 5,97 utilizados para a geracdo das amostras que foram simuladas. Na
Figura 26, para cendrios especificos de intervalos de confianga empiricos para os pardmetros g;’s,
as amplitudes dos intervalos dos valores de ¢;’s, obtidos a partir das 50 iteracoes, vao aumentando
a medida que \y.’s s30 maiores.

A Figura 24 ilustra os intervalos empiricos de @ para um determinado cendrio de para-
metros, pode-se observar que as amplitudes totais e interquatilica sdo maiores para os casos do
KII, o grafico a esquerda e KI, o grafico a direita. Assim como a assimetria dos valores para o
pardmetro «, positiva para o KII e negativa para o KI. O grafico ao centro, possui a distribuigao
dos valores para o parametro «, sendo a mesma centralizada, simétrica e com menos dispersao
e variabilidade em relacdo aos demais graficos da Figura 24. A Figura 25 ilustra os intervalos
empiricos de 8 para um determinado cendrio de pardmetros, também pode-se observar que as
amplitudes totais e interquatilica sdo maiores para os casos do KII, o grifico a esquerda, e KI, o

grafico a direita. A distribuicido dos valores para o pardmetro 8 é assimetria, para os dois graficos
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Figura 24 — Foi realizada 50 iteracoes do calculo das estimagoes dos parametros o de uma
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amostra gerada para a = 3,57, f = 5,97, n = 100, m = 5, A;’s

0,0.5,1

e ¢j’s= 0,5 e os resultados estao resumidos nestes bozplots onde podem ser
visto que empiricamente & = 3, 648273 quando \;’s= 0, & = 3,581125 quando

Aj’s= 0,5 e & = 3,601242 quando \;’s= 1.
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qj’s= 0.5 e os resultados estao resumidos nestes bozplots, onde podem ser
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citados, negativa para o KII e positiva para o KI. O grafico ao centro, possui a distribuicao

centralizada e simétrica dos valores para o pardmetro f3.

Figura 26 — Foi realizada 50 iteragoes do céalculo das estimacoes dos parametros o de uma
amostra gerada para o = 3.57, § = 5.97, n = 100, m = 5, A,;’s= 0,0.5,1
e g;'s= 0.5 e os resultados estao resumidos nestes boxplots onde pode ser
visto que empiricamente ¢, = 0.5105919, ¢» = 0.453834, ¢5 = 0.4582509,
d1 = 0.4513594 quando A,’s= 0. ¢, = 0.4955688, ¢ = 0.5081378, ¢ =
0.5629033, gy = 0.481171 quando A,,’s= 0.5 e ¢; = 0.5072803, ¢» = 0.5508522,
¢3 = 0.5620784, ¢4 = 0.5461774 quando \,,'s= 1.
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A Figura 26 ilustra os intervalos empiricos de q1, g2, g3 € q4, para um determinado cendrio
de parametros, observa-se que o grafico da esquerda que representa o modelo KII, para todos
os tempos de intervencoes estudados, existe uma grande dispersdo e assimetria negativa na
distribuicao dos valores dos pardmetros de rejuvenescimento/envelhecimento. No gréfico central
que representa a mistura dos modelos KI e KII, a distribuicdo dos valores dos parametros de
rejuvenescimento/envelhecimento é simétrica, porém nao tao centralizada. No grifico da direita
que representa o modelo KI existe uma assimetria negativa para q1, assimetria positiva para g2 e
simetria para g3 e q4. Os graficos, central e a direita, apresentam uma pequena dispersao para qi
que vai aumentando ao longo dos tempos analisados e apresentando uma dispersao maior para

g4 com uma grande amplitude.

5.4.2 Base de dados reais - Intervalo de Confianca Assintéticos Normais

Utilizando a féormula dada pela Equacao (4.28) e as expressoes obtidas na Segdo 4.5 para
o PRGW-Transversal, e considerando a base de dados reais retirada do relatério de pesquisa
(BARLOW; DAVIS, 1977), foram obtidos os seguintes resultados para os intervalos de confianga
assintoticamente normais dos parametros apresentados na Tabela 9.

Pode-se observar, na Tabela 9, que as amplitudes dos intervalos de confianca assintotica-
mente normais se tornam maiores a medida que os tempos de interven¢ées aumentam. Os valores

para os 1C(q;)’s estdao dentro de situacoes aceitaveis caracterizando performasses de manutencao
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Tabela 9 — Intervalo de confianca dos parametros estimados para n = 0,05, considerando
o modelo PRGW-Transversal, para a base de dados referente aos tempos de
falha de motores de tratores, retirada do relatério de pesquisa (BARLOW;
DAVIS, 1977).

Pardmetros Intervalo de Confianga

1C(a) [3.25332, 3.35921]
IC(f) [5999.46, 7735.39)
10(4) 0.31592, 0.64448]
1C(g) 0.19436, 0.41976]
1C(gs) [0.33496, 0.55929)]
1C(Gy) 0.22724, 0.52672]
1C(Gs) [1.81355, 2.13017]

com cada um dos intervalos correspondendo a um mesmo fenémeno. Sendo os q1,¢2,q3 € g4
representando fendmenos de reparos imperfeitos e g5 representando fenémeno de reparo pior do
que antes da intervencdo. Isso provavelmente se deve, pelo fato, das colunas referentes as ultimas

intervencoes possuirem uma quantidade excessiva de imputacoes.

5.4.2.1 Esperanca e Variancia dos dados reais

Calculando a esperanca e a varidncia para o modelo PRGW, dos tempos entre intervencgoes,

de cada um dos tratores, usando para isso as Equagoes (3.8) e (3.9), tem-se a Tabela 10.

Tabela 10 — Esperanca e a variancia para o modelo PRGW, dos tempos entre intervengoes,
de cada um dos tratores.

Trator (i) E(4) Var(7) Trator (i) E(7) Var(i)
1 6160,77 4,21096-10° 12 6480,11 3,26393-10°
2 6303,61 3,71131-10° 13 6576,19 3,06048-10°
3 6221,91 3,96944-10° 14 6435,61 3,36643-10°
4 6160,77 4,21096-10° 15 6484,62 3,25385-10°
5 645227 3,32738-10° 16 7236,57 2,07253-10°
6 6160,77 4,21096-10° 17 6160,77 4,21096-10°
7 6761,65 2,72219-10° 18 6537,14 3,14046-10°
8 6361,45 3,55156-10° 19 6403,52 3,44417-10°
9 11160,2 3,74715-10° 20 619855 4,05376-10°
10 9707,51 6,58187-10° 21 628244 3,77393-10°
11 6420,57 3,40244-10° 22 6160,77 4,21096-10°

As médias aritméticas das esperancas e das varidncias, de cada um dos tratores, dadas

na Tabela 10, sao:

22 s 22 ,
— E(4) S Var(i)
]Ezg 526764,9 e Varzg 29
i=1 i=1

=3,28189 - 10° (5.6)
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CAPITULO 0

Consideracoes Finais

Este trabalho, complementa os estudos encontrados na literatura sobre Processo de
Renovacao Generalizado, mais especificamente, PRGW. As andlises sdo realizadas tradicional-
mente de maneira longitudinal, obtendo-se pardmetros tinicos para cada processo. O modelo
PRGW-Transversal proposto, analisa os dados transversal ou bidimensionalmente, obtendo-se
parametros de rejuvenescimento/envelhecimento especificos para cada ordem de intervengao do
processo.

O modelo necessita de uma base de dados formada por n sistemas atéomicos, independen-
tes e identicamente distribuidos, isto é, pertencentes a mesma populagao. Sendo assim o modelo
analisado tempo a tempo de intervenc¢do, levando em conta todos os individuos, obtendo-se com
isso modelos com 2 pardmetros no primeiro tempo, 3 parametros no segundo tempo, 5 no terceiro
tempo, 7 no quarto tempo, e assim por diante. Sendo j o indice da intervengao, tem-se para j > 1,
a quantidade de (25 — 1) pardmetros, e para j = 1, tem-se 2 pardmetros no modelo proposto.

O modelo permite que a cada intervencao de ordem j seja re-avaliado a qualidade do
reparo do sistema por meio de g; e A\j no sistema estudado, e com isso proporcionando mais
precisao nas interpretacoes das qualidades dos reparos ao longo da vida operacional do sistema e
melhor tomada de decisdes. Existe uma grande dificuldade na literatura na obtengdo de base de
dados com informacoes suficientes para que possa aplicar esse modelo.

Para verificar o ajuste de um conjunto da base de dados de desempenho ao modelo
PRGW-Transversal, é ajustado um teste de aderéncia encontrado na literatura, baseado numa
transformagao dos dados por uma lei de poténcia, em que os dados transformados passam a
seguir a distribuicdo Exponencial com pardmetro (3%), sendo utilizada inicialmente por Oliveira,
Cristino e Firmino (2016). Para este trabalho, o teste de aderéncia diferencia-se do original ao
considerar o estudo bidimensional ao obter as estimac¢des dos pardmetros « e 3, que compoem o

parametro da exponencial da transformacao, além dos parametros g;’s e \;’s que desaparecem
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na transformacao, considerando os n PRGW’s analisados, para se concluir a aderéncia da base
dados ao modelo PRGW-Transversal.

Com o estudo dos diversos cendrios construidos com as amostras geradas, pode-se ilustrar
e verificar o desempenho do modelo, do método de estimagao, da eficidcia do teste de aderéncia
com o estudo da distribui¢do do p-valor, do estudo de algumas formas de imputagoes de dados
em base de dados com lacunas, e da anélise de alguns cenarios do intervalo de confianca empiricos
e assintéticos normais, com restrigdo para o > 2.

Para ilustrar a utilidade do modelo PRGW-Transversal, foi aplicado a uma base de dados
reais referente a tempos de falhas de motores de tratores, acompanhados durante aproxima-
damente 23000 horas de funcionamento, num total de 22 tratores e 6 tempos de parada. Os
dados possuiam censura a direita, e com isso muitas lacunas, onde primeiramente procedeu com
formatagado da base de dados, em que preencheu-se as lacunas com valores referente as médias
das colunas que representam as intervengoes.

FEm seguida, admitindo que os dados aderiam ao PRGW, foi realizada a estimagao dos
11 parametros e validados com o teste de aderéncia dos dados ao modelo através dos testes
estatisticos de Anderson-Darling e Kolmogorov-Smirnov, com o nivel de significincia n = 0, 05.
Verificou-se uma boa aderéncia dos dados, e com validacao das estimagoes obtidas para os para-
metros obteve-se os intervalos de confianca assintéticos normal para cada um dos parametros.

Com os resultados pode-se concluir que o sistema de tratores estd em deterioracio e para
todos as ordem de estimagoes os niveis de reparo foram satisfatérios, exceto na tltima ordem de
intervencao que o reparo se caracterizaria em pior do que antes, isso se deve, provavelmente, pelo
fato da grande quantidade de imputac¢des na ultima coluna na base de dados. A base de dados
apresentada em(BARLOW; DAVIS, 1977) teve melhor ajuste ao modelo PRGW-Transversal do
que ao modelo PNHP sugerido no relatério de pesquisa.

Os valores para os IC(q;)’s estao dentro de situacoes aceitdveis caracterizando perfor-
masses de manutencdo com cada um dos intervalos correspondendo a um mesmo fendémeno,
tanto para os dados reais como para os dados simulados. O que mostra um bom desempenho na
determinacao dos intervalos de confianca.

Como trabalho futuro, pode-se aplicar o modelo PRGW-Transversal a base de dados
oncopediatricos em parceria com o IMIP para estudo dos varios tipos de tratamento a que os
pacientes sdo submetidos. E assim, tentar verificar qual o tratamento ou fase do tratamento
que precisa de maior atencado ou mudanga de tomada de decisdao, e com isso possibilitar maior
qualidade de vida e melhor tratamento. Pode-se considerar também um modelo do PRGW-
Transversal em que os parametros « e 8 sejam distintos a cada intervencao. Na criacio de diversos
tipos de cendrios e contribuicdo na otimizagao do célculo da garantia estendida, contratadas de
equipamentos. E por fim, pode-se fazer uma anélise precisa do comportamento dos pardmetros

do PRGW-Transversal, utilizando Inferéncia Bayesiana.
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APENDICE A

Relacao dos parametros de Forma « e de rejuvenescimento ¢

Foram considerados até o 10° tempo de intervencao ou intervencao de indice 10 e foram
geradas 1000 amostras para o PRGW fixando os pardmetros 3 e A’s e para alguns cenarios de o/s
e ¢’s. Sabe-se que quanto maior o tempo entre a ocorréncia de eventos indesejaveis em um sistema,
maior a credibilidade do sistema e melhor efetividade nas operagoes de reparo e no seu nivel
de melhoria apés a intervencao. Além disso, para . > 1, quanto menor o valor de ¢, melhores
serdo as intervencgoes e para o < 1, quanto maior o valor de ¢, melhores serdo as intervencgoes,
visto que, vj_; é diretamente proporcional ao parametro ¢ (FERREIRA; FIRMINO; CRISTINO,
2015).

As Tabelas (11,12) e as Figuras (27,28) mostram que sistemas modelados via PRGW
e que estdo em processo de melhoria, quanto maior o valor do parametro de rejuvenescimento,
maior serd o nivel de melhoria no sistema imposto pela realizacdo das intervengoes que pode ser
observado pelo intervalo de tempos entre as intervengoes acumulados, uma vez que aumentam.
O crescimento dos tempos é maior no caso dos dados gerados e expostos na Tabela 12 do que os
da Tabela 11, assim como o crescimento maior no grafico da Figura 28 em relacdo a Figura 27.
O crescimento dos tempos diminui consideravelmente quando o valor de o aumenta, pode ser

visto nas amplitudes dos boxplots, assim como a simetria da distribuicao dos dados.

A Figura 29 mostra que para sistemas modelados via PRGW e que estdo em processo de
deterioracao, quanto menor os valores do pardmetro de rejuvenescimento, maior serd o nivel de
melhoria no sistema imposto pela realizacdo das intervengoes, observado pela diminui¢ao dos
intervalos de tempos entre as interven¢des acumulados. O intervalo entre a ocorréncia dos eventos

é menor no grafico superior direito em relagdo ao grafico superior esquerdo, e no gréafico inferior
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Tabela 11 — Sumario referente aos dados, para 1000 amostras gerada para o PRGW, com
a=0.25 =002 ¢g=15eX=0.5.

Minimo 1° Quartil Mediana Média  3° Quartil Méaximo

1* Intervencgao 0 0.00011  0.00453 0.46812 0.07813 53.26485
2% Intervencao 0 0.01173  0.12431 2.35993 0.76857 181.4252
3* Intervencao 0 0.1268 0.7831  6.0874 3.6177 584.4393
4? Intervencao 0 0.4006 2.488 14.4249 11.3598 814.6217
5% Intervencgao 0 1.424 6.358 25.73 23.875 1117.099
6* Intervencao 0.0022 3.3068  13.0492 52.5417 49.1303 1151.806
7* Intervencao 0.003 6.481 23.986  85.612 79.846 3416.928

8* Intervencgao 0.067 12.376 45.122  144.304 139.625 4205.7
9% Intervencao 0.015 18.372 68.444 192.213 205.357 6660.808
10* Intervencao 0.015 33.381  108.678 301.649 321.573 5173.495

Tabela 12 — Sumario referente aos dados, para 1000 amostras gerada para o PRGW, com
a=0.25 =002 g=3eA=0.5.

Minimo 1° Quartil Mediana Média  3° Quartil Méximo

1* Intervencao 0 0.00014  0.00569 0.41075 0.07263 43.10575
2% Intervencao 0 0.02258  0.18699 3.17601 1.10492  265.2235
3% Intervencao 0.0001 0.2397 1.5539 11.9993 6.945 766.6207
4* Intervencao 0.0001 1.0742 6.2882 30.2371 24.2497 972.7632
5* Intervencgao 0.001 4.015 18.655  85.063 72.929 3251.241

6 Intervencao 0.038 14.394 51.787 193.769 174.195 5130.256
7% Intervengao 0.465 39.248  126.246 423.539 386.388 14351.55
8 Intervencao 0.043 80.663  299.783 969.345 945.67 30330.59
9* Intervencgao 0.04 168.74 519.23 1597.64 1768.77 38870.53
10* Intervencao 0.69 357.35  1077.87 2908.78 3306.05 49746.74

Figura 27 — Relacao entre os parametros de forma a e de rejuvenescimento ¢ para amostras
PRGW para a < 1, que caracteriza um sistema em melhoria. Com « = 0.75,
8=0.02,g=15eA=0.5.
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Figura 28 — Relacao entre os parametros de forma a e de rejuvenescimento ¢ para amostras
PRGW para o < 1, que caracteriza um sistema em melhoria. Com o = 0.75,
=002, g=3eX=0.5.
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esquerdo em relacdo ao grafico inferior direito. Além disso pode-se notar que quanto maiores c,
os intervalos de tempo entre as intervenc¢oes acumulados sdo menores, e o crescimento é maior, a
distribuicdo é menos assimétrica e menos dispersa com amplitudes totais e interquatilica (entre
os 1° e 3° quartis) menores.

Quando a = 1, o parametro ¢ se torna irrelevante e os tempos entre as intervencoes sdo
idénticos e distribuidos exponencialmente. Nesta situacao, o sistema é considerado sem memoria
uma vez que Hazard function é constante ao longo do tempo (depende apenas de (), como pode

ser visto na Figura 5.
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Figura 29 — Relacao entre os parametros de forma a e de rejuvenescimento ¢ para amostras
PRGW para a > 1, que caracteriza um sistema em deterioracao.
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APENDICE B

Pseudo-Codigo realizado no Wolfram Mathematica

B.1 EstimacGes dos parametros

# Entrada: Amostra de tempos realizados entre as intervengdes x[i,j], de tamanho
n linhas e m colunas.

# Saida: As estimagdes dos pardmetros para o modelo PRGW-Transversal.

1- Estimando « e 8 considerando a primeira coluna e i = 1,2, ..., n:

1vi[M_, alfa_, beta_] = M x[alfa/beta] + (alfa — 1) * Sum[[x[i, 1]/beta], {i, M }] —
Sum[(z[i, 1]/beta) @) {i, M}];

FindMaximum[{lv1[n, o, 8], ] > 0}, {a, 3}, {8, 4}]

2-Obtendo (@,B);

3- Estimando ¢; considerando a segunda coluna e i =1,2,...,n:

1v2[qf[1]_, M_, alfa_, beta_]l] = M x ([alfa] — [beta]) + (alfa — 1) * Sum|[Log|(z][i,2] +
v[i, 1])/betal, {i, M }]+Sum[((v[i, 1] /beta) @), {i, M} —Sum[(((z[i, 24+v[i, 1]) /beta) @), {i, M}];
FindMaximum[lv2[qf[1],n, o, 8], > 0}, {qf[1],0.5}]

For[i =1,i <n—+1,i+ +,v[i,1] = qlf * x[i, 1]];

4-Obtendo (1) e vli, 1];

5- Estimando ¢; e A\j com j > 2 até j = m e considerando a (j+1)—ésima coluna e i = 1,2,...,n:
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lvlqf [j-11_, 1f[j-11_, M_, alfa_, beta_] = Mx([alfa]—[beta])+(alfa—1)*Sum[[(x[i, j]+
vli, j— 1)) fbetal, {i, M} +Sum[((v]i, j — 1] /beta) @) — (((x[i, j]+v[i,  —1]) /beta) @), {i, M});
FindMaximum[{lv[qf[j — 1],1f[j — 1],n,, 8], > 0,1f[j — 1] >=0,1f[j — 1] <= 1},{qf[j — 1],0.5},
{Ufl7 = 1,05} 0[0, — 1 =o[i,j = 2]« If[j — 1 +qf[j —1x*vli,j — 2] +qf[j — xzli,j—1] -
Ul = U *qf[j — 1] xv[i,j — 2]

6-Obtendo (G;j_1,\j—1) e v[i,j — 1] no tempo j;

B.2 Teste de Aderéencia

# Entrada: dados x[i,j], das estimagdes a, 3, ¢j’s e A\;’s para j =1,...,m e i =

1,...,n, do nivel de significancia n = 0.05;
# Saida: se p —walor < n ent8o os dados nfo advém de um PRGW-Transversal.
1) Alimentando os dados z;; e as idades virtuais v;;

Forpt=1l,i<n+1,7++,v
ori=1l,1<n+4+1,i++,v

2,

e

1, qlf *x[i, 1]];

[ [,0] =

| 1] =
For[i=1,i <n+1,i++,0[i,2] = v[i, 1] « 12f + q2f xv[i, 1] + q2f * x[i, 2] — (2f % q2f x v[i, 1]];
For[i=1,i<n+1,i++,v[,3] =v[i,2] « I3f + q3f * v[i,2] + ¢3f * x[i,3] — [3f * ¢3f * v[i, 2]];
For[i=1,i <n+1,i++,v[i,4] = v[i,3] x l4f + g4 f * v[i, 3] + ¢4 f = x[i, 4] — l4f * g4 f % v[i, 3]];
For[i =1,i <n+1,i++,v[i,5] = v[i,4] * I5f + ¢5f *v[i,4] + ¢bf * [i,5] — I5f * g5 f * v[i, 4]];
For[z- Lyi<n+1,i++,v[i,6] = v[i,5] «I6f + q6f *v[i,5] + ¢6f * x[i,6] — I6f * g6 f * v[i, 5]];

For[i =1,i<n+1,i++,v[i,m| =v[i,m — 1] «Imf +qgmf xv[i,m — 1] + gmf * z[i,m] — Im f *
gmf xvli,m —1]};

2) Realizando a transformacao das entradas x [i, j| para wi,j] com j=1,..mei=1,...,n:
For[j =1,j <m+1,j++,Forli = 1,i <n+1,it++ wli,j] = (2[i, j]+vli, j—1])* = (v[i, - 1])*];

3) Calculando p-valor para varias estatisticas de teste, variando i = 1,2,...,m

H=DistributionFitTest|Table[w[i, j|, j, m], ExponentialDistribution[1/5]%, “HypothesisTestData”;

H["TestDataTable”, All]

Y
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APENDICE C

Tabela de resumo da estatistica-descritiva do Estudo do

PRGW-Transversal

Com o intuito de fornecer mais informagoes sobre os graficos das Figuras (10 — 14),
apresenta-se nas Tabelas (13-24) os resumos das estatisticas descritivas das amostras geradas e
das 100 amostras simuladas para cada cenario apresentado.

As Tabelas 13 e 14 se referem ao gréfico da Figura 10, as Tabelas 15 e 16 se referem ao
grafico da Figura 9, as Tabelas 17 e 18 se referem ao grafico da Figura 11, as Tabelas 19 e 20 se
referem ao grafico da Figura 12, as Tabelas 21 e 22 se referem ao grafico da Figura 13, e por fim,

as Tabelas 23 e 24 se referem ao grafico da Figura 14.
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Tabela 13 — Resumo estatistico para amostra gerada de tamanho n = 100 individuos para
m = 10 tempos de intervengoes e valores o = 4,945 que reflete um sistema
em deterioracao, 8 = 5,457, ¢;’s= 0,5 e Ay, ’s= 0, 5.

Minimo  1° Quartil Mediana Média 3° Quartil Maximo
1° Intervencao 1,563 4,419 5,341 5,151 5,983 7,521
2° Intervencao 0,01792 1,65588  2,65733  2,67376 3,61337  6,08963
3° Intervencao 0,1419 1,5263 2,209 2,1549 2,9396 4,754
4° Intervencao 0,05869 1,0319  1,68157  1,82308 2,59017  4,91749
5° Intervengao 0,07807 0,91278  1,67784  1,67694 2,29829 4,16784
6° Intervencao 0,1091 0,9302 1,4708 1,7287 2,3443 4,438
7° Intervencao 0,06838 0,93531  1,69583 1,7388 2,48216  4,40652
8° Intervencao 0,02909 0,97826 1,7843  1,84998 2,61949 48124
9° Intervencao  0,005382  0,932988 1,719043 1,764998  2,548977  4,23923
10° Intervencao 0,1629 0,945 1,8512 1,8622 2,6322  4,5254

Tabela 14 — Resumo estatistico de 100 amostras simuladas a partir dos resultados das
estimacoes da amostra gerada e resumida na Tabela 13.

Minimo  1° Quartil Mediana Média 3° Quartil Maximo
1° Intervengao 0,9871 4,3707 5,1941 5,1319 5,9445 8,6668
2° Intervencao  0,008722  1,840239 2,710962 2,712022  3,575066 7,051484
3° Intervencao  0,001305  1,.276722 2,088326 2,119746  2,891577 6,807856
4° Intervencao  0,000336  1,050559 1,792057 1,849783 2573757  5,95509
5° Intervencao  0,000184  0,847524 1,525089 1,610809  2,270254  5,61164
6° Intervencao  0,000089  1,008059 1,746698 1,806283 2,51399 5,891375
7° Intervencao  0,000184  0,949045 1,647836 1,716199  2,386964 5,392003
8° Intervencao  0,000674  1,049406 1,791187 1,851137 2571359 5,711956
9° Intervencao  0,000725  0,983788 1,702851 1,762208  2,451633 6,077141
10° Intervencao 0,003049  1,022765 1,779487 1,830264  2,547913  5,80592

Tabela 15 — Resumo estatistico para amostra gerada de tamanho n = 100 individuos para
m = 10 tempos de intervencoes e valores a = 0, 245 reflete um sistema em
melhoria, 8 = 5,457, ¢;’s= 0,5 e A, ’s= 0, 5.

Minimo 1° Quartil Mediana Média 3° Quartil Maximo

1° Intervencao 0 0,018 1,333 148,868 10,121 10755,02
2° Intervencao 0,003 2.181 22.193 803.61 151.732  28911.17
3° Intervencao 0,18 12,71 79,16  1628,05 442,98 37529,17
4° Intervencao 2,625 42215 222,437 1080,524 962,292 17726,95
2° Intervencao 2,189 118,5 483,115 1929,495  1976,385 22878,96
6° Intervencao 0,063 140,159 729,186 2831,135  2340,488 27738,51
7° Intervengao 4,72 211,38 885,18  4407,99 3048,48 76442,77
8° Intervencao 5,56 351,66  1953,75  7023,32 59954,96 141554,8
9° Intervencao 0,8 454.,9 2065,6 4643,8 5731,5  48638,8

10° Intervencao 13,64 1288,21 3008,2 7711,9 8269,06 73401,36
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Tabela 16 — Resumo estatistico de 100 amostras simuladas a partir dos resultados das
estimacoes da amostra gerada e resumida na Tabela 15

Minimo  1° Quartil Mediana Média 3° Quartil Maximo
1° Intervencao  0,000003  0,145103 0,562597  1,36723  1,655267 27,87723

2° Intervencgao 0,016 51,463 139,905 247,961 323,851 3748,053
3° Intervencao 0,024 218,615 572,998 1004,045  1293,986 14012,02
4° Intervencgao 0,106 368,292 987,487 1719,882  2254.871 26807,57
5° Intervencao 0,13 582,06  1544,72  2708,13 349479  48179,8
6° Intervencao 0,13 710,93 192949  3467,83 448286 64364,14
7° Intervencgao 0,44 2341,69  6265,89 10951,93  14104,13 1655221
8° Intervencao 0,14 1974,94 5133,2  9205,23  11944,88 227457,3
9° Intervencao 0,64 2232,51  5821,41 10239,69  13396,61 1780524
10° Intervengao 0,12 3052,05  8041,89 14065,33  18282,46 232128,1

Tabela 17 — Resumo estatistico para amostra gerada de tamanho n = 100 individuos para
m = 10 tempos de intervengoes e valores o = 4,945 que reflete um sistema
em deterioragao, 8 = 5,457, ¢;’s= 0,015 refletem uma reparagao proxima da
condi¢ao tao bom quanto novo e A,.’s= 0, 5.

Minimo 1° Quartil Mediana Média 3° Quartil Maximo

1° Intervencao 2,22 4,536 5,199 5,165 5,894 7,859
2° Intervencao 1,862 4,198 4,849 4,842 5,481 7,932
3° Intervencao 0,8864 3,913 4,86 4,7192 5,555 7,3901
4° Intervencao 1,49 4,127 4,972 4,9 5,671 7,345
5° Intervencao 1,696 4,195 483 4,822 5,635 7,307
6° Intervencgao 1,726 3,841 4,545 4,657 5,541 7,143
7° Intervencao 1,704 4,265 5,052 4,923 5,645 6,713
8° Intervencao 1,603 4,311 5,042 5,014 5,658 7,329
9° Intervencao 2,169 4,301 4,973 5,03 5,741 7,313
10° Intervencao 1,931 4,12 4,893 4,873 5,471 7,268

Tabela 18 — Resumo estatistico de 100 amostras simuladas a partir dos resultados das
estimagoes da amostra gerada e resumida na Tabela 17

Minimo 1° Quartil Mediana Média 3° Quartil Maximo
1° Intervencao 0,6267 4,3983 5,22 5,1495 5,9771 8,6036
2° Intervencao 0,4345 4,0674 48744 48137 5,6199  8,2935
3° Intervencao 0,2477 3,9577 4,7941 47178 5,5407  8,1176
4° Intervencao 0,5712 4,1816 4,9602 4,9003 5,6912  8,7336

5° Intervencao 0,147 4,046 4,873 4,798 5,608 8,156
6° Intervencao 0,3314 3,8857 4,7088 4,6489 5,4749 8,22
7° Intervencao 0,7001 4,131 4,936 4,8756 92,6901 8,7302
8° Intervencao 0,8188 4,2216 02,0453  4,9863 5,7973 8,5827
9° Intervencao 0,7234 4,25 92,0513  4,9856 92,7981 8,375

10° Intervencao  0,5025 4,1672 49781 4,9074 95,7071 8,4879
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Tabela 19 — Resumo estatistico para amostra gerada de tamanho n = 100 individuos para
m = 10 tempos de intervencoes e valores a = 4,945 que reflete um sistema
em deterioracgao, 5 = 5,457, g;’s= 1 refletem uma reparacao na condicao tao
ruim quanto velho e A,.’s= 0, 5.

Minimo  1° Quartil Mediana Média 3° Quartil Maximo
1° Intervengao 2,022 4,429 5,226 5,055 5,792 6,937
2° Intervencao 0,01217 0,3014  0,68344  0,84072 1,21848  2,71032
3° Intervencao  0,001528  0,270726 0,606758 0,726431  1,033189 3,028308
4° Intervencao  0,002177  0,078868  0,28348 0,410529  0,652526 1,615427
5° Intervencgao 0,00457 0,10587  0,25088  0,37523 0,53052  1,64099
6° Intervencao 0,01837 0,1314 0,31124  0,36216 0,48308  1,29931
7° Intervengao  0,004624  0,078102 0,209334 0,310941  0,386749 1,966723
8° Intervencao  0,004825  0,064357 0,126277 0,180703  0,245173  0,63044
9° Intervencao 0,00491 0,05654 0,1428  0,19735 0,28398 0,8645
10° Intervencao 0,001766  0,050367 0,129099 0,208219  0,336817 0,994975

Tabela 20 — Resumo estatistico de 100 amostras simuladas a partir dos resultados das
estimacgoes da amostra gerada e resumida na Tabela 19

Minimo  1° Quartil Mediana Média 3° Quartil Maximo
1° Intervencao 0,9181 4,4555 5,155 5,0851 5,7798 7,9259
2° Intervencao 0,00004 0,28211  0,65321  0,86665 1,24907  4,94717
3° Intervencao  0,000139  0,256364 0,571296 0,718278  1,046366 3,913243
4° Intervencao 6,1E-06  0,128711  0,30202 0,415491  0,592802 2,744655
5° Intervencao 7,5E-06  0,117894 0,277413 0,372671  0,526172 2,545209
6° Intervencao  6,92E-05  0,110971 0,263682 0,355837 0,50478  2,322759
7° Intervencao  0,000165  0,096209 0,228313 0,307739  0,435633 2,239621
8° Intervencao  0,000005  0,058135 0,136407 0,194301 0,27225 1,426232
9° Intervencao  0,000049  0,056266 0,132032 0,189041  0,262353 1,440442
10° Intervencao  6,9E-06  0,062273 0,146676 0,206516 0,28971 1,784834
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Tabela 21 — Resumo estatistico para amostra gerada de tamanho n = 100 individuos para
m = 10 tempos de intervencoes e valores a = 4,945 que reflete um sistema
em deterioracio, 8 = 5,457, ¢;'s= 0,5 e A\, ’s= 1 que reflete o modelo Kijima
I de reparagao.

Minimo  1° Quartil Mediana Média 3° Quartil Maximo

1° Intervencao 2,008 4,467 9,224 5,067 2,803 7,472
2° Intervencao 0,04273 2,01406  2.90695  2,82277 3,60529  5,42441
3° Intervencao 0,079 0,6268 1.217 1.3707 1,9065 4,701

4° Intervencao  0,000956  0,452927 0,926788 1,012677  1,379633 2,818246
5° Intervencao  0,003667  0,348086 0,754789  0,90445  1,287476 2,920664
6° Intervencao 0,01433 0,20233  0,57548  0,72576 1,09614 2,8594
7° Intervencao 0,02772 0,25678  0,49303  0,59921 0,86571  1,88313
8° Intervencao  0,002941  0,161035 0,345835  0,46985  0,648487 1,869823
9° Intervencao 0,01104 0,22227  0,39446  0,55072 0,75699  1,98109
10° Intervencao 0,004185  0,092728 0,234612 0,334193  0,491897 1,558707

Tabela 22 — Resumo estatistico de 100 amostras simuladas a partir dos resultados das
estimacgoes da amostra gerada e resumida na Tabela 21

Minimo  1° Quartil Mediana Média 3° Quartil Maximo
1° Intervengao 0,5565 4,3594 5,1153 5,0548 5,826 8,4406
2° Intervencao  0,002043  2,036655 2,835782 2,808289  3,592631 6,968142
3° Intervencao  0,000179  0,667313 1,275977 1,395002  1,984216 5,257804
4° Intervencao  0,000746  0,429373 0,898596 1,026218  1,478549 4578438
5° Intervencao  0,000414  0,402908 0,833259 0,951161  1,374387 3,963555
6° Intervencao  0,000013  0,287667 0,637473 0,759715  1,108384 3,511931
7° Intervencao  0,000216  0,233696 0,516494 0,635559  0,917094 3,751767
8° Intervencao  8,31E-05 0,16764 0,392579 0,497609  0,718064 2,748924
9° Intervencao  0,000093  0,183234 0,418784 0,534042  0,772682 3,588836
10° Intervengao 4,14E-05 0,10278 0,241342  0,32568  0,460236 2,199182
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Tabela 23 — Resumo estatistico para amostra gerada de tamanho n = 100 individuos para
m = 10 tempos de intervencoes e valores a = 4,945 que reflete um sistema
em deterioracio, 8 = 5,457, ¢;'s= 0,5 e A, ’s= 0 que reflete o modelo Kijima
IT de reparacao.

Minimo  1° Quartil Mediana Média 3° Quartil Maximo
1° Intervencao 1,966 4,535 5,087 5,019 5,741 7,204
2° Intervencao 0,03653 1,70377 236893 241667 3,22001  5,46012
3° Intervencao  0,001597  1,440253 2,471798 2,470168  3,426342 5,548022
4° Intervencao 0,2512 1,5179 2,4336 2,3994 3,1692 4,8688
5° Intervencgao 0,07751 1,4488  2,66678  2,59443 3,61443  6,01516
6° Intervencao 0,4406 2,1006 2,5711 2,7336 3,513 5,7559
7° Intervencao 0,07382 1,7867 2,4188 2,4712 3,13319  5,30063
8° Intervencao 0,05588 1,59742 2,993 251766 3,37222  6,39371
9° Intervencao 0,3087 2,0671 2,5522 2,6417 3,349 5,117
10° Intervencao  0,09034 1,59177  2,54271  2,52801 3,45101  6,01361

Tabela 24 — Resumo estatistico de 100 amostras simuladas a partir dos resultados das
estimacgoes da amostra gerada e resumida na Tabela 23

Minimo  1° Quartil Mediana Média 3° Quartil Maéaximo
1° Intervencao 0,9606 4,2633 5,0718 5,0048 5,7999 8,4128
2° Intervencao  0,004784  1,606639 2,451517  2,46539  3,277284 6,442662
3° Intervencao  0,003358 1,58158 2,388867 2,404843  3,188772 6,525397
4° Intervencao  0,000797  1,612859 2401592 2,413918 3,19819 6,363025
5° Intervencao  0,000278  1,794403 2,608373 2,598779  3,380495 6,707484
6° Intervencao  0,001178 1,8729 2,684436 2,673214  3,474873 6,918925
7° Intervencao  0,000053  1,688991  2,52517 2,520661  3,322463 6,619835
8° Intervencgao 0,00079 1,70138  2,50538  2,51579 3,30747  6,31535
9° Intervencao  0,000906  1,779124 2593445 2580017  3,378226 6,584334
10° Intervencao 0,000202  1,767347 2,574691 2,574868  3,369945  6,27991
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ANEXO A

Distribuicao Weibull

A distribuicao Weibull (WEIBULL, 1951) est& relacionada ao tempo de ocorréncia de
determinados eventos de interesse, e possui muitas aplicacbes nas areas de confiabilidade e
sobrevivéncia (COLOSIMO; GIOLO, 2006), por exemplo: nas dreas de engenharia (JO; CHA-
KRABORTY; KIM, 2015); (BISTOUNI; JAHANSHAHI, 2015); (CRIADO et al., 2015), medicina
(QUINN; QUINN, 2010); (MALEHI; POURMOTAHARI; ANGALI, 2015), meteorologia (LEE
et al., 2015); (SAFARI; GASORE, 2010) e hidrologia (HEO; BOES; SALAS, 2001).

Uma varidvel aleatéria X segue uma distribui¢do Weibull, com parametros (o, /3), respec-
tivamente parametros de forma e de escala, com a > 0 e 8 > 0, se sua Funcdo de Distribuicao

Acumulada (FDA) é dada pela expressao:

Fx(z|a,pB) = {1 — exp [— (;)T } 0,00y (). (A.1)

em que Ijy ooy (7) é a funcdo indicadora ou unitéria, e possui valor igual a 1 se x € [0,00) e 0 caso
contrario. Logo diz-se que X ~ Weibull(a, ).

A funcao densidade de probabilidade (fdp) da Weibull é obtida derivando-se a FDA dada
pela Equacao (A.1), obtendo a expressao:

fx(ela,B) = {g (5) exp - (5) ] } T0.00) (). (A.2)

em que /(g 0)(7) é a fungdo indicadora, e possui valor igual a 1 se x € (0,00) e 0 caso contrério.

Fazendo-se uma anélise da primeira e segunda derivadas da fdp da Equagao (A.2),
obtém-se as seguintes conclusdes a respeito da forma do grafico. Considerando qualquer valor

para 8 > 0, tem-se que para o < 1 a curva é cOncava para cima e estritamente decrescente, para



77

a =1 a fdp da Weibull serd igual a exponencial. Todavia se a < 1, a fdp da Weibull é semelhante

a—1

1/
> ) , crescente se

a exponencial. Para o > 1 a curva tem ponto de maximo em = = (3 <

1/a 1/ .
r<f (QT_I) e decrescente se x > (8 (O‘T_l) , com casos particulares para a < 3 e a > 3.

Para a > 3 a curva se aproxima de uma distribui¢cdo normal.

A Fungao Geradora de Momentos (FGM) da distribuicio Weibull é dada pela expressao:
t
My () = BT (a + 1) , (A.3)

em que I'(a) = [7°t* T exp(—t)dt é a fungdo gama completa e a > 0 é o parametro de forma da
distribuigdo Weibull. Uma propriedade importante é I'(a + 1) = al'(a). A esperanca e a variancia

sao respectivamente dadas por:
1 9 2 5 (1
E(X) =T a+1 e Var(X)=p*|T a—l—l -T a—l—l . (A4)

A Hazard function é dada pela expressio:

hx (z) = % (A.5)

em que a expressao no denominador representa a sobrevivéncia. A Hazard function para a

distribuicao Weibull é
o (x

a—1
hx(ela.8) = 5 (ﬁ) T0.00) (), (A.6)

em que /(g ) (x) é a fungdo indicadora que possui valor igual a 1 se x € (0,00) e 0 caso contrario.

A Hazard function pode ser:

e Monodtona crescente se o > 1;
e Monodtona decrescente se 0 < a < 1;

e Constante se v = 1.

A fdp dada pela Equagdo (A.2), pode ser escrita em uma forma paramétrica alternativa fazendo

0= % > 0, em que 6 é chamado pardmetro de taxa.

A.1 Distribuicao Weibull de trés parametros ou Distribuicao Wei-

bull deslocada

A distribuicdo Weibull é considerada de 1 pardmetro quando toma-se o pardmetro de
forma a = 1, e tem-se a distribuicdo exponencial de pardmetro de escala 5. A distribuicao
Weibull considerada de 2 pardmetros foi exposta pela fdp da Equacao (A.2). Ja a distribuicao

Weibull ¢ considerada de 3 pardmetros quando é acrescido o parametro de localizagdo ou locacao
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w1 junto a varidvel z na distribuicao Weibul de 2 parametros, obtendo a seguinte expressao para

sua fdp:

o+ ulaBon) = (x;“)a_lexp - (5 ] omte + . (A7)

e com FDA dada pela expressio:

F(otula g =1 - exp [~ (S22) 1oy a4 ). (A8)

A esperanca e a variincia sdo respectivamente dadas por:

E(X 4 u) = T (i—i—l) —p e Var(X +p) = g (P(Z+l> —1? (;H)) (A.9)
E a Hazard function e dada pela expressao:
a (x4 p\t
ix(elafion =5 (“51) Tono (@) (A.10)

Deslocar a distribuicao inteira de x a uma distancia de p unidades na reta real, deslocara
a média de X por u unidades, mas tal deslocamento nao afetara a dispersado da distribuicdo ao
redor da média, ao somar a x um valor u positivo, a curva da distribuicao serd deslocada para a
esquerda em p unidades de distancia, e se subtrair um valor u positivo, a curva sera deslocada

para a direita em p unidades de distancia.
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ANEXO B

Dados de tempo entre falhas de motores de tratores.

Base de dados referente aos tempos de falha de motores de trator, retirada do artigo
(BARLOW; DAVIS, 1977). A base de dados possui informagoes referentes a 22 tratores observados

durante 23.000 horas de funcionamento.

Tabela 25 — Retirada do artigo (BARLOW; DAVIS, 1977).

Horas Trator Horas entre Data de

Trator Motor em operagao  operagao Falha
1 1 8230 8230 16/06/1971
2 1 5085 5085 16/04/1970
2 2 8501 3416 24/06/1971
3 1 3826 3826 11/10/1971
3 2 6983 3157 10/11/1972
4 1 10950 10950 08/05/1972
5 1 6052 6520 01/06/1970
5 2 12040 5988 21/08/1974
6 1 6367 6367 07/06/1971
7 1 7774 7774 10/08/1970
7 2 12035 4261 11/01/1972
7 3 19520 7485 28/12/1973
8 1 4394 4394 08/08/1969
8 2 9415 5021 24/02/1971
8 3 13069 3654 08/03/1972




Horas Trator Horas entre Data de
Trator Motor em operacao  operagao Falha
9 1 10517 10517 21/09/1970
9 2 13783 3266 02/07/1971
9 3 20970 7187 11/07/1973
9 4 20988 18 14/08/1973
9 5 22273 1285 12/03/1974
9 6 22507 234 16/04/1974
10 1 2690 2690 08/05/1967
10 2 6922 4232 30/04/1970
10 3 10815 3893 20/10/1971
10 4 12988 2173 14/06/1972
10 5 17751 4763 19/11/1973
10 6 19458 1707 15/08/1974
11 1 6259 6259 26/03/1968
11 2 9994 3735 14/02/1972
12 1 5278 5278 28/06/1965
12 2 6949 1671 26/07/1966
12 3 9484 2535 09/10/1967
12 4 17383 4899 04/03/1971
13 1 6378 6378 01/08/1966
13 2 11374 4996 11/05/1972
13 3 12771 1397 09/01/1973
14 1 6385 6385 14/09/1966
14 2 11359 4974 15/05/1970
15 1 6578 6578 03/08/1966
15 2 7860 1282 22/03/1967
15 3 9719 1859 22/05/1968
16 1 5161 5161 15/04/1965
16 2 6332 1171 12/11/1965
16 3 11288 4956 04/11/1969
16 4 16249 4961 11/07/1972
16 5 18780 2531 27/06/1973
17 1 6717 6717 26/10/1966
18 1 6869 6869 01/11/1967
18 2 8790 1921 10/12/1968
18 3 13315 4525 08/05/1971
19 1 5556 5556 03/04/1967
19 2 6293 737 09/08/1967
19 3 7679 1386 18/05/1968
19 4 9931 2252 20/12/1972
20 1 3268 3268 30/07/1971
20 2 6091 2823 31/05/1972
21 1 4815 4815 21/01/1972
21 2 8388 3573 12/03/1973
22 3 6150 6150 31/10/1969
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