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RESUMO

O controle estatístico de processos (CEP) é um dos eixos que contemplam a área de controle de qua-
lidade. Os gráficos de controle, uma das ferramentas do CEP, foram originalmente desenvolvidos
para monitorar processos industriais. Entretanto, nos últimos anos, sua aplicação tem se mostrado de
grande relevância nomonitoramento de variáveis em diferentes contextos. Em alguns casos, o objetivo
é monitorar o comportamento de variáveis que assumem valores nos intervalos [0,1) ou (0,1], isto é,
variáveis com inflação de zeros ou uns. Tendo em vista a limitação de gráficos de controle apropriados
para monitorar variáveis nos intervalos (0,1] e [0,1), o respectivo trabalho de tese visa propor gráficos
de controle baseados na distribuição gama unitária inflacionada. Dessa forma, inicialmente, propomos
a distribuição gama unitária inflacionada em zero e um e derivamos suas principais propriedades. Adi-
cionalmente, apresentamos expressões para a obtenção dos estimadores de máxima verossimilhança
dos parâmetros e conduzimos simulações para avaliar a performance dos intervalos de confiança e
testes de hipóteses, em amostras de tamanho finito. Na formulação do modelo, partimos de uma para-
metrização em que a distribuição proposta é expressa em termos da média da distribuição inflacionada.
Essa parametrização torna-se mais atrativa, tendo em vista que em gráficos de controle quando o tama-
nho do subgrupo é maior que 1, é comum o interesse em monitorar a média do processo. Além disso,
duas aplicações a dados reais são apresentadas para ilustrar a aplicabilidade da distribuição proposta.
Na sequência, propomos o gráfico de controle gama unitária inflacionado para o monitoramento de
variáveis que assumem os valores zero ou um. Na formulação do gráfico proposto, assumimos que
a variável monitorada segue distribuição gama unitária inflacionada. Um extenso estudo de simula-
ção de Monte Carlo foi realizado para avaliar a performance dos gráficos de controle em termos de
comprimento da sequência. Realizamos uma comparação entre o gráfico de controle gama unitária
inflacionado e o gráfico de controle beta inflacionado, a partir de duas abordagens. Na primeira, con-
sideramos observações individuais e na segunda, subgrupos amostrais de tamanho m = 8, 15, 30 e 50.
Os resultados numéricos evidenciam que o gráfico proposto apresentou bom desempenho nas duas
abordagens consideradas. Com base em aplicações a conjunto de dados reais, é possível verificar que
o gráfico de controle proposto pode ser considerado uma boa alternativa para o monitoramento de
variáveis definidas nos intervalos (0,1] e [0,1).

Palavras-chave: Gráficos de controle, dados inflacionados, distribuição gama unitária inflacionada,
taxas e proporções.



ABSTRACT

Statistical process control (SPC) is one of the pillars of quality control. Control charts, one of the
tools in SPC, were originally developed to monitor industrial processes. However, in recent years, its
application has highly relevant in monitoring variables in different contexts. In some cases, the aim
is to monitor the behavior of variables that take on values in the intervals [0,1) or (0,1], i.e. variables
with an inflation of zeros or ones. In view of the limitation of control charts suitable for monitoring
variables in the intervals (0,1] and [0,1), this thesis aims to propose control charts based on the inflated
unit gamma distribution.We propose the unitary gamma distribution inflated at zero and one and derive
its main properties. In addition, we present expressions for obtaining maximum likelihood estimators
for the parameters and conduct simulations to evaluate the performance of confidence intervals and
hypothesis tests on finite sample sizes. In formulating the model, we started with a parameterization
in which the proposed distribution is expressed in terms of the mean of the inflated distribution. This
parameterization is more attractive because in control charts, when the size of the subgroup is greater
than 1, it is common to monitor the average of the process. In addition, two applications to real data are
presented to illustrate the applicability of the proposed distribution. Next, we propose the inflated unit
gamma control chart, for monitoring variables that take on the values zero or one. In formulating the
proposed graph, we assume that the monitored variable follows an inflated unit gamma distribution.
An extensive Monte Carlo simulation study was carried out to evaluate the performance of the control
charts in terms of sequence length. We compared the inflated unit gamma control chart and the inflated
beta control chart using two approaches. In the first, we considered individual observations and in the
second, sample subgroups of size m = 8, 15, 30 and 50. The numerical results show that the proposed
graph performed well in the two approaches considered. Based on applications to real data sets, it
can be verified that the proposed control chart can be considered a good alternative for monitoring
variables defined in the intervals (0,1] and [0,1).

Keywords: Control charts, inflated data, inflated unit gamma distribution, rates and proportions .
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1 INTRODUÇÃO GERAL

A área de modelagem estatística tem buscado o desenvolvimento de modelos cada vez mais
realistas e que possibilitem a descrição de variáveis de diversos tipos. Os modelos estatísticos para ex-
plicar variáveis no intervalo unitário, como taxas ou proporções, foram propostos por alguns autores
(FERRARI; CRIBARI-NETO, 2004; ESPINHEIRA; SILVA, 2020; PUMI et al., 2020). No entanto,
em alguns casos, nos deparamos com variáveis que assumem, inclusive, os valores 0 e 1 com proba-
bilidade positiva. Para que seja possível modelar tais variáveis, foram propostas distribuições mistas,
denominadas de distribuições inflacionadas. Essas distribuições são resultado da composição entre
duas distribuições, isto é, uma mistura entre uma distribuição contínua no intervalo (0,1) e a distribui-
ção de Bernoulli, cuja massa de probabilidade é concentrada em 0 ou 1. Vários autores apresentam
a generalização de modelos contínuos para situações em que a variável aleatória assume valores nos
intervalos (0,1], [0,1) ou [0,1] (OSPINA; FERRARI, 2012; CRIBARI-NETO; SANTOS, 2019; COR-
PES, 2021; BAPAT; BHARDWAJ, 2021). Através dessas generalizações, é possível construir modelos
que possam captar a massa de probabilidade concentrada nos pontos zero, um ou ambos, conforme o
caso.

O controle de qualidade é uma área da estatística destinada a aplicação de métodos para o
monitoramento de processos. Em algumas situações, a variável ou característica de qualidade moni-
torada pode estar distribuída nos intervalos (0,1] ou [0,1). Neste sentido, através dessas distribuições
inflacionadas também é possível construir gráficos de controle para omonitoramento desses processos.
Lima-Filho et al. (2019) propuseram o gráfico de controle beta inflacionado para monitorar conjuntos
de dados limitados no intervalo unitário padrão. O gráfico de controle proposto é baseado no pressu-
posto de que os dados seguem distribuição beta inflacionada. Além disso, recentemente, Lima-Filho
et al. (2023) propuseram um gráfico de controle para o monitoramento de variáveis ambientais infla-
cionadas em zero ou um, a partir da distribuição Kumaraswamy. Neste sentido, o desenvolvimento
de gráficos de controle baseados em novas distribuições inflacionadas no intervalo unitário é de suma
importância, uma vez que podem conferir maior flexibilidade no monitoramento de variáveis, princi-
palmente em situações onde os gráficos já propostos podem não ser apropriados.

A distribuição gama unitária (GRASSIA, 1977) é uma distribuição contínua no intervalo
unitário padrão (0,1). Essa distribuição mostra-se bastante flexível, podendo assumir diversas formas
(DEY et al., 2019). Alguns autores já exploraram essa distribuição e estudaram a mesma sob diversos
aspectos. Mousa et al. (2016) apresentam o modelo de regressão para variáveis contínuas que tomam
valores em um intervalo limitado, a partir da distribuição gama unitária. Mazucheli et al. (2018b)
derivaram correções de viés de segunda ordem para os estimadores de máxima verossimilhança dos
parâmetros. Diferentes métodos de estimação para os parâmetros da distribuição gama unitária são
abordados por Dey et al. (2019). Ho et al. (2019) propuseram gráficos de controle tomando como base
a distribuição gama unitária.
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Tendo em vista a limitação de gráficos de controle apropriados para monitorar variáveis que
assumem valores nos intervalos (0,1] ou [0,1) e a importância emmonitar essas variáveis, o respectivo
trabalho de tese visa propor gráficos de controle baseados na distribuição gama unitária inflacionada.
Neste sentido, inicialmente, propomos a distribuição gama unitária inflacionada em zero e/ou um e
derivamos suas principais propriedades. Na formulação do modelo, partimos de uma parametrização
similar a apresentada por Bayes e Valdivieso (2016), em que é possível modelar a média da distri-
buição inflacionada. Em seguida, propomos o gráfico de controle gama unitária inflacionado para o
monitoramento de variáveis que assumem valores nos intervalos (0,1] ou [0,1). Na construção do grá-
fico proposto, assumimos que a variável monitorada segue distribuição gama unitária inflacionada.
Para avaliar o desempenho do gráfico de controle proposto, utilizamos as medidas Average Runing
Length - ARL, Median Run Length - MRL e Standard Deviation of Run Length - SDRL (MONTGO-
MERY, 2009; AHMAD et al., 2019; TEOH et al., 2017), bastante difundidas na literatura. Além disso,
apresentamos duas aplicações a conjunto de dados reais para ilustrar a aplicação do gráfico proposto.

Os resultados apresentados a seguir (em formato de artigo) estão estruturados como segue.
No segundo Capítulo apresentamos os resultados referentes ao primeiro artigo da tese. Ele é composto
pela apresentação da distribuição gama unitária inflacionada, suas principais propriedades, estudos de
simulação para avaliar estimadores pontuais e intervalares e a performance de testes de hipóteses.
Adicionalmente, apresentamos duas aplicações a dados reais. Na sequência, terceiro Capítulo, apre-
sentamos os resultados do segundo artigo, isto é, o gráfico de controle baseado na distribuição gama
unitária inflacionada. Realizamos estudos de simulação para avaliar o desempenho do gráfico de con-
trole proposto e comparamos os resultados com o gráfico de controle beta inflacionado (LIMA-FILHO
et al., 2019). Por último, para ilustrar a aplicabilidade do gráfico proposto, apresentamos duas aplica-
ções a banco de dados reais. No Capítulo 4, trazemos uma conclusão geral com o objetivo de sumarizar
as principais contribuições do estudo e pontos importantes em cada uma das etapas.
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2 DISTRIBUIÇÃO GAMA UNITÁRIA INFLACIONADA E SUA APLICA-
ÇÃO NA MODELAGEM DE DADOS DE SANEAMENTO BÁSICO

RESUMO: A distribuição gama unitária é adequada para modelar variáveis no intervalo (0,1). Em
alguns cenários, no entanto, o conjunto de dados pode conter os valores zero e/ou um com probabili-
dade positiva. Neste caso, a modelagem é direcionada para variáveis restritas aos intervalos (0,1], [0,1)
ou [0,1], sendo necessário, portanto, considerar distribuições apropriadas. Neste artigo, propomos a
distribuição gama unitária inflacionada e apresentamos suas principais propriedades. Derivamos ex-
pressões para a obtenção dos estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros da distribuição.
Além disso, são conduzidas simulações para avaliar a performance dos intervalos de confiança e testes
de hipóteses, em amostras de tamanho finito. Adicionalmente, apresentamos aplicações a dados reais
para ilustrar o uso da distribuição proposta e realizamos uma comparação com outras distribuições in-
flacionadas da literatura. A distribuição gama unitária inflacionada apresenta resultados satisfatórios
quanto ao ajuste de variáveis no contexto de saneamento básico e mostra-se uma potencial concorrente
para as distribuições beta e Kumaraswamy inflacionadas. Além disso, algumas distribuições inflacio-
nadas propostas na literatura estimam a média ou mediana considerando apenas a parte contínua do
modelo, o que pode trazer algumas limitações práticas, ao contrário da distribuição proposta em que
é possível estimar a média da distribuição inflacionada.

Palavras-chave: Dados inflacionados, distribuição gama unitária inflacionada, estimador de máxima
verossimilhança, saneamento básico.

ABSTRACT: The unit gamma distribution is suitable for model variables in the interval (0,1). In some
scenarios, however, the dataset may contain values zero and/or one with probability positive. In this
case, the modeling is directed to variables restricted to intervals (0, 1], [0, 1) or [0,1], being necessary,
therefore, to consider appropriate models. This paper proposes inflated unit gamma distribution and
present its main properties. We derive expressions to obtain the maximum likelihood estimators of
the distribution parameters. Additionally, simulations are conducted to evaluate the performance of
confidence intervals and hypothesis tests, in finite sample sizes. Furthermore, we present applications
to real data to illustrate the use of the proposed distribution and perform a comparison with other in-
flated distributions in the literature. The inflated unit gamma distribution presents satisfactory results
regarding the adjustment of variables in the context of basic sanitation and proves to be a potential
competitor for the inflated beta and Kumaraswamy distributions. Furthermore, some inflated distribu-
tions proposed in the literature estimate the mean or median considering only the continuous part of
the model, which may bring some practical limitations, unlike the proposed distribution in which it is
possible to estimate the mean of the inflated distribution.

Keywords: Inflated data, inflated unit gamma distribution, maximum likelihood estimator, basic sa-
nitation.
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2.1 INTRODUÇÃO

As distribuições de probabilidade podem ser caracterizadas como instrumentos de grande
importância na descrição de fenômenos aleatórios. Atualmente, no campo da estatística, existe o inte-
resse no desenvolvimento de novas classes de distribuições a fim de fornecer maior flexibilidade na
modelagem de dados e, assim, englobar o maior número de fenômenos aleatórios. Algumas dessas no-
vas distribuições, frequentemente, têm como característica principal serem resultado da composição
entre duas oumais distribuições e são denominadas de distribuições de mistura (YOO, 2004; OSPINA;
FERRARI, 2010; RAHMAN et al., 2022; FERREIRA; MAZUCHELI, 2022).

A distribuição gama unitária (GU), proposta por Grassia (1977), ganhou relevante destaque
na literatura ao longo dos anos. Ratnaparkhl e Mosimann (1990) usaram esta distribuição para derivar
algumas novas distribuições tomando a GU como uma distribuição condicional. A distribuição GU
também pode ser usada como uma alternativa para as distribuições beta (JOHNSON et al., 1995), sim-
plex (BARNDORFF-NIELSEN; JØRGENSEN, 1991),Weibull unitária (MAZUCHELI et al., 2018a),
Kumaraswamy (KUMARASWAMY, 1976) e Kumaraswamy modificada (SAGRILLO et al., 2021).
Ratnaparkhl e Mosimann (1990) estudaram a transformação logarítmica e tipo lambda de Tukey na
distribuição gama unitária. Por outro lado, Mousa et al. (2016) propuseram o modelo de regressão
GU, ao passo que Mazucheli et al. (2018b) derivaram correções de viés de segunda ordem para os
parâmetros dessa distribuição. Dey et al. (2019) realizaram comparações de métodos de estimação
para a distribuição GU, enquanto Ho et al. (2019) consideraram a distribuição GU como base para a
construção de gráficos de controle para monitorar taxas e proporções. Rocha et al. (2021) propuseram
um resíduo baseado no vetor escore, além de medidas de influência local sob diferentes esquemas de
pertubarção para regressão gama unitária e modelaram a variável percentual de pessoas fora da linha
de pobreza no cenário mundial. Os autores realizaram uma comparação com a distribuição beta e ve-
rificaram um melhor ajuste da distribuição GU. A distribuição GU também se mostra muito útil no
campo aplicado, sendo utilizada para estimar a densidade de bactérias ou vírus em ensaios de diluição
(GRASSIA, 1977).

A distribuição GU modela variáveis no intervalo (0,1). No entanto, em alguns cenários, o
conjunto de dados pode conter os valores zero e/ou um com probabilidade positiva e, assim, a dis-
tribuição GU não pode ser utilizada. Nesta situação, a modelagem é direcionada para variáveis que
assumem valores nos intervalos (0,1], [0,1) ou [0,1], sendo necessário analisar tais conjuntos de dados
usando distribuições inflacionadas apropriadas. Neste contexto, Ospina e Ferrari (2010) introduziram
a classe de distribuições beta inflacionadas, em que é permitido a presença de valores zero e/ou um
nos dados. A palavra inflacionada sugere que a massa de probabilidade em alguns pontos excede o
que é permitido pelo modelo proposto (TU, 2006). A ideia por trás de distribuições inflacionadas, no
contexto de distribuições contínuas no intervalo (0,1), é considerar que a distribuição dos dados é uma
mistura entre uma distribuição contínua definida no intervalo (0,1) e a distribuição de Bernoulli, a qual
atribui probabilidades aos inteiros 0 e 1.
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Algumas distribuicões inflacionadas foram propostas na literatura com a finalidade de mode-
lar variáveis dessa natureza. Por exemplo, Cribari-Neto e Santos (2019) apresentaram a distribuição
Kumaraswamy inflacionada em zero e/ou um. Além de estudos de simulação, os autores apresentam
uma aplicação a dados reais que retrata condições de saneamento (acessibilidade a água encanada e
banheiro dentro da residência) para os municípios brasileiros. Para essa distribuição, os autores Bayer
et al. (2021) propuseram o modelo de regressão Kumaraswamy inflacionado, com aplicação a dados
de abastecimento de água e saneamento no Brasil. O modelo é usado para avaliar o impacto de dife-
rentes variáveis condicionantes na proporção de pessoas que vivem em domicílios com abastecimento
de água e esgoto inadequados nos municípios. Uma outra proposta é a distribuição Lindley unitária
inflacionada em zero e um (BAPAT; BHARDWAJ, 2021). Os autores discutem algumas propriedades
e apresentam estudos de simulação. Além disso, também comparam o ajuste da distribuição proposta
com as distribuições beta e Kumaraswamy inflacionadas. Martinez-Florez et al. (2022a) apresentam
a distribuição Birnbaum-Saunders unitária bimodal e fazem uma aplicação a dados inflacionados em
zero e um. A partir de aplicações a dados reais e levando em conta a flexibilidade da distribuição
Birnbaum-Saunders unitária bimodal, os autores evidenciaram um melhor desempenho em utilizar o
modelo de regressão baseado na distribuição proposta em comparação ao modelo de regressão beta
inflacionado. Ainda, Martinez-Florez et al. (2022b) propuseram a distribuição Birnbaum-Saunders
unitária inflacionada e mostraram, através de uma aplicação, a vantagem de usar a distribuição pro-
posta em relação à distribuição beta inflacionada. Liu et al. (2020b) propuseram a distribuição simplex
inflacionada em zero e um para modelar proporções contínuas com excesso de zeros e/ou uns. Os au-
tores também desenvolveram o modelo de regressão simplex inflacionado, apresentaram estudos de
simulação e discutiram uma aplicação a dados de permanência hospitalar.

Embora tenham ocorrido avanços importantes com relação a modelagem de dados no inter-
valo unitário com inflação de zeros e/ou uns, ainda é possível ampliar os métodos para o estudo de
variáveis dessa natureza. Neste artigo, propomos a distribuição gama unitária inflacionada em zero
e/ou um, com uma abordagem diferente da apresentada nos trabalhos citados anteriormente. Conside-
ramos uma reparametrização semelhante ao artigo de Bayes e Valdivieso (2016), em que a distribuição
é expressa em termos da média da distribuição gama unitária inflacionada. Essa parametrização torna-
se mais atrativa para fins de modelagem de regressão e gráficos de controle, por exemplo, uma vez
que temos o interesse em modelar a média da distribuição.

O artigo está organizado como segue. Na Seção 2.2, apresentamos a distribuição gama uni-
tária inflacionada e suas principais propriedades, dentre elas a função densidade de probabilidade,
função de distribuição acumulada, valor esperado, variância e aspectos inferencias. Na Seção 2.3, re-
alizamos um extenso estudo de simulação de Monte Carlo para avaliar o comportamento dos estima-
dores pontuais. Adicionalmente, são apresentados resultados de simulação para avaliar a performance
dos intervalos de confiança e testes de hipóteses assintóticos em amostras de tamanho finito. Na Seção
2.4, apresentamos a utilidade da distribuição proposta através de aplicações a conjuntos de dados reais.
Por fim, na Seção 2.5, são feitas algumas considerações finais.
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2.2 DISTRIBUIÇÃO GAMA UNITÁRIA

A distribuição gama unitária, proposta por Grassia (1977), é adequada para modelar variáveis
no intervalo unitário (0,1).Mousa et al. (2016) propuseram uma reparametrização da distribuição gama
unitária com densidade dada por:

gu(y;µ,ϕ) =

(
µ1/ϕ

1−µ1/ϕ

)ϕ

Γ(ϕ)
y

µ1/ϕ

1−µ1/ϕ
−1
[
log

(
1
y

)]ϕ−1
, 0< y,µ < 1, e ϕ > 0. (1)

O r-ésimo momento de uma variável aleatória que segue distribuição gama unitária é dado por:

E(Y r) = µ[
µ1/ϕ +(1−µ1/ϕ)r

]ϕ , (2)

comvalor esperado e variância dados, respectivamente, porE(Y ) =µ eV ar(Y ) =µ{(1/(2−µ1/ϕ)ϕ)−
µ}. Sua função de distribuição acumulada pode ser escrita da seguinte forma:

GU(y;µ,ϕ) = 1−
γ
(
ϕ, µ1/ϕ

1−µ1/ϕ (− logy)
)

Γ(ϕ)
, (3)

em que γ(·, ·) é a função gama incompleta inferior, definida por γ(a,x) =
∫ x
0 t

a−1e−tdt. A distribuição
gama unitária é bastante flexível, podendo assumir diversas formas de acordo com os valores de seus
parâmetros. A Figura 2.1 ilustra a densidade gama unitária para diferentes valores de µ e ϕ.
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Figura 2.1 – Função densidade da gama unitária para diferentes valores de µ e ϕ.

Conforme exposto, a distribuição gama unitária é adequada para modelar variáveis que per-
tencem ao intervalo unitário, isto é, y ∈ (0,1). Entretanto, em algumas situações o interesse recai em
investigar variáveis que assumem valores nos intervalos (0, 1], [0, 1) ou [0, 1] e, nestes casos, é reco-
mendada a utilização de distribuições inflacionadas. Essa metodologia envolve a mistura entre duas
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distribuições, sendo a distribuição de Bernoulli e uma distribuição contínua. Assim, fazendo uso des-
sas distribuições, é possível atribuir probabilidades aos pontos onde ocorre a inflação, podendo ser em
zero, um ou ambos.

2.2.1 Distribuição proposta

A função densidade de probabilidade de uma variável aleatória Y que segue distribuição
gama unitária inflacionada em zero e um, Y ∼ GUIm (δ0, δ1,µ,ϕ), pode ser expressa por:

f(y;δ0, δ1,µ,ϕ) =


δ0, se y = 0,

(1− δ0 − δ1)gu(y;µ;ϕ), se y ∈ (0,1),
δ1, se y = 1.

(4)

em que δ0 denota a probabilidade de Y assumir valor 0, δ1 a probabilidade de Y ser igual a 1, gu(y;µ;ϕ)
é a função densidade da distribuição gama unitária apresentada em (1), 0 < δ0 < 1, 0 < δ1 < 1, 0 <
δ0 +δ1 < 1, µ∈ (0,1), isto é, µ é amédia condicional da variável resposta dado que y ∈ (0,1) e ϕ> 0. A
média e a variância de uma variável aleatória Y ∼ GUIm(δ0, δ1,µ,ϕ) são expressas, respectivamente,
por:

E(Y ) = δ1 +(1− δ0 − δ1)µ

e

V ar(Y ) = δ1(1− δ1)+(1− δ0 − δ1)
[
σ2

GU −2µδ1 +µ2(δ0 + δ1)
]
,

em que σ2
GU é a variância de uma variável aleatória que segue distribuição gama unitária, isto é,

σ2
GU = µ

{
1

(2−µ1/ϕ)ϕ
−µ

}
.

Usualmente, as distribuições inflacionadas têm como parâmetro a média condicional e não
a média da distribuição inflacionada. No entanto, para modelos de regressão e gráficos de controle,
por exemplo, torna-se mais interessante modelar a média da distribuição inflacionada, já que nos dois
contextos estamos interessados em modelar ou monitorar a média do modelo e do processo, respec-
tivamente. Se considerarmos um modelo de regressão no qual a variável resposta segue distribuição
GUIm(δ0, δ1,µ,ϕ), o parâmetro µ representa a média condicional, ou seja, µ = E(Y |y ∈ (0,1)). As-
sim, considerando uma variável que pode assumir valores no intervalo [0,1], como é o caso do índice
de esgoto tratado em um município, a média estimada sob essa abordagem não leva em consideração
os municípios em que o índice for igual a zero ou igual 1 (100% de esgoto tratado).

Neste sentido, de forma similar ao trabalho de Bayes e Valdivieso (2016), reparametrizamos
a distribuição gama unitária inflacionada (4) com o objetivo de modelar a média da distribuição gama
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unitária inflacionada e não a média da distribuição gama unitária. Note que o valor esperado de Y ∼
GUIm(δ0, δ1,µ,ϕ), γ = E(Y ), depende de µ e é restrito aos valores de δ0 e δ1, de acordo com

δ1 < γ < 1− δ0.

Assim, para permitir que os parâmetros do modelo sejam estimados sem restrições, sugerimos a se-
guinte parametrização

γ = δ1 +(1− δ0 − δ1)µ, α0 = δ0
1−γ

e α1 = δ1
γ
, (5)

com γ ∈ (0,1),α0 ∈ (0,1),α1 ∈ (0,1) e ϕ> 0. Considerando a nova parametrização e usando a notação
Y ∼ GUIm(α0,α1,γ,ϕ), tem-se que

E(Y ) = γ,

V ar(Y ) = α1γ(1−α1γ)+γ(1−α1)


2−

(
γ(1−α1)

1−α0(1−γ)−α1γ

)1/ϕ
−ϕ

−γ(1+α1)

 ,

são, respectivamente, a média e a variância da distribuição gama unitária inflacionada reparametrizada.
O r-ésimo momento de uma variável aleatória com distribuição gama unitária inflacionada é dado por

E(Y r) = α1γ+(1−α0(1−γ)−α1γ)µr,

em que µr é o r-ésimo momento ao redor de zero da distribuição gu(µ,ϕ) dada em (1). Sua função
densidade de probabilidade é dada por

f(y;α0,α1,γ,ϕ) =


α0(1−γ), se y = 0

(1−α0(1−γ)−α1γ)gu
(
y; γ(1−α1)

1−α0(1−γ)−α1γ ,ϕ
)
, se y ∈ (0,1)

α1γ, se y = 1.
(6)

Uma outra vantagem dessa proposta é que a expressão anterior pode ser estendida para os
casos em que a variável de interesse assume apenas um dos extremos, conforme Equação (4), com
δ0 = 0 e δ1 > 0 (distribuição gama unitária inflacionada em um), δ0 > 0 e δ1 = 0 (distribuição gama
unitária inflacionada em zero) ou δ0 = δ1 = 0 (distribuição gama unitária). Quando a distribuição é
inflacionada em um, temos que γ = δ1 +(1− δ1)µ e α1 = δ1

γ , por outro lado, quando a distribuição é
inflacionada em zero, temos que γ = (1 − δ0)µ e α0 = δ0

1−γ . A função de distribuição acumulada de
uma variável aleatória Y ∼ GUIm (α0,α1,γ,ϕ) é expressa por:
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F (y;α0,α1,γ,ϕ) =



0, se y < 0
α0(1−γ), se y = 0

α0(1−γ)+(1−α0(1−γ)−α1γ)GU
(
y; γ(1−α1)

1−α0(1−γ)−α1γ ,ϕ
)
, se 0< y < 1

1, se y ≥ 1.

A Figura 2.2 apresenta diferentes densidades da variável aleatória que segue distribuição
GUIm em zero e/ou um para diferentes valores de α0, α1, γ e ϕ.
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Figura 2.2 – Função densidade de probabilidade da gama unitária inflacionada para diferentes valores de α0, α1,
γ e ϕ.
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2.2.2 Estimação

Nesta seção, apresentamos o procedimento para estimação dos parâmetros que indexam a
distribuição gama unitária inflacionada reparametrizada. A estimação do vetor de parâmetros θ =
(α0,α1,γ,ϕ)⊤ é realizada através do método de máxima verossimilhança. Dessa forma, podemos re-
escrever a função densidade de probabilidade de Y como

f(y;α0,α1,γ,ϕ) = [α0(1−γ)]1{0}(y) [α1γ]1{1}(y)

× [(1−α0(1−γ)−α1γ)gu(y; µ̌,ϕ)](1−1{0}(y))(1−1{1}(y)) , (7)

em que 1A(y) é a função indicadora que é igual a 1 se y ∈ A e 0 se y ̸∈ A e µ̌= γ(1−α1)
1−α0(1−γ)−α1γ .

Seja uma amostra aleatória y= (y1, . . . ,yn)⊤. A função de verossimilhança,L(θ), de θ = (α0,α1,γ,ϕ)⊤

dada a amostra é expressa por:

L(θ) =
n∏

i=1
f(yi;α0,α1,γ,ϕ)

= [α0(1−γ)]
∑n

i=11{0}(yi) [α1γ]
∑n

i=11{1}(yi)

×
n∏

i=1
[(1−α0(1−γ)−α1γ)gu(yi; µ̌,ϕ)](1−1{0}(yi))(1−1{1}(yi)) .

Assim, podemos escrever a função de log-verossimilhança, ℓ(θ), como:

ℓ(θ) =
n∑

i=1
1{0}(yi) log [α0(1−γ)]+

n∑
i=1

1{1}(yi) log [α1γ]

+
n∑

i=1
(1−1{0}(yi))(1−1{1}(yi)) logc+

n∑
i=1

(1−1{0}(yi))(1−1{1}(yi)) loggu(yi; µ̌,ϕ),

em que c= 1−α0(1−γ)−α1γ e

loggu(yi; µ̌,ϕ) = ϕ log
(

µ̌1/ϕ

1− µ̌1/ϕ

)
− logΓ(ϕ)+ logyi

(
µ̌1/ϕ

1− µ̌1/ϕ
−1

)
+(ϕ−1) log

[
log

(
1
yi

)]

é a log-densidade da distribuição gama unitária. Note que

∂ loggu(yi; µ̌,ϕ)
∂µ̌

= d(1+d)
µ̌ϕ

(y∗
i −µ∗), (8)

em que y∗ = logyi, µ∗ = −ϕ
d e d= µ̌1/ϕ

1−µ̌1/ϕ . A função escore, que é obtida pela diferenciação da função

de log-verossimilhança com relação a cada parâmetro, é denotada porU(θ) =
(

∂ℓ(θ)
∂α0

, ∂ℓ(θ)
∂α1

, ∂ℓ(θ)
∂γ , ∂ℓ(θ)

∂ϕ

)⊤
.
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Os estimadores de máxima verossimilhança são obtidos como solução de U(θ) = 0. No entanto, como
os estimadores de máxima verossimilhança não podem ser expressos em forma fechada, eles podem
ser obtidos numericamente maximizando a função de log-verossimilhança usando um método de oti-
mização não linear. O método quase-Newton BFGS é comumente usado para maximizar funções de
log-verossimilhança, para mais detalhes consultar Jorge e Stephen (2006) e Press (2007). As expres-
sões para as primeiras derivadas com relação a cada um dos parâmetros são apresentadas no Apêndice
A.

Seja θ̂ = (α̂0, α̂1, γ̂, ϕ̂)⊤ o estimador de máxima verossimilhança de θ. Em grandes amos-
tras e sob certas condições de regularidade (SEN; SINGER, 1994), a distribuição de θ̂ converge em
distribuição para uma Normal, isto é, θ̂ a∼ N(θ,K(θ)−1), em que K(θ) é a matriz dada em (9) e a∼
é a distribuição assintótica. Usando o resultado anterior é possível construir intervalos de confiança
baseados na normalidade assintótica. Por exemplo, temos que γ̂±z1− δ

2
(K̂γγ)1/2 são os limites de con-

fiança assintóticos para γ de coeficiente de confiança (1− δ)×100%, sendo z1− δ
2
o quantil (1− δ/2)

da distribuição N(0,1) e K̂γγ a variância assintótica de γ̂ obtida do inverso da matriz K(θ) dada em
(9) sendo avaliada no estimador de máxima verossimilhança. A matriz de informação de Fisher para
a distribuição gama unitária inflacionada reparametrizada é

K(θ) =


Kγγ Kγα0 Kγα1 Kγϕ

Kα0γ Kα0α0 Kα0α1 Kα0ϕ

Kα1γ Kα1α0 Kα1α1 Kα1ϕ

Kϕγ Kϕα0 Kϕα1 Kϕϕ

 . (9)

As expressões para os elementos da matriz podem ser encontradas no Apêndice A.

2.2.3 Testes de hipóteses

A normalidade assintótica de θ̂ também pode ser usada para a construção de testes de hipóte-
ses. No contexto de testes de hipóteses o objetivo é utilizar um conjunto de dados observados para fazer
afirmações a respeito de sua distribuição ou de seu parâmetro θ (LEHMANN; ROMANO, 1986). Para
a construção de um teste de hipóteses é necessário conhecermos a distribuição da estatística de teste
sob a hipótese nula; quando essa distribuição exata é analiticamente difícil de ser obtida ou até mesmo
impossível de ser definida, fazemos uso de distribuições aproximadas a partir da teoria assintótica. Os
testes assintóticos mais conhecidos na literatura são os da razão de verossimilhanças (RV), Wald (W),
escore (SR) e gradiente (SG). O teste gradiente, apesar de mais recente que os demais (TERRELL,
2002), tem sido utilizado em diversos modelos na literatura devido sua facilidade de implementação.
Mais detalhes sobre os testes podem ser encontrados em Buse (1982), Cox e Hinkley (1979), Welsh
(2011) e Lemonte (2016).

Considere que o interesse esteja em fazer inferência em um conjunto de parâmetros. Assim,
seja θ = (θ⊤

1 , θ
⊤
2 )⊤, em que θ1 é um vetor r×1 de parâmetros de interesse e θ2 é um vetor (m−r)×1
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de parâmetros de perturbação. Suponha que desejamos testar a hipótese nula H0 : θ1 = θ
(0)
1 versus a

hipótese alternativa H1 : θ1 ̸= θ
(0)
1 . Seja θ̂ o estimador de máxima verossimilhança irrestrito de θ e

θ̃ =
(
θ

(0)⊤

1 , θ̃⊤
2

)⊤
o estimador de máxima verossimilhança restrito de θ. O estimador restrito é obtido

impondo a hipótese nula (H0). Dessa forma, as estatísticas da razão de verossimilhanças e Wald são
dadas, respectivamente, por

RV = 2
[
ℓ(θ̂)− ℓ(θ̃)

]
,

e

W =
(
θ̂1 − θ

(0)
1

)⊤ [
Krr(θ̂)

]−1(
θ̂1 − θ

(0)
1

)
.

A estatística para o teste escore de Rao pode ser expressa por

SR = Ur(θ̃)⊤Krr(θ̃)Ur(θ̃),

em que Krr(θ̂) é o bloco r× r da inversa da matriz de informação de Fisher avaliada em θ̂, Ur(θ̃) e
Krr(θ̃) denotam o vetor r×1 que contém r elementos da função escore e o bloco r× r da inversa da
matriz de informação de Fisher, respectivamente, avaliada em θ̃.

Por fim, temos a estatística gradiente

SG = U(θ0)⊤(θ̂− θ0).

Sob a hipótese nula e considerando condições de regularidade usuais, as estatísticas RV ,W ,
SR e SG convergem em distribuição para uma distribuição qui-quadrado com r graus de liberdades.
Assim, os testes apresentados podem ser realizados de acordo com os valores críticos assintóticos
obtidos da distribuição χ2

r .

2.3 ESTUDO DE SIMULAÇÃO

Nesta seção, são apresentados resultados de simulações de Monte Carlo para avaliar o com-
portamento dos estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros que indexam a distribuição
proposta. Também são conduzidas simulações para avaliar a performance de intervalos de confiança
assintóticos e dos testes de hipóteses Wald, razão de verossimilhanças, escore e gradiente. A maxi-
mização da função de log-verossimilhança foi realizada usando o método quasi-Newton BFGS com
derivadas analíticas, usualmente considerado como método de melhor desempenho (MITTELHAM-
MER et al., 2000). Os resultados foram baseados em 10.000 réplicas de Monte Carlo. Os cenários
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foram definidos considerando a distribuição gama unitária inflacionada em um (GUIm1) e a distribui-
ção gama unitária inflacionada em zero e um (GUIm01).

Os valores iniciais para os parâmetros γ, α0 e α1 foram, respectivamente, y, α0 = δ0/(1−y),
α1 = δ1/y, em que δ0 e δ1 representam as proporções de zeros e uns na amostra, respectivamente, e
y é a média amostral. Para o parâmetro ϕ o chute inicial foi dado baseando-se no artigo de Rocha et
al. (2021). Na proposta dos autores foram usadas propriedades da família exponencial gama unitária
para atribuir um valor inicial para ϕ.

Foram considerados os seguintes tamanhos de amostra: n= 40, 80, 120 e 200. Inicialmente,
nos concentramos na avaliação das estimativas pontuais calculando a média, o viés relativo e o erro
quadrático médio dos estimadores de máxima verossimilhança de γ, α0, α1 e ϕ. O erro quadrático mé-
dio é calculado como a diferença quadrática média entre o valor estimado e o valor real do parâmetro,
enquanto o viés relativo é calculado como a diferença entre a estimativa média e o verdadeiro valor do
parâmetro dividido pelo último. Na sequência, foram avaliadas as taxas de coberturas de intervalos de
confiança e taxas de não coberturas. Foram consideradas probabilidades nominais de cobertura iguais
a 90% e 95%. Por último, discutimos os resultados para os testes de hipóteses assintóticos com taxas
de rejeição da hipótese nula iguais a 1%, 5% e 10%. Os resultados foram obtidos usando a linguagem
de programação R (R Development Core Team, 2021).

2.3.1 Resultados numéricos

Na Tabela 2.1 encontram-se os resultados do estudo de simulação para avaliar o comporta-
mento dos estimadores pontuais da distribuição GUIm1, considerando os percentuais de uns na amos-
tra iguais a 8% e 20%. Nesse cenário, Tabela 2.1, com média γ = 0,8 e ϕ = 30, verificamos que as
médias dos estimadores se aproximaram dos valores reais à medida que o tamanho da amostra au-
menta. Comparativamente, temos o cenário com média γ = 0,8 e parâmetro de precisão ϕ = 12. De
forma similar, em geral, observamos que as estimativas dos parâmetros ficam próximas dos valores
reais. Assim, não verificamos diferenças expressivas dos resultados encontrados no que se refere a
redução da precisão.

A avaliação dos estimadores para a distribuição GUIm01 são apresentados na Tabela 2.2.
Os percentuais de zeros e uns na amostra somaram 10% e 25%. É possivel notar que as médias dos
estimadores se aproximam dos valores reais, mesmo quando n= 40; e tornam-se ainda mais precisas
à medida que o tamanho da amostra aumenta (Tabela 2.2). Além disso, é possível verificar que o
aumento no parâmetro de precisão não causou mudanças expressivas nas estimativas dos parâmetros.
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Tabela 2.1 – Média dos estimadores de máxima verossimilhança que indexam a distribuição GUIm1; γ = 0,8,
ϕ = 12 e ϕ = 30.

ϕ α1 Estimador n
40 80 120 200

12

0,10 (δ1 = 8%)
γ̂ 0,7999 0,8001 0,8000 0,8000
α̂1 0,0990 0,0996 0,0999 0,0996
ϕ̂ 13,0752 12,4892 12,3308 12,1949

0,25 (δ1 = 20%)
γ̂ 0,7999 0,8002 0,8000 0,7999
α̂1 0,2484 0,2500 0,2496 0,2494
ϕ̂ 13,2772 12,6127 12,3838 12,2252

30

0,10 (δ1 = 8%)
γ̂ 0,7999 0,8001 0,8000 0,8000
α̂1 0,0990 0,0996 0,0999 0,0996
ϕ̂ 32,7117 31,2332 30,8348 30,4913

0,25 (δ1 = 20%)
γ̂ 0,7999 0,8002 0,8000 0,7999
α̂1 0,2484 0,2500 0,2496 0,2494
ϕ̂ 33,2206 31,5377 30,9675 30,5695

Tabela 2.2 – Média dos estimadores de máxima verossimilhança que indexam a distribuição GUIm01; γ = 0,5,
ϕ = 12 e ϕ = 30.

ϕ α Estimador n
40 80 120 200

12

α0 = 0,10; α1 = 0,10
(δ0 = 5%; δ1 = 5%)

γ̂ 0,4998 0,5003 0,5000 0,4999
α̂0 0,0977 0,0985 0,0998 0,0997
α̂1 0,0975 0,0990 0,0994 0,0992
ϕ̂ 13,0941 12,5175 12,3506 12,1885

α0 = 0,26; α1 = 0,24
(δ0 = 13%; δ1 = 12%)

γ̂ 0,4998 0,5005 0,5000 0,4998
α̂0 0,2546 0,2565 0,2583 0,2593
α̂1 0,2348 0,2382 0,2386 0,2386
ϕ̂ 13,3033 12,5978 12,3917 12,2388

30

α0 = 0,10; α1 = 0,10
(δ0 = 5%; δ1 = 5%)

γ̂ 0,4999 0,5003 0,4999 0,4999
α̂0 0,0976 0,0984 0,0998 0,0997
α̂1 0,0975 0,0990 0,0994 0,0992
ϕ̂ 32,7565 31,2955 30,8874 30,4700

α0 = 0,24; α1 = 0,26
(δ0 = 12%; δ1 = 13%)

γ̂ 0,4999 0,5005 0,5000 0,4998
α̂0 0,2350 0,2367 0,2384 0,2395
α̂1 0,2549 0,2580 0,2584 0,2587
ϕ̂ 33,3244 31,5537 31,0086 30,6282

Nas Figuras 2.3 e 2.4 podemos observar o comportamento do EQM e viés relativo (%) dos
estimadores considerando a distribuição GUIm1. É possível observar que o EQM e viés relativo de γ̂
e α̂1 foram baixos e para ϕ̂, os valores decrescem à medida que o tamanho da amostra aumenta. De
modo geral, não foram observadas mudanças expressivas no comportamento dessas medidas quando
temos uma proporção de uns maior na amostra ou uma redução no parâmetro de precisão (Figuras 2.3
e 2.4).

As Figuras 2.5 e 2.6 mostram os resultados para os cenários considerando a distribuição
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GUIm01. Comportamento semelhante ao descrito anteriormente pode ser observado nas Figuras 2.5 e
2.6, quando temos inflação de zeros e uns. Em geral, o EQM e o viés relativo dos estimadores tendem
a zero à medida que o tamanho da amostra aumenta.
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Figura 2.3 – Gráficos das medidas EQM e Viés relativo (%) quando γ = 0,8 e ϕ = 12: (a) e (b) com α1 = 0,1; (c) e
(d) com α1 = 0,25.
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Figura 2.4 – Gráficos das medidas EQM e Viés relativo (%) quando γ = 0,8 e ϕ = 30: (a) e (b) com α1 = 0,1; (c) e
(d) α1 = 0,25.

50 100 150 200

0
2

4
6

8
1

0
1

2

(a)

n

E
Q

M

γ̂

α̂0

α̂1

φ^

50 100 150 200

−
2

0
2

4
6

8

(b)

n

V
ié

s
 r

e
la

ti
v
o

γ̂

α̂0

α̂1

φ^

50 100 150 200

0
5

1
0

1
5

(c)

n

E
Q

M

γ̂

α̂0

α̂1

φ^

50 100 150 200

−
2

0
2

4
6

8
1

0

(d)

n

V
ié

s
 r

e
la

ti
v
o

γ̂

α̂0

α̂1

φ^

Figura 2.5 – Gráficos das medidas EQM e Viés relativo (%) quando γ = 0,5 e ϕ = 12: (a) e (b) com α0 = 0,1 e
α1 = 0,1; (c) e (d) com α0 = 0,26 e α1 = 0,24.
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Figura 2.6 – Gráficos das medidas EQM e Viés relativo (%) quando γ = 0,5 e ϕ = 30: (a) e (b) com α0 = 0,1 e
α1 = 0,1; (c) e (d) com α0 = 0,24 e α1 = 0,26.

AsTabelas 2.3 e 2.4 apresentam as taxas empíricas de cobertura e não cobertura dos intervalos
de confiança para os parâmetros da distribuição GUIm1. Na Tabela 2.3, com ϕ = 12 e δ1 = 8%, é
possível observar que as coberturas empíricas se aproximam das nominais com o aumento do tamanho
de n. Por exemplo, considerando o parâmetro α1 e nível de confiança de 95%, para n = 40 temos
uma taxa de cobertura igual a 86,09% enquanto para n = 200 essa taxa é de 94,53%. Com base na
Tabela 2.4, é possível notar que as taxas de coberturas empíricas ficam próximas das taxas nominais
à medida que o tamanho da amostra aumenta. Inclusive para n= 40, os resultados já são satisfatórios,
em especial, para os parâmetros γ e ϕ. As taxas de não cobertura também se tornam mais equilibradas
à medida que o tamanho da amostra aumenta.

Com relação às taxas de cobertura de intervalos de confiança para a distribuição GUIm01,
visualizamos que o aumento na proporção de zeros e uns na amostra proporcionou taxas de cobertura
relativamente maiores quando consideramos n = 200 (Tabela 2.5). Por exemplo, para δ0 = δ1 = 5%
e n = 200, as taxas de cobertura para α0 e α1 foram 92,70% e 92,86%, respectivamente. Em contra-
partida, quando δ0 = 13%, δ1 = 12% e n= 200 (Tabela 2.6), todas as taxas de cobertura foram acima
de 94%, considerando o nível de confiança de 95%. Se considerarmos outro tamanho de amostra, por
exemplo, n = 120 e nível de confiança de 90%, também observamos que as taxas de cobertura para
os parâmetros γ, α0 e α1 ficaram mais próximas dos níveis nominais considerados para uma maior
proporção de zeros e uns, sendo 89,66%, 88,71%, 88,86% (Tabela 2.6), respectivamente, em relação
aos valores 89,57%, 84,93% e 85,21% (Tabela 2.5). As maiores taxas de não cobertura foram obser-
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vadas para os parâmetros α0 e α1, com 7,71% (para direita) e 7,13% (para direita), respectivamente,
considerando n = 80 e nível de confiança de 95% (Tabela 2.5). Para o nível de confiança de 90% e
n= 120, ainda na Tabela 2.5, α0 e α1 apresentaram taxas de não cobertura à direita iguais a 12,52% e
12,18%, respectivamente. Com relação aos parâmetros γ e ϕ, observamos que as taxas de não cober-
tura foram relativamente baixas, não ultrapassando 3% para o nível de confiança de 95% e 6% para o
nível de confiança de 90%.

Considerando γ= 0,5 e o aumento no parâmetro de precisão (ϕ= 30), Tabela 2.7, verificamos
que, de modo geral, as probabilidades empíricas de cobertura de todos os intervalos se aproximam de
95% quando o tamanho da amostra aumenta. Com um nível de confiança de 95%, percebe-se que
as maiores taxas de não cobertura ocorrem para os parâmetros α0 e α1, sendo especificamente taxas
de não cobertura à direita. Esse comportamento também pode ser observado quando consideramos o
nível de 90%. Por exemplo, para n= 40 e n= 80 as taxas de não cobertura à direita para o parâmetro
α0 foram, respectivamente, 11,16% e 8,29%.

Tabela 2.3 – Taxas de cobertura (%) empíricas e de não cobertura (para esquerda; para direita) dos intervalos de
confiança, a níveis de confiança de 90% e 95%, dos parâmetros da distribuição GUIm1 com γ = 0,8 e

ϕ = 12.

α1 1− δ Parâmetro n
40 80 120 200

0,1 (δ1 = 8%)

95%

γ 95,07 94,22 94,69 94,72
(2,04; 2,88) (2,12; 3,65) (1,94; 3,36) (1,99; 3,28)

α1 86,09 89,73 91,32 94,53
(0,70; 13,20) (1,17; 9,09) (1,22; 7,45) (1,23; 4,23)

ϕ 95,69 95,28 94,97 95,30
(1,63; 2,67) (1,80; 2,91) (2,16; 2,86) (1,88; 2,81)

90%

γ 89,96 89,09 89,33 89,72
(4,48; 5,55) (4,38; 6,52) (4,54; 6,12) (4,42; 5,85)

α1 85,34 86,44 89,45 89,92
(1,45; 13,20) (2,67; 10,88) (3,09; 7,45) (3,13; 6,94)

ϕ 90,65 90,16 89,89 90,60
(4,54; 4,80) (4,43; 5,40) (4,84; 5,26) (4,33; 5,06)



30

Tabela 2.4 – Taxas de cobertura (%) empíricas e de não cobertura (para esquerda; para direita) dos intervalos de
confiança, a níveis de confiança de 90% e 95%, dos parâmetros da distribuição GUIm1 com γ = 0,8 e

ϕ = 30.

α1 1− δ Parâmetro n
40 80 120 200

0,1 (δ1 = 8%)

95%

γ 94,75 93,54 93,97 94,49
(1,32; 3,92) (1,48; 4,97) (1,59; 4,43) (1,56; 3,94)

α1 86,07 89,00 91,23 94,79
(0,72; 13,2) (1,17; 9,82) (1,31; 7,45) (1,16; 4,04)

ϕ 95,75 95,27 95,08 95,39
(1,65; 2,59) (1,81 ; 2,91) (2,1; 2,81) (1,82; 2,78 )

90%

γ 89,9 88,42 89,05 89,49
(3,17; 6,92) (3,47; 8,1) (3,74; 7,2) (3,99; 6,51)

α1 85,53 86,44 89,45 89,92
(1,26; 13,2) (2,67; 10,88) (3,09; 7,45) (3,13; 6,94)

ϕ 90,63 90,11 89,91 90,55
(4,53; 4,83) (4,47; 5,41) (4,93; 5,15) (4,36; 5,08)

0,25 (δ1 = 20%)

95%

γ 93,21 93,87 94,44 94,45
(1,85; 4,93) (2,07; 4,05) (1,85; 3,70) (2,19; 3,35)

α1 90,64 93,05 94,24 94,27
(1,97; 7,38) (2,25; 4,69) (1,98; 3,77) (2,38; 3,34)

ϕ 95,49 95,04 94,95 95,00
(1,57; 2,93) (2,04; 2,91) (2,24; 2,80) (2,25; 2,74)

90%

γ 88,04 89,38 89,19 88,99
(3,98; 7,97) (4,07; 6,54) (4,37; 6,43) (4,81; 6,19)

α1 88,20 90,61 88,88 88,54
(4,38; 7,41) (3,97; 5,41) (4,76; 6,35) (5,12; 6,33)

ϕ 90,70 89,84 89,75 90,52
(4,37; 4,92) (4,98; 5,17) (5,07; 5,17) (4,78; 4,69)
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Tabela 2.5 – Taxas de cobertura (%) empíricas e de não cobertura (para esquerda; para direita) dos intervalos de
confiança, a níveis de confiança de 90% e 95%, dos parâmetros da distribuição GUIm01 com γ = 0,5

e ϕ = 12.

α 1− δ Parâmetro n
40 80 120 200

α0 = α1 = 0,10
(δ0 = δ1 = 5%) 95%

γ 97,95 95,16 94,96 94,69
(0,90; 1,14) (2,42; 2,41) (2,61; 2,42) (2,71; 2,59)

α0 99,17 91,50 93,35 92,70
(0,82; 0,00) (0,78; 7,71) (0,88; 5,76) (1,04; 6,25)

α1 99,15 92,14 93,52 92,86
(0,84; 0,00) ( 0,72; 7,13) (0,79; 5,68) (0,94; 6,19)

ϕ 95,46 95,25 95,20 95,15
(1,74; 2,79) (1,98; 2,76) (2,06; 2,73) (2,14; 2,70)

α0 = α1 = 0,10
(δ0 = δ1 = 5%) 90%

γ 94,37 90,11 89,57 89,99
(2,67; 2,95) (4,91; 4,97) (5,20; 5,22) (5,03; 4,97)

α0 98,34 90,22 84,93 88,59
(1,65; 0,00) (2,04; 7,73) (2,54; 12,52) (2,86; 8,54)

α1 98,42 90,64 85,21 88,77
(1,57; 0,00) (2,20; 7,15) (2,60; 12,18) (2,62; 8,60)

ϕ 90,55 90,41 90,07 90,01
(4,46; 4,98) (4,77; 4,81) (4,91; 5,01) (5,03; 4,95)

Tabela 2.6 – Taxas de cobertura (%) empíricas e de não cobertura (para esquerda; para direita) dos intervalos de
confiança, a níveis de confiança de 90% e 95%, dos parâmetros da distribuição GUIm01 com γ = 0,5

e ϕ = 12.

α 1− δ Parâmetro n
40 80 120 200

α0 = 0,26;α1 = 0,24
(δ0 = 13% ; δ1 = 12%) 95%

γ 94,36 94,17 94,65 94,86
(3,00; 2,63) (3,09; 2,73 ) (2,74; 2,6) (2,58; 2,55)

α0 90,82 93,06 93,54 94,10
( 1,87; 7,3) ( 1,95; 4,98) (2,09; 4,36) (2,05; 3,84)

α1 91,80 92,90 94,00 94,19
(1,85; 6,34) (1,89; 5,2) (1,98; 4,01) (2,04; 3,76)

ϕ 95,70 95,45 94,79 94,75
(1,36; 2,93) (1,68; 2,86) (2,1; 3,1) (2,15; 3,09)

α0 = 0,26;α1 = 0,24
(δ0 = 13% ; δ1 = 12%) 90%

γ 88,79 89,06 89,66 89,62
(5,88; 5,32) (5,73; 5,2) (5,3; 5,03) (5,34; 5,03)

α0 87,02 87,95 88,71 89,06
(3,86; 9,11) (3,89; 8,15) (3,96; 7,32) (4,2; 6,73)

α1 85,29 88,18 88,86 89,40
(3,82; 10,88) (4,02; 7,79) (4,05; 7,08) (4,23; 6,36 )

ϕ 91,02 90,33 89,81 90,00
(4,18; 4,79) (4,81; 4,85) (4,91; 5,27) (4,57; 5,42)
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Tabela 2.7 – Taxas de cobertura (%) empíricas e de não cobertura (para esquerda; para direita) dos intervalos de
confiança, a níveis de confiança de 90% e 95%, dos parâmetros da distribuição GUIm01 com γ = 0,5

e ϕ = 30.

α 1− δ Parâmetro n
40 80 120 200

α0 = 0,24;α1 = 0,26
(δ0 = 12% ; δ1 = 13%) 95%

γ 94,66 94,30 94,74 94,87
(2,46; 2,87) (3,0; 2,69) (2,69; 2,56 ) (2,51; 2,61)

α0 91,83 92,56 93,82 94,22
(1,84; 6,32) (1,86; 5,57) (1,72; 4,45) ( 1,94; 3,83)

α1 90,98 93,26 94,06 94,04
(1,82; 7,19) ( 2,14; 4,59) (2,03; 3,9) (2,23; 3,72)

ϕ 95,83 95,46 95,23 95,07
( 1,4; 2,76) (1,77; 2,76) (2,02; 2,74) (2,21; 2,71)

α0 = 0,24;α1 = 0,26
(δ0 = 12% ; δ1 = 13%) 90%

γ 89,45 89,02 89,65 89,88
(5,19; 5,35) (5,74; 5,23) (5,14; 5,2) (5,06; 5,05)

α0 85,03 88,00 88,59 89,18
(3,8; 11,16) (3,7; 8,29) (3,91; 7,49) (4,02; 6,79)

α1 87,34 88,55 88,93 89,03
(4,11; 8,54) (4,1; 7,34) (4,25; 6,81) (4,59; 6,37)

ϕ 91,33 90,22 90,57 90,28
(4,17; 4,49) (4,84; 4,93) (4,41; 5,01) (4,84; 4,87)

As Tabelas 2.8 e 2.9 apresentam os resultados das simulações para os testes de hipóteses em
alguns dos cenários considerados. As hipóteses testadas foram H0 : γ0 = 0,8 versus H1 : γ0 ̸= 0,8
(Tabela 2.8) e H0 : γ0 = 0,5 versus H1 : γ0 ̸= 0,5 (Tabela 2.9), respectivamente. Para a distribuição
GUIm01 também testamos a hipótese H0 : α10 = 0,1 versus H1 : α10 ̸= 0,1 (Tabela 2.9). É possível
observar que as taxas empíricas de rejeição nula convergem para as taxas nominais correspondentes
conforme o tamanho da amostra aumenta. Em geral, o teste de Wald apresentou o pior desempenho,
ou seja, é o teste com o tamanho mais distorcido quando n= 80,120,200 (Tabela 2.8).

Por exemplo, para γ0 = 0,8, ϕ = 30 e nível de significância de 5% (Tabela 2.8), a taxa de
rejeição nula para o teste de Wald foi de 5,36%, enquanto para o teste da razão de verossimilhança,
escore e gradiente foram, respectivamente, 5,04%, 4,97% e 4,87%. Também observamos esse com-
portamento no cenário de dupla inflação (Tabela 2.9), de forma mais acentuada quando testamos o
parâmetro γ0. Os testes tornam-se mais precisos quando n = 200. Considere, por exemplo, γ0 = 0,8
e nível de significância de 10% (Tabela 2.8), os tamanhos dos testes para razão de verossimilhança,
escore e gradiente foram, respectivamente, 9,95%, 10,06% e 9,96%.
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Tabela 2.8 – Taxas de rejeição nula para os testes razão de verossimilhança (RV), Wald (W), escore (SR) e
gradiente (SG). Distribuição GUIm1. H0: γ = γ0 × H1: γ ̸= γ0. γ = 0,8, ϕ = 30 e α1 = 0,1.

γ0 δ Teste n
40 80 120 200

0,8

1%
RV 0,58 1,01 1,03 1,07
W 1,01 1,98 1,59 1,51
SR 1,02 1,00 0,93 1,08
SG 0,98 0,97 0,92 1,01

5%
RV 3,75 5,40 5,13 5,04
W 5,13 6,33 5,88 5,36
SR 3,63 4,89 4,97 4,97
SG 3,55 4,72 4,80 4,87

10%
RV 8,12 10,32 10,58 9,95
W 9,95 11,42 10,82 10,31
SR 7,46 9,84 10,46 10,06
SG 7,29 9,61 10,31 9,96

Tabela 2.9 – Taxas de rejeição nula para os testes razão da verossimilhança (RV), Wald (W), escore (SR) e
gradiente (SG). Distribuição GUIm01. H0 : γ = γ0 ×H1 : γ ̸= γ0. γ = 0,5, ϕ = 12 (δ0 = 13%;δ1 = 12%)

e H0 : α1 = α10 ×H1 : α1 ̸= α10. γ = 0,5, ϕ = 12 (δ0 = 13%;δ1 = 12%).

γ0 δ Teste n
40 80 120 200

0,5

1%
RV 0,88 1,05 1,06 1,08
W 1,69 1,64 1,72 1,79
SR 0,26 0,52 0,51 0,55
SG 0,61 0,90 0,96 0,97

5%
RV 5,22 5,61 5,13 5,07
W 7,10 7,27 6,92 6,88
SR 2,97 3,46 3,54 3,45
SG 4,40 5,17 4,88 4,96

10%
RV 10,63 10,72 10,16 10,22
W 13,09 13,06 12,59 12, 75
SR 7,38 8,00 7,77 7,72
SG 9,77 10,39 9,95 10,06

α10

0,24

1%
RV 0,50 1,22 1,09 1,21
W 3,35 2,02 1,59 1,40
SR 1,29 1,41 1,64 1,58
SG 0,69 0,86 0,97 1,10

5%
RV 5,35 5,06 5,28 5,11
W 6,77 5,84 5,06 4,73
SR 5,57 6,31 6,31 6,46
SG 4,14 4,96 4,97 5,17

10%
RV 9,24 10,21 10,06 9,96
W 12,74 10,13 9,38 8,96
SR 9,94 12,11 11,71 12,12
SG 8,26 9,83 9,62 9,76
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2.4 APLICAÇÕES

Nesta seção, ilustraremos a aplicação da distribuição gama unitária inflacionada em conjunto
de dados reais. Na primeira aplicação, utilizaremos a distribuição gama unitária inflacionada em um,
no ajuste de dados de acesso à rede de esgotamento sanitário no estado de São Paulo. Na sequência,
trazemos uma aplicação da distribuição gama unitária inflacionada em zero e um, utilizando o índice de
esgoto tratado em relação à água consumida no estado de São Paulo. Mais detalhes sobre as aplicações
são dados a seguir.

2.4.1 Dados de acesso à rede de esgotamento sanitário para o Estado de São Paulo

A variável de interesse é a proporção da população urbana residente em domicílios ligados
à rede de esgotamento sanitário para cada município do estado de São Paulo (y). A fonte de dados
utilizada foi o Atlas do Desenvolvimento Humano no Brasil (<www.atlasbrasil.org.br>). Os da-
dos referem-se ao ano de 2017. Essa variável assume valores no intervalo (0,1], apresentando 255
observações iguais a um (41,53%) de um total de 614 municípios. A Tabela 2.10 apresenta algumas
estatísticas descritivas para a variável observada. Nota-se que a proporção média da população resi-
dente em domicílios com rede de esgotamento sanitário é de 0,9160 e que o mínimo observado foi
de 0,1504. Além disso, pode-se destacar que 50% dos municípios observados possuem 99,12% da
população urbana residente em domicílios com acesso à rede de esgotamento sanitário.

Tabela 2.10 – Estatísticas descritivas da variável proporção da população urbana residente em domicílios ligados
à rede de esgotamento sanitário (y).

Mínimo 1º Quartil Mediana Média 3º Quartil Máximo Desvio padrão CV
0,1504 0,9102 0,9912 0,9160 1,0000 1,0000 0,1544 0,1686

Ajustamos a distribuiçãoGUIm1 e as estimativas de máxima verossimilhança dos parâmetros
que indexam essa distribuição são α̂1 = 0,4549, γ̂ = 0,9130 e ϕ̂ = 0,5361. Usando a estimativa de
máxima verossimilhança dos parâmetros, construímos intervalos de confiança assintóticos com 95%
de confiança. Assim, os respectivos intervalos para γ, α1 e ϕ foram (0,9126; 0,9135), (0,4533; 0,4565)
e (0,5335; 0,5388). Na Figura 2.7 são apresentados o histograma, além dos gráficos da função de
distribuição empírica e a acumulada ajustada considerando o modelo GUIm1. Através do gráfico é
possível perceber que a distribuição GUIm1 se ajusta bem aos dados.

www.atlasbrasil.org.br
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Figura 2.7 – Histograma e função de distribuição acumulada para a variável percentual da população em
domicílios ligados à rede de esgotamento sanitário.

Por fim, para avaliar a performance dos testes de hipóteses, levamos em consideração algu-
mas informações da PNAD contínua - características gerais dos domicílios e dos moradores - em que
apresenta um levantamento acerca da situação dos domicílios ligados à rede de esgoto para o Brasil e
regiões. Em alguns dos resultados, no que diz respeito a proporção de domicílios com acesso à rede ge-
ral de esgotos, a pesquisa destacou que a região Sudeste alcançou uma estimativa de 88,9% em 2019
(Pesquisa Nacional por Amostra de Domicílios Contínua, 2020). Neste sentido, as hipóteses nulas
versus as hipóteses alternativas bilaterais correspondentes para testar a média foram definidas como:
H0 : γ = 0,89 versus H1 : γ ̸= 0,89 e H0 : γ = 0,90 versus H1 : γ ̸= 0,90. A Tabela 2.11 apresenta
os p-valores para os testes realizados. Nota-se que os testes rejeitaram as hipóteses nulas, ao nível de
significância de 5%. Isto é, há evidência estatística de que o percentual da população residente em
domicílios ligados à rede de esgotamento sanitário difere de 89% e 90%.

Tabela 2.11 – Resultados dos testes de hipóteses: razão de verossimilhança (RV), Wald (W), escore (SR) e
gradiente (SG) para testar diferentes valores de γ.

Teste Estatística p-valor

H0 : γ = 0,89

RV 12,3170 0,0004
W 15,5185 0,0001
SR 10,7643 0,0010
SG 11,0015 0,0009

H0 : γ = 0,90

RV 4,3347 0,0373
W 4,9619 0,0259
SR 4,0071 0,0453
SG 4,0551 0,0440

Com o objetivo de avaliar o desempenho da distribuição proposta com outras distribuições
inflacionadas já existentes na literatura, realizamos uma comparação a partir das medidas de bon-
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dade de ajuste: critério de informação de Akaike (AIC), critério de informação de Akaike corrigido
(AICc), critério de informação bayesiano (BIC) e critério de informação de Hannan-Quinn (HQIC),
no que se refere à adequabilidade do modelo. Neste sentido, quanto menor o valor das estatísticas,
melhor o ajuste da distribuição aos dados. Mais detalhes sobre essas medidas podem ser consulta-
dos em Akaike (1998), Schuwarz (1978), Sugiura (1978), Hannan e Quinn (1979). Os resultados são
sumarizados na Tabela 2.12. Para todas as medidas analisadas há uma superioridade da distribuição
proposta, configurando-a como uma alternativa competitiva com as demais distribuições considera-
das. Além disso, vale ressaltar que na distribuição GUIm temos a média da distribuição inflacionada,
ao contrário das outras distribuições, em que a estimativa da média e/ou mediana refere-se apenas
a parte contínua do modelo. O conjunto de dados utilizado na primeira aplicação apresenta 41,53%
de valores iguais a 1 e estão sendo considerados no momento que estimamos a média a partir da dis-
tribuição proposta, ao passo que com as distribuições beta inflacionada (OSPINA; FERRARI, 2010)
e Kumaraswamy inflacionada isso não é possível. Por exemplo, a média estimada pelo modelo pro-
posto foi igual a γ̂ = 0,9130, enquanto a média estimada a partir da distribuição beta inflacionada
foi µ̂ = 0,8511. Assim, no primeiro caso, os municípios que apresentam 100% de acesso à rede de
esgotamento sanitário foram considerados quando estimamos a média, o que leva a uma estimativa
mais apropriada para descrever o fenômeno analisado.

Tabela 2.12 – Critérios de adequabilidade de modelos: AIC, AICc, BIC e HQIC - dados de acesso à rede de
esgotamento sanitário para o estado de São Paulo.

Distribuição AIC AICc BIC HQIC
Gama unitária inflacionada 103,2528 103,2920 116,5176 108,4108

Beta inflacionada 103,4795 103,5188 116,7444 108,6375
Kumaraswamy inflacionada 105,6174 105,6567 118,8823 110,7754

2.4.2 Proporção de esgoto tratado em relação à água consumida no Estado de São Paulo

Nesta aplicação, utilizamos a proporção de esgoto tratado em relação à água consumida para
os municípios do estado de São Paulo. Sob essa abordagem, a variável de interesse pode assumir os
valores zero e um. A amostra foi composta por 635 municípios e a quantidade de municípios com
índice de esgoto tratado igual a 0 foi de 38 (6,0%) e igual a 1 sendo 122 (19,21%). O conjunto de
dados foi obtido no Sistema Nacional de Informação sobre Saneamento (<www.gov.br/mdr/pt-br/
assuntos/saneamento/pmss/snis>) e as informações referem-se ao ano de 2020. A partir da Ta-
bela 2.13 nota-se que o índice médio de esgoto tratado para os municípios foi de 0,7598, com desvio
padrão de 0,2989. Ainda, verifica-se a existência de alguns municípios em que o índice de esgoto
tratado é igual a zero.

Segundo as diretrizes nacionais para o saneamento básico, os contratos de prestação dos ser-
viços públicos de saneamento básico devem definir metas de universalização que assegurem o atendi-
mento de 90% da população com coleta e tratamento de esgotos. No Brasil, entre os anos de 2016 a
2020, observa-se que a proporção de esgoto tratado em relação à água consumida vem aumentando,
passando de 44,9%(2016) para 50,8%(2020). Com relação as macrorregiões do país, apenas a região
Sudeste e Centro-Oeste tratam mais da metade do esgoto gerado, sendo de 58,6% e 58,5%, respecti-

www.gov.br/mdr/pt-br/assuntos/saneamento/pmss/snis
www.gov.br/mdr/pt-br/assuntos/saneamento/pmss/snis
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vamente (Secretaria Nacional de Saneamento - SNS, 2022). O Estado de São Paulo apresenta 8 dos
20 municípios mais bem colocados no Ranking de saneamento básico, segundo o relatório do Trata
Brasil 2022. Os municípios de Piracicaba e Jundiaí estão entre os que tiveram 100% de volume de
esgoto tratado em relação à água consumida (Instituto Trata Brasil, 2022).

Tabela 2.13 – Estatísticas descritivas da variável proporção de esgoto tratado referido à água consumida para os
municípios do Estado de São Paulo.

Mínimo 1º Quartil Mediana Média 3º Quartil Máximo Desvio padrão CV
0,0000 0,6630 0,8820 0,7598 0,9877 1,0000 0,2989 0,3934

Em seguida, ajustamos a distribuição GUIm01 cujas estimativas de máxima verossimilhança
para os parâmetros da distribuição são α̂0 = 0,2367, α̂1 = 0,2571, γ̂ = 0,7471 e ϕ̂ = 0,5986. Aqui,
diferentemente da aplicação anterior, foi estimado mais um parâmetro (α0) da distribuição GUIm
em decorrência dos valores zeros observados na amostra. Utilizando as estimativas de máxima ve-
rossimilhança, os intervalos de confiança para os parâmetros α0, α1, γ e ϕ foram, respectivamente,
(0,2342; 0,2391), (0,2556; 0,2587), (0,7462; 0,7481) e (0,5961; 0,6012). Com relação aos testes de
hipóteses, foram consideradas as seguintes hipóteses nulas para testar a média: H0 : γ = 0,75 versus
H1 : γ ̸= 0,75 e H0 : γ = 0,90 versus H1 : γ ̸= 0,90. Conforme os resultados, não rejeitamos a hipó-
tese nula de a proporção média de esgoto tratado em relação à água consumida no estado São Paulo é
igual a 75%, conforme Tabela 2.14. De outro modo, quando testamos H0 : γ = 0,90, os resultados dos
testes assinalam para a rejeição da hipótese nula, ao nível nominal de 5%. Na Figura 2.8 são apresen-
tados o histograma, bem como os gráficos da função de distribuição empírica e a acumulada ajustada
considerando o modelo GUIm01. É possível observar que a distribuição GUIm01 ajusta-se de forma
adequada aos dados observados.

Posteriormente, considerando alguns critérios de adequabilidade de modelos, comparamos
a distribuição GUIm01 com as distribuições beta inflacionada e Kumaraswamy inflacionada (Tabela
2.15). Conforme os resultados, nota-se que a distribuição GUIm01 destaca-se, de modo geral, em rela-
ção as demais distribuições inflacionadas. Observamos que as diferenças são mais expressivas quando
temos a distribuição proposta e a distribuição Kumaraswamy inflacionada. Adicionalmente, torna-se
importante destacar que a proporçãomédia de esgoto tratado referido à água consumida estimada a par-
tir da distribuição proposta leva em conta os municípios que apresentaram proporção igual a zero e a
um (isto é, 100% de esgoto tratado), ao contrário das distribuições beta inflacionada e Kumaraswamy
inflacionada, em que essas observações não são incluídas na estimação. Essa perda de informação
pode causar impacto nos resultados obtidos, uma vez que o modelo não incorpora a variável com to-
das as suas características e, principalmente, quando o números de observações iguais a zero e/ou um
na amostra for elevado.
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Tabela 2.14 – Resultados dos testes de hipóteses: razão de verossimilhança (RV), Wald (W), escore (SR) e
gradiente (SG) para testar diferentes valores de γ.

Teste Estatística p-valor

H0 : γ = 0,75

RV 0,0605 0,8057
W 0,0620 0,8034
SR 0,0588 0,8084
SG 0,0607 0,8053

H0 : γ = 0,90

RV 321,8309 < 0,0000
W 178,2608 < 0,0000
SR 465,5057 < 0,0000
SG 466,0203 < 0,0000

Índice de esgoto tratado

F
re

qu
ên

ci
a

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0
50

15
0

25
0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

Índice de esgoto tratado

D
is

tr
ib

ui
çã

o 
A

cu
m

ul
ad

a Empírica
GUIm

Figura 2.8 – Histograma e função de distribuição acumulada do índice de esgoto tratado.

Tabela 2.15 – Critérios de adequabilidade de modelos: AIC, AICc, BIC e HQIC - Índice de esgoto tratado referido
à água consumida no estado de São Paulo.

Distribuição AIC AICc BIC HQIC
Gama unitária inflacionada 477,7881 477,8516 495,6026 484,7053

Beta inflacionada 479,6050 479,6685 497,4195 486,5222
Kumaraswamy inflacionada 482,5946 482,6581 500,4091 489,5117

2.5 CONCLUSÃO

Neste artigo propomos a distribuição gama unitária inflacionada para modelar dados restri-
tos aos intervalos [0,1], (0,1] ou [0,1). A estimação dos parâmetros foi derivada a partir do método
de máxima verossimilhança. Realizamos um estudo de simulação para avaliar o desempenho dos es-
timadores pontuais e intervalares, além da performance de testes de hipóteses assintóticos para os
parâmetros da distribuição. Apresentamos duas aplicações a dados reais para demonstrar o uso da
distribuição proposta. Os resultados obtidos assinalam que a distribuição GUIm pode ser considerada
como uma alternativa competitiva para amodelagemde dados nos intervalos (0,1], [0,1) ou [0,1]. Além
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disso, comparamos a distribuição proposta com as distribuições beta e Kumaraswamy inflacionadas
através de alguns critérios de informação. Observamos, em geral, que a distribuição gama unitária
inflacionada apresentou performance superior aos demais modelos inflacionados considerados. Em
alguns momentos, destacando-se de forma mais expressiva em relação a distribuição Kumaraswamy
inflacionada, como observado na segunda aplicação.

Adicionalmente, vale salientar que há duas vantagens significativas quanto ao uso da pa-
rametrização proposta. A primeira sendo a possibilidade de modelar a média da variável resposta,
tornando-se, por sua vez, mais atrativa para o uso em modelos de regressão e gráficos de controle. E a
segunda vantagem está relacionada a formulação do modelo. Isto é, a partir de uma única formulação
é possível obter a distribuição gama unitária inflacionada em zero, um ou zero e um. Dessa forma, re-
comendamos o uso da distribuição proposta para modelar o comportamento de variáveis que seguem
distribuição gama unitária e apresentam zeros e/ou uns com probabilidade positiva.
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3 GRÁFICO DE CONTROLE DO TIPO SHEWHART CONSIDERANDO
A DISTRIBUIÇÃO GAMA UNITÁRIA INFLACIONADA EM ZERO OU
UM

RESUMO: O presente artigo propõe um gráfico de controle para monitorar características de quali-
dade que assumem valores nos intervalos (0,1] ou [0,1), como taxas ou proporções, que podem conter
o valor zero ou um com probabilidade positiva. O gráfico proposto tem os limites de controle definidos
a partir da distribuição gama unitária inflacionada proposta no capítulo anterior. Um extenso estudo de
simulação deMonte Carlo foi realizado para avaliar a performance dos gráficos de controle em termos
de comprimento da sequência. Realizamos uma comparação entre o gráfico de controle proposto com
o gráfico de controle beta inflacionado, considerando duas abordagens. Na primeira, consideramos ob-
servações individuais e na segunda, subgrupos amostrais, s, de tamanhos 8, 15, 30 e 50. Em gráficos
de controle, quando o tamanho do subgrupo é maior que 1, é comum o interesse em monitorar a média
da característica de qualidade. Os resultados numéricos evidenciam que o gráfico proposto apresentou
bom desempenho nas duas abordagens apresentadas, isto é, considerando observações individuais e
não individuais. Adicionalmente, duas aplicações a conjunto de dados reais ilustram a aplicabilidade
do gráfico de controle proposto.

Palavras-chave: Gráfico de controle, distribuição gama unitária inflacionada, taxas e proporções, con-
trole estatístico de processos.

ABSTRACT: This study proposes a control chart to monitor quality characteristics that take values
in the intervals (0,1] or [0,1), such as fractions or proportions, which may contain the value zero or
one with positive probability. The proposed graph has the control limits defined from the inflated unit
gamma distribution proposed in the previous chapter. An extensive Monte Carlo simulation study was
conducted to evaluate the performance of the control charts in terms of sequence length. We perform
a comparison between the proposed control chart and the inflated beta control chart, considering two
approaches. Firstly, we consider individual observations and secondly, sample subgroups of size s = 8,
15, 30 e 50. In control charts, when the subgroup size is larger than 1, it is common to be interested in
monitoring the mean of the quality characteristic. The numerical results show that the proposed graph
performed well in the two approaches presented, that is, considering individual and non-individual
observations. Additionally, two applications to real data sets illustrate the applicability of the proposed
control chart.

Keywords: Control chart, inflated unit gamma distribution, rates and proportions, statistical process
control.
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3.1 INTRODUÇÃO

O controle estatístico de qualidade é um campo da estatística que envolve algumas áreas,
entre elas, o controle estatístico de processo, CEP, que tem se tornado uma ferramenta essencial no
contexto de controle de qualidade, ocupando um papel importante no controle e na melhoria da qua-
lidade e produtividade de processos industriais (BACKER; BROBST, 1996; DUARTE; SARAIVA,
2008). Os gráficos de controle, uma das ferramentas do CEP, foram originalmente desenvolvidos para
monitorar processos industriais (MONTGOMERY, 2009). No entanto, sua aplicabilidade estende-se
além desses processos. Entre algumas aplicações, destacam-se o monitoramento da qualidade da água
(PAROISSIN et al., 2016; LIN et al., 2020), abastecimento de água (GOVE et al., 2013), temperatura
(LUND; SEYMOUR, 1999), umidade relativa (LIMA-FILHO et al., 2023), níveis perigosos de conta-
minantes (LEIVA et al., 2015) e o monitoramento de sistemas de produção animal (VRIES; RENEAU,
2010).

É comum termos o interesse em monitorar variáveis contínuas que assumem valores no in-
tervalo (0,1), como taxas e proporções. Algumas distribuições que acomodam variáveis dessa natu-
reza têm sido utilizadas para o monitoramento de processos em diversas aplicações. Sant’anna e Ca-
ten (2012) propuseram um gráfico de controle beta, baseado na distribuição de probabilidade beta
(GUPTA; NADARAJAH, 2004), para monitorar processos duplamente limitados. Ho et al. (2019)
compararam o desempenho do gráfico de controle beta, com outros gráficos de controle derivados a
partir das distribuições simplex e gama unitária. Adicionalmente, Lima-Filho e Bayer (2021) propuse-
ram um gráfico de controle para o monitoramento de dados ambientais restritos ao intervalo (0,1), com
base na distribuição Kumaraswamy (KUMARASWAMY, 1980). E ainda, Lima-Filho et al. (2020a)
propuseram gráficos de controle para monitorar características da qualidade assimétricas duplamente
limitadas. Nesta última abordagem, os autores consideram as distribuições Kumaraswamy e Weibull
unitária para a construção dos gráficos e comparam diferentes estimadores para o parâmetro da medi-
ana. Todavia, em alguns casos, dados como frações e proporções podem conter os valores zero e/ou
um e, dessa forma, os gráficos de controle descritos anteriormente não são adequados para variáveis
com essa característica.

Na modelagem de variáveis duplamente limitadas, que assumem valores zero e/ou um, Lima-
Filho et al. (2019) propuseram o gráfico de controle beta inflacionado, que é construído com base na
distribuição beta inflacionada proposta por Bayes eValdivieso (2016). Além disso, neste contexto, tam-
bém temos o gráfico de controle Kumaraswamy inflacionado, proposto por Lima-Filho et al. (2023).
Os autores propuseram o gráfico de controle baseado na distribuição Kumaraswamy inflacionada para
monitorar o parâmetro da mediana.

O desenvolvimento de gráficos para o monitoramento de processos a partir de distribuições
inflacionadas no intervalo unitário ainda é escasso. Neste sentido, métodos baseados em novas dis-
tribuições inflacionadas podem ser relevantes nas situações em que os modelos já propostos não se
adequem, podendo conferir maior flexibilidade na modelagem dessas variáveis. A distribuição gama
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unitária proposta por Grassia (1977), é adequada para modelar variáveis do tipo taxas e proporções.
Uma característica interessante dessa distribuição é sua flexibilidade em acomodar diferentes formas.
Nos últimos anos ela tem ganhado especial atenção de alguns pesquisadores em trabalhos que tiveram
como destaque: aspectos de melhoramento de testes de hipóteses (GUEDES et al., 2019), métodos de
estimação dos parâmetros da distiribuição gama unitária (MAZUCHELI et al., 2018b), modelos de
regressão (MOUSA et al., 2016) e medidas de diagnóstico em modelos de regressão gama unitária
(ROCHA et al., 2021).

A distribuição gama unitária proposta no capítulo anterior é baseada em uma parametrização
em que é possível estimar a média da distribuição inflacionada e não apenas a média referente à
componente contínua do modelo, como visto nas distribuições inflacionadas usuais. Essa abordagem
se torna mais interessante na construção de modelos de regressão e gráficos de controle, uma vez
que a finalidade é estimar a média do modelo ou do processo, respectivamente. Assim, com base na
distribuição gama unitária inflacionada apresentada, propomos o gráfico de controle gama unitária
inflacionado.

O artigo se encontra estruturado da seguinte forma: na Seção 3.2 apresentamos alguns aspec-
tos relacionados ao gráfico de controle gama unitária inflacionado. Na Seção 3.3 trazemos a forma de
avaliação de desempenho do gráfico de controle e os cenários considerados no estudo de simulação.
As Seções 3.4 e 3.5 trazem os resultados numéricos do estudo de simulação de Monte Carlo, a partir
de duas abordagens, nomeadas de medidas individuais e não individuais. Na Seção 3.6 apresentamos
duas aplicações a banco de dados reais para ilustrar a aplicabilidade do gráfico proposto. E por fim,
na Seção 3.7, descrevemos as principais conclusões do artigo.

3.2 GRÁFICO DE CONTROLE GAMA UNITÁRIA INFLACIONADO

A distribuição gama unitária, GU, (GRASSIA, 1977) é apropriada para modelar variáveis
que assumem valores no intervalo unitário padrão (0,1). Por outro lado, quando consideramos va-
riáveis que podem assumir valores em algum dos intervalos [0,1), (0,1] ou [0,1], a distribuição GU
torna-se inadequada para a modelagem. A distribuição gama unitária inflacionada estende a classe de
distribuições gama unitária, possibilitando a modelagem de variáveis com inflação de zeros e/ou uns.
A distribuição é composta por uma mistura entre uma distribuição contínua (gama unitária) e uma
distribuição discreta, a saber: Bernoulli.

Lima-Filho et al. (2019) propuseram o gráfico de controle beta inflacionado, baseado em
uma reparametrização apresentada por Bayes e Valdivieso (2016), em que é possível modelar a mé-
dia da distribuição beta inflacionada e não apenas a média da distribuição beta. Os autores eviden-
ciam a superioridade do gráfico de controle beta inflacionado em relação ao gráfico de controle beta
(SANT’ANNA; CATEN, 2012). Estudos voltados a esse contexto ainda são escassos, fazendo com
que o monitoramento de variáveis definidas nos intervalos (0,1] ou [0,1) seja, de certa forma, limi-
tado. Assim, torna-se pertinente o desenvolvimento de gráficos direcionados ao monitoramento de
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variáveis dessa natureza, tendo em vista a restrição de modelos propostos para tal fim. A partir da
reparametrização apresentada, é possível modelar a média da distribuição gama unitária inflacionada,
ao invés da média da distribuição gama unitária, que não considera os valores iguais a zero ou um.
Essa abordagem é mais atrativa para o monitoramento de processos, diferente de outras distribuições
inflacionadas propostas na literatura (OSPINA; FERRARI, 2010; LIU et al., 2020b).

3.2.1 Distribuição gama unitária inflacionada

Nesta seção apresentamos a distribuição gama unitária inflacionada (GUIm), bem como o
gráfico de controle para medidas individuais (s = 1) e medidas não individuais (s > 1) baseados nesta
distribuição. Suponha que uma variável aleatória Y segue distribuição gama unitária inflacionada. A
função densidade de probabilidade com parâmetros γ, α0, α1 e ϕ, isto é, Y ∼ GUIm(γ,α0,α1,ϕ), é
dada por:

f(y;α0,α1,γ,ϕ) =


α0(1−γ), se y = 0

(1−α0(1−γ)−α1γ)gu(y; µ̌,ϕ) , se y ∈ (0,1)
α1γ, se y = 1,

(10)

em que gu(y; µ̌;ϕ) é a função densidade da distribuição gama unitária, com µ̌ = γ(1−α1)
1−α0(1−γ)−α1γ , γ,

α0, α1 ∈ (0,1) e ϕ > 0. Note que P (Y = 0) = α0(1 −γ) e P (Y = 1) = α1γ. Ainda, com base nessa
parametrização, temos como casos particulares a distribuição inflacionada em zero, isto é, se α0 > 0 e
α1 = 0; a distribuição gama unitária inflacionada em um, se α1 > 0 e α0 = 0, e por último, se α0 = 0
e α1 = 0, temos a distribuição gama unitária.

A média e a variância associadas a função densidade de probabilidade dada em (10) são,
respectivamente:

E(Y ) = γ,

e

V ar(Y ) = α1γ(1−α1γ)+γ(1−α1)


2−

(
γ(1−α1)

1−α0(1−γ)−α1γ

)1/ϕ
−ϕ

−γ(1+α1)

 .

A função de distribuição acumulada de uma variável aleatória Y ∼ GUIm(γ,α0,α1,ϕ) é dada
por:

F (y;α0,α1,γ,ϕ) =



0, se y < 0
α0(1−γ), se y = 0

α0(1−γ)+(1−α0(1−γ)−α1γ)GU (y; µ̌,ϕ) , se 0< y < 1
1, se y ≥ 1.

(11)
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Quando temos um processo sob controle, isto é, os valores da característica de qualidade
estão todos dentro do limite do intervalo, não há motivos para se tomar medidas corretivas. Quando
identificamos alguma mudança no processo, é necessário uma análise mais detalhada afim de deter-
minar a causa para a mudança de comportamento. A seguir apresentamos a construção dos gráficos
de controle para monitorar medidas individuais e não individuais a partir da distribuição GUIm.

3.2.2 Gráfico de controle para monitorar medidas individuais

Seja Y uma variável aleatória que segue a densidade dada em (10), commédia γ, precisão ϕ e
os parâmetros α0 e α1. Considere uma região de controle (1−α), em que α representa a probabilidade
de Y não estar entre os limites inferior e superior do gráfico (Erro tipo I). Assim, podemos escrever

P0(LIC|α00,α10,γ0,ϕ0 ≤ Y ≤ LSC|α00,α10,γ0,ϕ0) = 1−α, (12)

em que P0 é a probabilidade calculada quando o processo está sob controle, α00,α10, γ0 e ϕ0 são os
parâmetros do processo sob controle,LIC é o limite inferior de controle eLSC o limite superior de con-
trole. Por simplicidade, os limites de controle podem ser expressos comoP0(Y ≤LIC|γ0,α00,α10,ϕ0) =
P0(Y ≥ LSC|γ0,α00,α10,ϕ0) = α

2 . Neste sentido, os limites de controle baseados na distribuição
gama unitária inflacionada podem ser definidos como

LIC = F−1(α/2;α00,α10,γ0,ϕ0),

LC = γ0,

LSC = F−1(1−α/2;α00,α10,γ0,ϕ0),

em que F−1(·) é a função quantil da distribuição gama unitária inflacionada.

O poder de detecção, calculado a partir da probabilidade do erro tipo II (β), considerando
uma mudança δ na média do processo (γ1 = γ0 × δ), é calculado como

1−β = P1(Y < LIC|α00,α10,γ1,ϕ0)+P1(Y > LSC|α00,α10,γ1,ϕ0),

em que P1 é a probabilidade calculada considerando que a média do processo está fora de controle.
Na prática, os parâmetros sob controle α00, α10, γ0 e ϕ0 são desconhecidos e, dessa forma, precisam
ser estimados. Os estimadores de máxima verossimilhança (EMV) são amplamente utilizados (PAWI-
TAN, 2001; CASELLA; BERGER, 2002) devido suas boas propriedades, entre elas a consistência e
a normalidade assintótica.

3.2.3 Gráfico de controle X

Em situações práticas, é possível obter subamostras para omonitoramento da característica da
qualidade. Cada amostra de s > 1 observações é um subgrupo, em que podemos ter n subgrupos. Esta
seção é dedicada a apresentação do gráfico de controle para monitorar a média da variável de interesse,
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a partir do estimador de máxima verossimilhança. Devido a dificuldade em obter expressões de forma
fechada para a distribuição do estimador, é necessário recorrer a métodos de reamostragem. Desse
modo, sugerimos o procedimento conforme Lima-Filho et al. (2020a), que utilizam a distribuição
empírica sob controle dos estimadores com base emmétodos de reamostragem. Considere o estimador
γ̂ e um α fixo, os limites de controle podem ser obtidos por:

P (γ̂ ≤ LIC|α00,α10,γ0,ϕ0) = P (γ̂ ≥ LSC|α00,α10,γ0,ϕ0) = α

2
.

Os limites de controle, LIC e LSC, são os quantis α/2 e 1−α/2 da distribuição empírica do
estimador γ̂. A estimação do vetor de parâmetros θ = (α0,α1,γ,ϕ)⊤ é realizada através do método de
máxima verossimilhança. Considere uma amostra aleatória y = y1, . . . ,ys, de tamanho s. A função de
log verossimilhança, ℓ(θ), para o vetor de parâmetros θ = (α0,α1,γ,ϕ), pode ser expressa como

ℓ(θ) =
s∑

i=1
1{0}(yi) log [α0(1−γ)]+

s∑
i=1

1{1}(yi) log [α1γ]

+
s∑

i=1
(1−1{0}(yi))(1−1{1}(yi)) logc+

s∑
i=1

(1−1{0}(yi))(1−1{1}(yi)) loggu(yi; µ̌,ϕ),

com c= 1−α0(1−γ)−α1γ e

loggu(yi; µ̌,ϕ) = ϕ log
(

µ̌1/ϕ

1− µ̌1/ϕ

)
− logΓ(ϕ)+ logyi

(
µ̌1/ϕ

1− µ̌1/ϕ
−1

)
+(ϕ−1) log

[
log

(
1
yi

)]
,

em que loggu(yi; µ̌,ϕ) é a log-densidade da distribuição gama unitária. Como as derivadas de ℓ(θ)
são funções não lineares, os estimadores de máxima verossimilhança são obtidos através de métodos
de otimização não linear (PRESS, 2007; JORGE; STEPHEN, 2006). As expressões para as primeiras
derivadas com relação a cada um dos parâmetros são apresentadas no Apêndice A.

Adicionalmente, dado um processo sob controle com os parâmetros α00, α10, γ0 e ϕ0, os
procedimentos para implementar o gráfico de controle proposto são dados por:

1. Gere 10.000 subgrupos de tamanho s a partir da distribuição GUIm;

2. Para cada subgrupo gerado i, i= 1, . . . ,10.000, estime a média considerando o estimador γ̂;

3. Com base nas 10.000 réplicas do estimador γ̂, a distribuição empírica do estimador é determi-
nada e os quantis empíricos qα/2,γ̂ e q1−α/2,γ̂ , respectivamente, são obtidos.

No passo 1, se os parâmetros sob controle forem desconhecidos, eles serão substituídos pe-
las suas respectivas estimativas de máxima verossimilhança. Desse modo, os limites de controle do
gráfico proposto na presença de subgrupos podem ser expressos por

LIC = qα/2,γ̂ ,
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LC = γ̂∗,

LSC = q1−α/2,γ̂ ,

em que qα/2,γ̂ e q1−α/2,γ̂ são os quantis empíricos da distribuição do estimador γ̂ e γ̂∗ é a média da
distribuição empírica.

O poder de detecção, calculado a partir da probabilidade do erro tipo II (β), é determinado
de forma similar ao caso em que temos medidas individuais.

3.3 AVALIAÇÃO DE DESEMPENHO DOS GRÁFICOS DE CONTROLE

O desempenho de um gráfico de controle é geralmente medido em termos do número de
observações (comprimento da sequência) até que um sinal de alerta seja observado. O comprimento
da sequência (runing length) é uma variável aleatória com distribuição geométrica de parâmetro p.
Neste sentido, uma das medidas utilizadas é o comprimento médio da sequência (average runing
length - ARL) (MONTGOMERY, 2009). O ARL fornece o número médio de observações até a
detecção de uma condição fora de controle. A avaliação de desempenho é realizada mensurando
o ARL em duas situações. A primeira, na presença de um processo sob controle, onde temos o
ARL0. O ARL0 é definido conforme a probabilidade do erro tipo I (α), com ARL0 = 1

α , em que
α= 1−P0(LIC|α00,α10,γ0,ϕ0 ≤ Y ≤ LSC|α00,α10,γ0,ϕ0). Um ARL0 maior indica uma probabi-
lidade menor de alarmes falsos (MONTGOMERY, 2009; CASTAGLIOLA; MARAVELAKIS, 2011).
Por outro lado, quando temos um processo fora de controle, com média γ1 = γ0 × δ, em que γ0 é a
média considerando um processo sob controle e δ uma perturbação na média, oARL1 pode ser escrito
como 1

1−β , em que β = P1(LIC|α00,α10,γ1,ϕ0 ≤ Y ≤ LSC|α00,α10,γ1,ϕ0), sendo P1 a probabili-
dade calculada considerando o processo fora de controle. Portanto, assumimos que o processo está
fora de controle quando temos uma mudança de tamanho δ na média do processo, isto é, γ1 = γ0 × δ,
enquanto para δ = 1, o processo está sob controle. Vale destacar que o ARL1 fornece o poder do
gráfico em detectar mudanças no processo.

Para efeitos de avaliação de desempenho, duas medidas também importantes e frequente-
mente usadas nesse contexto foram consideradas, sendo elas a mediana da distribuição do compri-
mento (Median Run Length - MRL) e o desvio padrão da distribuição do comprimento (Standard
Deviation of Run Length - SDRL) (KHALIQ et al., 2016; RIAZ, 2015; PAROISSIN et al., 2016;
TEOH et al., 2017; AHMAD et al., 2019). As respectivas medidas podem ser definidas comoMRL=
ln(0,5)/ ln(1 − p) e SDRL =

√
(1−p)/p2 (HO et al., 2019), em que p = α quando o processo esta

sob controle e p = 1 −β quando o processo está fora de controle (HO et al., 2019). Na avaliação de
desempenho do gráfico de controle consideramos α= 0,0027, abordagem semelhante a diversos estu-
dos propostos na área (ASLAM et al., 2015; JOEKES et al., 2015; LOMBARD; MAXWELL, 2012;
TEOH et al., 2017).

Na Tabela 3.1 são apresentados seis cenários considerados no estudo de simulação. Os ce-
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nários 1, 2 e 3 consideram a distribuição gama unitária inflacionada em zero, enquanto os cenários
4, 5 e 6, consideram a distribuição gama unitária inflacionada em um. A reprodução de um cenário
fora de controle foi realizada a partir de pertubarções na média do processo (γ1 = γ0 × δ), em que
δ = (1,05;1,10;1,15;1,20;1,25;1,30;1,35;1,40;1,45;1,50) para os cenários inflacionados em zero
e δ = (0,95;0,90;0,85;0,80;0,75;0,70;0,65;0,60;0,55;0,50) para os cenários inflacionados em um.
Salientando que δ = 1 representa um processo sob controle e, neste caso, temos as medidas ARL0,
MRL0 e SDRL0. Os valores esperados de ARL0,MRL0 e SDRL0 considerando α = 0,0027 são,
respectivamente, 370, 256 e 369. Todas as implementações computacionais e simulações foram reali-
zadas usando o ambiente de computação estatística R (R Development Core Team, 2021).

Tabela 3.1 – Cenários considerados no estudo de simulação. Distribuição gama unitária inflacionada em zero (1-3)
e distribuição gama unitária inflacionada em um (4-6).

Cenário γ α0 α1 ϕ
1 0,06 0,10 0,0 60
2 0,10 0,16 0,0 30
3 0,30 0,07 0,0 20
4 0,75 0,0 0,13 10
5 0,65 0,0 0,05 30
6 0,90 0,0 0,06 60

3.4 MEDIDAS INDIVIDUAIS

Nesta seção, apresentamos os resultados do estudo de simulação para avaliar o desempenho
dos gráficos de controle gama unitária inflacionado (GUIm) e beta inflacionado (BI) proposto por
Lima-Filho et al. (2019), a partir das medidas consideradas. As Tabelas 3.2, 3.3 e 3.4 apresentam os
resultados dos gráficos de controle em termos de ARL, MRL e SDRL, considerando α = 0,0027.

Na Tabela 3.2, é possível observar que o gráfico de controle GUIm apresenta valores de
ARL0 = 370, conforme o esperado quando temos um α = 0,0027. Por outro lado, no gráfico de con-
trole BI isso não ocorre, gerando, assim, um número mais elevado de falsos alarmes. Por exemplo,
considerando o processo sob controle (δ = 1) e Cenário 1, o gráfico de controle GUIm leva em média
370 observações até a emissão de um sinal de alerta, enquanto o gráfico de controle beta inflacionado
emite um sinal com, aproximadamente, 245 observações. De acordo com a Tabela 3.2 é possível veri-
ficar que à medida que o tamanho do deslocamento (δ) aumenta, os valores de ARL1 decrescem em
ambos os gráficos, isto é, os gráficos passam a detectar mais rapidamente que o processo está fora de
controle.

É possível observar que a variabilidade dos dados pode causar reflexo no desempenho do
gráfico de controle. Por exemplo, no Cenário 2, em que consideramos uma precisão ϕ= 30, para δ =
1,25, o gráfico de controle gama unitária inflacionado leva, em média, 87 observações para detectar
uma mudança no processo. De outro modo, para o mesmo gráfico, no Cenário 1, com maior precisão
(ϕ= 60), para δ = 1,25, o gráfico levaria uma média de 70 observações para identificar uma mudança
de mesma magnitude. Para os cenários inflacionados em um (Tabela 3.2), observa-se que à medida
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que o tamanho do deslocamento aumenta, os valores deARL1 decrescem rapidamente, tendendo a um,
como esperado. Isso nos indica que com uma pequena perturbação na média, os gráficos de controle
GUIm e BI já sinalizam alguma alteração no processo. Além disso, para os cenários inflacionados em
um, é possível notar que os gráficos apresentam desempenho igual, em geral. Com relação as Tabelas
3.3 e 3.4, que apresentam as medidas MRL e SDRL, respectivamente, é possível notar que à medida
que o deslocamento na média aumenta, os valores de MRL1 e SDRL1 também decrescem, conforme
esperado. Nos cenários inflacionados em um, os valores das medidas diminuem de forma mais rápida,
como pode ser observado nas Tabelas 3.2, 3.3 e 3.4.

Podemos observar que o gráfico de controle GUIm considera zero ou um como limite de
controle quando α̂0(1 − γ̂) ≥ α/2 ou α̂1 × γ̂ ≥ α/2 (LIMA-FILHO et al., 2019). Isto é, uma relação
entre as probabilidades de 0 ou 1 e o erro tipo I (α). Dessa forma, para um valor de α fixo, nos casos
em que a relação é satisfeita, é utilizado o gráfico de controle unilateral.

Tabela 3.2 – Performance, em termos de ARL, e limites de controle dos gráficos gama unitária inflacionado
(GUIm) e beta inflacionado (BI).

Cenário 1 Cenário 2 Cenário 3
δ GUIm BI GUIm BI GUIm BI

1,00 370,00 244,94 370,00 257,57 370,00 318,79
1,05 253,39 170,06 268,26 188,53 369,50 200,54
1,10 177,64 120,84 197,76 140,30 147,86 128,74
1,15 127,25 87,72 148,06 106,03 96,28 84,29
1,20 92,99 64,94 112,45 81,28 63,89 56,26
1,25 69,23 48,97 86,56 63,15 43,20 38,26
1,30 52,44 37,56 67,48 49,68 29,76 26,51
1,35 40,37 29,27 53,24 39,55 20,88 18,71
1,40 31,55 23,16 42,47 31,84 14,92 13,46
1,45 25,01 18,58 34,24 25,90 10,86 9,87
1,50 20,09 15,10 27,89 21,28 8,06 7,37
LIC 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
LSC 0,1508 0,1451 0,2796 0,2702 0,5581 0,5536

Cenário 4 Cenário 5 Cenário 6
δ GUIm BI GUIm BI GUIm BI

1,00 370,00 378,91 370,00 376,02 370,00 370,79
0,95 61,38 62,50 53,00 53,65 1,57 1,57
0,90 17,87 18,11 13,30 13,42 1,06 1,06
0,85 7,54 7,61 5,07 5,11 1,05 1,05
0,80 4,10 4,13 2,64 2,65 1,05 1,05
0,75 2,66 2,68 1,73 1,74 1,04 1,04
0,70 1,96 1,97 1,34 1,34 1,04 1,04
0,65 1,59 1,59 1,16 1,16 1,04 1,04
0,60 1,37 1,37 1,08 1,08 1,03 1,03
0,55 1,24 1,24 1,04 1,04 1,03 1,03
0,50 1,16 1,16 1,02 1,02 1,03 1,03
LIC 0,5026 0,5020 0,4892 0,4890 0,8557 0,8557
LSC 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000



49

Tabela 3.3 – Performance, em termos de MRL, e limites de controle dos gráficos gama unitária inflacionado
(GUIm) e beta inflacionado (BI).

Cenário 1 Cenário 2 Cenário 3
δ GUIm BI GUIm BI GUIm BI

1,00 256,12 169,44 256,12 178,18 256,12 220,62
1,05 175,29 177,53 185,60 130,33 160,15 138,66
1,10 122,78 83,41 136,73 96,90 102,14 88,89
1,15 87,86 60,45 102,28 73,14 66,39 58,08
1,20 64,11 44,67 77,60 55,99 43,94 38,65
1,25 47,64 33,60 59,65 43,42 29,60 26,17
1,30 36,00 25,69 46,43 34,09 20,28 18,03
1,35 27,63 19,94 36,55 27,06 14,12 12,62
1,40 21,52 15,70 29,09 21,72 9,99 8,98
1,45 16,98 12,53 23,39 17,60 7,18 6,49
1,50 13,58 10,12 18,98 14,40 5,23 4,75

Cenário 4 Cenário 5 Cenário 6
δ GUIm BI GUIm BI GUIm BI

1,00 256,12 262,29 256,12 260,29 256,12 256,67
0,95 42,20 42,98 36,39 36,84 1,00 1,00
0,90 12,03 12,20 8,87 8,95 1,00 1,00
0,85 4,87 4,92 3,16 3,18 1,00 1,00
0,80 2,48 2,50 1,46 1,47 1,00 1,00
0,75 1,47 1,48 1,00 1,00 1,00 1,00
0,70 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,65 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,60 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,55 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,50 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
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Tabela 3.4 – Performance, em termos de SDRL, e limites de controle dos gráficos gama unitária inflacionado
(GUIm) e beta inflacionado (BI).

Cenário 1 Cenário 2 Cenário 3
δ GUIm BI GUIm BI GUIm BI

1,00 369,50 244,44 369,50 257,07 369,50 318,29
1,05 252,89 169,56 267,76 188,03 231,05 200,04
1,10 177,14 120,34 197,26 139,80 147,36 128,24
1,15 126,75 87,22 147,56 105,52 95,77 83,79
1,20 92,49 64,44 111,95 80,78 63,39 55,75
1,25 68,73 48,47 86,06 62,64 42,70 37,76
1,30 51,94 37,06 66,98 49,18 29,25 26,01
1,35 39,86 28,77 52,73 39,04 20,37 18,21
1,40 31,04 22,65 41,97 31,33 14,41 12,95
1,45 24,50 18,07 33,74 25,40 10,35 9,35
1,50 19,58 14,59 27,39 20,78 7,55 6,85

Cenário 4 Cenário 5 Cenário 6
δ GUIm BI GUIm BI GUIm BI

1,00 369,50 378,41 369,50 375,52 369,50 370,29
0,95 60,88 62,00 52,49 53,15 0,95 0,95
0,90 17,36 17,61 12,79 12,91 0,24 0,24
0,85 7,02 7,10 4,55 4,58 0,22 0,22
0,80 3,56 3,59 2,08 2,10 0,22 0,22
0,75 2,10 2,12 1,13 1,13 0,21 0,21
0,70 1,38 1,38 0,68 0,68 0,20 0,20
0,65 0,96 0,97 0,43 0,43 0,19 0,19
0,60 0,71 0,71 0,29 0,29 0,19 0,19
0,55 0,54 0,54 0,20 0,20 0,18 0,18
0,50 0,42 0,43 0,15 0,15 0,17 0,17

3.5 OBSERVAÇÕES NÃO INDIVIDUAIS

A seguir são apresentados os resultados considerando subgrupos de tamanhos s= 8, 15, 30 e
50. As Tabelas 3.5-3.10 apresentam as medidas de desempenho para os gráficos de controleX , consi-
derando cenários inflacionados em zero (1-3) e cenários inflacionados em um (4-6), para α= 0,0027.
Conforme os resultados numéricos, quando o processo está sob controle, os gráficos de controleGUIm

para observações não individuais apresentam os valores de ARL0, MRL0 e SDRL0 próximos aos ní-
veis nominais em todos os cenários, isto é, ARL0 = 370,37, MRL0 = 256,37 e SDRL0 = 369,87
(Tabela 3.5-3.10). Por outro lado, quando o processo está sob controle, o gráfico de controle BI emite
falsos alarmes com mais frequência, como por exemplo, nos Cenários 1 e 3. Conforme a perturbação
na média (δ) aumenta, os gráficos de controle tendem a apresentar desempenhos próximos (Tabela
3.5 e 3.6). Por exemplo, no Cenário 4 e δ = 0,95, os gráficos apresentam desempenhos similares em
todos os subgrupos (Tabela 3.6).

Quando o processo está fora de controle, os valores de ARL1, MRL1 e SDRL1 diminuem
quando o tamanho do subgrupo aumenta, um reflexo da consistência do EMV. Além disso, o aumento
no tamanho da amostra proporciona menor amplitude entre os limites de controle, como pode ser
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observado no Cenário 1 considerando o subgrupo de tamanho s = 8 em relação ao subgrupo s = 50
(Tabela 3.5). Com o aumento no tamanho do subgrupo, os gráficos de controle apresentam menor
variabilidade, detectando mais rapidamente uma mudança (de mesma magnitude) no processo. Por
exemplo, no Cenário 6 com δ = 0,95 e s = 8, considerando o gráfico de controle GUIm, temos um
valor de SDRL1 = 0,22, enquanto para s= 50 e δ = 0,95, temos SDRL1 = 0,01 (Tabela 3.10).
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Tabela 3.5 – Performance, em termos de ARL, do gráfico de controle gama unitária inflacionado (GUIm) e beta
inflacionado (BI), considerando o EMV para a média.

s = 8 s = 15 s = 30 s = 50
Cenário δ GUIm BI GUIm BI GUIm BI GUIm BI

1

1,00 370,37 357,14 370,37 357,14 370,37 344,83 370,37 344,83
1,05 192,31 192,31 200,00 200,00 83,33 83,33 50,51 50,25
1,10 76,92 76,34 54,35 54,05 22,37 22,03 12,21 12,17
1,15 32,89 32,79 21,88 21,88 8,15 8,03 3,96 3,94
1,20 18,80 18,66 9,48 9,46 3,61 3,59 2,06 2,06
1,25 10,29 10,19 5,26 5,26 2,17 2,16 1,39 1,39
1,30 6,78 6,71 3,29 3,29 1,57 1,57 1,15 1,15
1,35 4,47 4,44 2,39 2,39 1,29 1,29 1,05 1,05
1,40 3,15 3,13 1,81 1,81 1,13 1,13 1,02 1,02
1,45 2,40 2,39 1,51 1,51 1,07 1,07 1,01 1,01
1,50 1,97 1,97 1,32 1,32 1,03 1,03 1,00 1,00
LIC 0,0287 0,0286 0,0370 0,0369 0,0440 0,0440 0,0468 0,0468
LSC 0,0917 0,0916 0,0830 0,0830 0,0757 0,0757 0,0722 0,0722

2

δ GUIm BI GUIm BI GUIm BI GUIm BI
1,00 370,37 370,37 370,37 357,14 370,37 370,37 370,37 384,62
1,05 222,22 227,27 294,12 294,12 131,58 135,14 109,89 125,00
1,10 128,21 133,33 81,30 81,30 32,57 33,00 24,27 27,10
1,15 59,88 60,24 32,26 32,26 12,50 12,79 7,96 8,66
1,20 36,23 36,50 17,06 17,06 5,84 5,95 3,52 3,75
1,25 17,61 17,76 9,41 9,41 3,36 3,40 2,07 2,15
1,30 10,76 10,87 5,65 5,65 2,24 2,25 1,47 1,51
1,35 7,32 7,34 3,72 3,72 1,66 1,68 1,21 1,22
1,40 5,47 5,52 2,74 2,74 1,36 1,37 1,09 1,10
1,45 4,00 4,03 2,17 2,17 1,22 1,22 1,04 1,04
1,50 3,10 3,12 1,78 1,78 1,11 1,12 1,02 1,02
LIC 0,0432 0,0432 0,0554 0,0555 0,0679 0,0679 0,0750 0,0751
LSC 0,1639 0,1640 0,1470 0,1470 0,1317 0,1319 0,1254 0,1258

3

δ GUIm BI GUIm BI GUIm BI GUIm BI
1,00 370,37 357,14 370,37 357,14 370,37 370,37 370,37 357,14
1,05 227,27 227,27 62,89 62,50 45,25 45,25 25,71 25,64
1,10 54,35 54,05 14,03 13,99 7,99 8,06 4,11 4,10
1,15 20,28 20,08 5,08 5,05 2,68 2,69 1,65 1,64
1,20 8,50 8,38 2,59 2,58 1,52 1,52 1,13 1,13
1,25 4,06 4,04 1,70 1,70 1,15 1,16 1,02 1,02
1,30 2,47 2,46 1,30 1,30 1,04 1,04 1,00 1,00
1,35 1,78 1,78 1,14 1,14 1,01 1,01 1,00 1,00
1,40 1,45 1,45 1,06 1,06 1,00 1,00 1,00 1,00
1,45 1,27 1,27 1,03 1,03 1,00 1,00 1,00 1,00
1,50 1,17 1,17 1,01 1,01 1,00 1,00 1,00 1,00
LIC 0,1742 0,1742 0,2121 0,2121 0,2399 0,2400 0,2558 0,2558
LSC 0,4036 0,4034 0,3696 0,3695 0,3521 0,3521 0,3411 0,3411
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Tabela 3.6 – Performance, em termos de ARL, do gráfico de controle gama unitária inflacionado (GUIm) e beta
inflacionado (BI), considerando o EMV para a média.

s = 8 s = 15 s = 30 s = 50
Cenário δ GUIm BI GUIm BI GUIm BI GUIm BI

4

1,00 370,37 370,37 370,37 370,37 370,37 370,37 370,37 370,37
0,95 14,77 14,77 10,05 10,05 4,63 4,63 2,46 2,46
0,90 3,16 3,16 1,98 1,98 1,25 1,25 1,05 1,05
0,85 1,58 1,58 1,19 1,19 1,02 1,02 1,00 1,00
0,80 1,19 1,19 1,04 1,04 1,00 1,00 1,00 1,00
0,75 1,08 1,08 1,01 1,01 1,00 1,00 1,00 1,00
0,70 1,03 1,03 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,65 1,01 1,01 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,60 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,55 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,50 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
LIC 0,6510 0,6510 0,6741 0,6741 0,6948 0,6948 0,7078 0,7078
LSC 0,8756 0,8756 0,8376 0,8376 0,8133 0,8133 0,7962 0,7962

5

δ GUIm BI GUIm BI GUIm BI GUIm BI
1,00 370,37 370,37 370,37 370,37 370,37 370,37 370,37 370,37
0,95 11,03 11,03 4,58 4,58 2,38 2,38 1,64 1,64
0,90 1,92 1,92 1,32 1,33 1,06 1,06 1,01 1,01
0,85 1,21 1,21 1,05 1,05 1,00 1,00 1,00 1,00
0,80 1,07 1,07 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,75 1,02 1,02 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,70 1,01 1,01 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,65 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,60 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,55 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,50 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
LIC 0,5808 0,5808 0,5999 0,5999 0,6132 0,6132 0,6205 0,6205
LSC 0,7754 0,7754 0,7288 0,7288 0,7043 0,7043 0,6889 0,6889

6

δ GUIm BI GUIm BI GUIm BI GUIm BI
1,00 370,37 357,14 370,37 370,37 370,37 370,37 370,37 370,37
0,95 1,05 1,05 1,01 1,01 1,00 1,00 1,00 1,00
0,90 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,85 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,80 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,75 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,70 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,65 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,60 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,55 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,50 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
LIC 0,8815 0,8815 0,8855 0,8855 0,8885 0,8885 0,8904 0,8904
LSC 0,9375 0,9375 0,9268 0,9268 0,9168 0,9168 0,9133 0,9133
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Tabela 3.7 – Performance, em termos de MRL, do gráfico de controle gama unitária inflacionado (GUIm) e beta
inflacionado (BI), considerando o EMV para a média.

s = 8 s = 15 s = 30 s = 50
Cenário δ GUIm BI GUIm BI GUIm BI GUIm BI

1

1,00 256,37 247,21 256,37 247,21 256,37 238,67 256,37 238,67
1,05 132,95 132,95 138,28 138,28 57,42 57,42 34,66 34,48
1,10 52,97 52,56 37,32 37,12 15,16 14,92 8,11 8,08
1,15 22,45 22,38 14,82 14,82 5,30 5,21 2,38 2,37
1,20 12,68 12,58 6,22 6,20 2,14 2,12 1,05 1,04
1,25 6,78 6,71 3,29 3,29 1,12 1,12 1,00 1,00
1,30 4,34 4,29 1,91 1,91 1,00 1,00 1,00 1,00
1,35 2,74 2,72 1,28 1,28 1,00 1,00 1,00 1,00
1,40 1,81 1,80 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
1,45 1,28 1,28 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
1,50 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
LIC 0,0287 0,0286 0,0370 0,0369 0,0440 0,0440 0,0468 0,0468
LSC 0,0917 0,0916 0,0830 0,0830 0,0757 0,0757 0,0722 0,0722

2

δ GUIm BI GUIm BI GUIm BI GUIm BI
1,00 256,37 256,37 256,37 247,21 256,37 256,37 256,37 266,25
1,05 153,69 157,19 203,52 203,52 90,86 93,32 75,82 86,30
1,10 88,52 92,07 56,01 56,01 22,23 22,53 16,48 18,44
1,15 41,16 41,41 22,01 22,01 8,31 8,51 5,16 5,65
1,20 24,77 24,95 11,48 11,48 3,69 3,76 2,08 2,23
1,25 11,85 11,96 6,17 6,17 1,96 1,99 1,05 1,11
1,30 7,11 7,18 3,56 3,56 1,17 1,18 1,00 1,00
1,35 4,72 4,73 2,21 2,21 1,00 1,00 1,00 1,00
1,40 3,43 3,47 1,52 1,52 1,00 1,00 1,00 1,00
1,45 2,41 2,43 1,12 1,12 1,00 1,00 1,00 1,00
1,50 1,78 1,79 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
LIC 0,0432 0,0432 0,0554 0,0555 0,0679 0,0679 0,0750 0,0751
LSC 0,1639 0,1640 0,1470 0,1470 0,1317 0,1319 0,1254 0,1258

3

δ GUIm BI GUIm BI GUIm BI GUIm BI
1,00 256,37 247,21 256,37 247,21 256,37 256,37 256,37 247,21
1,05 157,19 157,19 43,25 42,97 31,02 31,02 17,47 17,42
1,10 37,32 37,12 9,37 9,34 5,19 5,23 2,49 2,48
1,15 13,71 13,57 3,16 3,14 1,49 1,49 1,00 1,00
1,20 5,54 5,46 1,42 1,42 1,00 1,00 1,00 1,00
1,25 2,45 2,44 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
1,30 1,33 1,33 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
1,35 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
1,40 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
1,45 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
1,50 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
LIC 0,1742 0,1742 0,2121 0,2121 0,2399 0,2400 0,2558 0,2558
LSC 0,4036 0,4034 0,3696 0,3695 0,3521 0,3521 0,3411 0,3411
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Tabela 3.8 – Performance, em termos de MRL, do gráfico de controle gama unitária inflacionado (GUIm) e beta
inflacionado (BI), considerando o EMV para a média.

s = 8 s = 15 s = 30 s = 50
Cenário δ GUIm BI GUIm BI GUIm BI GUIm BI

4

1,00 256,37 256,37 256,37 256,37 256,37 256,37 256,37 256,37
0,95 9,89 9,89 6,61 6,61 2,85 2,85 1,33 1,33
0,90 1,82 1,82 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,85 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,80 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,75 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,70 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,65 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,60 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,55 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,50 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
LIC 0,6510 0,6510 0,6741 0,6741 0,6948 0,6948 0,7078 0,7078
LSC 0,8756 0,8756 0,8376 0,8376 0,8133 0,8133 0,7962 0,7962

5

δ GUIm BI GUIm BI GUIm BI GUIm BI
1,00 256,37 256,37 256,37 256,37 256,37 256,37 256,37 256,37
0,95 7,29 7,29 2,81 2,82 1,27 1,27 1,00 1,00
0,90 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,85 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,80 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,75 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,70 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,65 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,60 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,55 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,50 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
LIC 0,5808 0,5808 0,5999 0,5999 0,6132 0,6132 0,6205 0,6205
LSC 0,7754 0,7754 0,7288 0,7288 0,7043 0,7043 0,6889 0,6889

6

δ GUIm BI GUIm BI GUIm BI GUIm BI
1,00 256,37 247,21 256,37 256,37 256,37 256,37 256,37 256,37
0,95 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,90 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,85 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,80 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,75 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,70 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,65 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,60 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,55 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,50 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
LIC 0,8815 0,8815 0,8855 0,8855 0,8885 0,8885 0,8904 0,8904
LSC 0,9375 0,9375 0,9268 0,9268 0,9168 0,9168 0,9133 0,9133
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Tabela 3.9 – Performance, em termos de SDRL, do gráfico de controle gama unitária inflacionado (GUIm) e beta
inflacionado (BI), considerando o EMV para a média.

s = 8 s = 15 s = 30 s = 50
Cenário δ GUIm BI GUIm BI GUIm BI GUIm BI

1

1,00 369,87 356,64 369,87 356,64 369,87 344,33 369,87 344,33
1,05 191,81 191,81 199,50 199,50 82,83 82,83 50,00 49,75
1,10 76,42 75,83 53,85 53,55 21,87 21,52 11,70 11,65
1,15 32,39 32,28 21,38 21,38 7,63 7,52 3,42 3,41
1,20 18,29 18,15 8,96 8,95 3,07 3,04 1,48 1,48
1,25 9,78 9,68 4,74 4,73 1,60 1,58 0,74 0,74
1,30 6,26 6,19 2,75 2,74 0,95 0,94 0,42 0,42
1,35 3,94 3,91 1,82 1,82 0,62 0,61 0,23 0,23
1,40 2,60 2,58 1,21 1,21 0,39 0,39 0,13 0,13
1,45 1,83 1,82 0,88 0,88 0,27 0,26 0,07 0,07
1,50 1,39 1,38 0,65 0,65 0,18 0,18 0,03 0,03
LIC 0,0287 0,0286 0,0370 0,0369 0,0440 0,0440 0,0468 0,0468
LSC 0,0917 0,0916 0,0830 0,0830 0,0757 0,0757 0,0722 0,0722

2

δ GUIm BI GUIm BI GUIm BI GUIm BI
1,00 369,87 369,87 369,87 356,64 369,87 369,87 369,87 384,12
1,05 221,72 226,77 293,62 293,62 131,08 134,63 109,39 124,50
1,10 127,70 132,83 80,80 80,80 32,07 32,50 23,77 26,60
1,15 59,38 59,74 31,75 31,75 11,99 12,28 7,45 8,14
1,20 35,73 35,99 16,56 16,56 5,32 5,42 2,98 3,21
1,25 17,10 17,25 8,89 8,89 2,82 2,85 1,48 1,57
1,30 10,25 10,36 5,13 5,13 1,66 1,68 0,83 0,88
1,35 6,80 6,82 3,18 3,18 1,05 1,06 0,50 0,52
1,40 4,95 4,99 2,18 2,18 0,70 0,71 0,32 0,33
1,45 3,47 3,49 1,59 1,59 0,52 0,52 0,20 0,20
1,50 2,55 2,57 1,18 1,18 0,36 0,36 0,13 0,14
LIC 0,0432 0,0432 0,0554 0,0555 0,0679 0,0679 0,0750 0,0751
LSC 0,1639 0,1640 0,1470 0,1470 0,1317 0,1319 0,1254 0,1258

3

δ GUIm BI GUIm BI GUIm BI GUIm BI
1,00 369,87 356,64 369,87 356,64 369,87 369,87 369,87 356,64
1,05 226,77 226,77 62,39 62,00 44,75 44,75 25,20 25,14
1,10 53,85 53,55 13,52 13,48 7,48 7,54 3,58 3,56
1,15 19,78 19,57 4,55 4,52 2,12 2,14 1,03 1,03
1,20 7,99 7,87 2,03 2,02 0,89 0,89 0,38 0,38
1,25 3,53 3,50 1,09 1,09 0,42 0,42 0,15 0,15
1,30 1,90 1,89 0,63 0,63 0,21 0,21 0,06 0,06
1,35 1,18 1,18 0,39 0,39 0,11 0,11 0,02 0,02
1,40 0,80 0,80 0,26 0,26 0,06 0,06 0,01 0,01
1,45 0,58 0,58 0,16 0,16 0,02 0,02 0,01 0,01
1,50 0,45 0,45 0,11 0,11 0,01 0,01 0,01 0,01
LIC 0,1742 0,1742 0,2121 0,2121 0,2399 0,2400 0,2558 0,2558
LSC 0,4036 0,4034 0,3696 0,3695 0,3521 0,3521 0,3411 0,3411
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Tabela 3.10 – Performance, em termos de SDRL, do gráfico de controle gama unitária inflacionado (GUIm) e beta
inflacionado (BI), considerando o EMV para a média.

s = 8 s = 15 s = 30 s = 50
Cenário δ GUIm BI GUIm BI GUIm BI GUIm BI

4

1,00 369,87 369,87 369,87 369,87 369,87 369,87 369,87 369,87
0,95 14,26 14,26 9,54 9,54 4,10 4,09 1,90 1,90
0,90 2,62 2,62 1,40 1,40 0,56 0,56 0,22 0,22
0,85 0,96 0,96 0,48 0,48 0,14 0,14 0,02 0,02
0,80 0,48 0,48 0,20 0,20 0,03 0,03 0,01 0,01
0,75 0,28 0,28 0,09 0,09 0,01 0,01 0,01 0,01
0,70 0,16 0,16 0,03 0,03 0,01 0,01 0,01 0,01
0,65 0,10 0,10 0,02 0,02 0,01 0,01 0,01 0,01
0,60 0,07 0,07 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01
0,55 0,03 0,03 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01
0,50 0,02 0,02 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01
LIC 0,6510 0,6510 0,6741 0,6741 0,6948 0,6948 0,7078 0,7078
LSC 0,8756 0,8756 0,8376 0,8376 0,8133 0,8133 0,7962 0,7962

5

δ GUIm BI GUIm BI GUIm BI GUIm BI
1,00 369,87 369,87 369,87 369,87 369,87 369,87 369,87 369,87
0,95 10,51 10,51 4,05 4,05 1,81 1,81 1,02 1,02
0,90 1,33 1,33 0,66 0,66 0,25 0,25 0,08 0,08
0,85 0,51 0,51 0,22 0,22 0,04 0,04 0,01 0,01
0,80 0,26 0,26 0,07 0,07 0,01 0,01 0,01 0,01
0,75 0,14 0,14 0,02 0,02 0,01 0,01 0,01 0,01
0,70 0,08 0,08 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01
0,65 0,04 0,04 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01
0,60 0,02 0,02 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01
0,55 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01
0,50 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01
LIC 0,5808 0,5808 0,5999 0,5999 0,6132 0,6132 0,6205 0,6205
LSC 0,7754 0,7754 0,7288 0,7288 0,7043 0,7043 0,6889 0,6889

6

δ GUIm BI GUIm BI GUIm BI GUIm BI
1,00 369,87 356,64 369,87 369,87 369,87 369,87 369,87 369,87
0,95 0,22 0,22 0,08 0,08 0,01 0,01 0,01 0,01
0,90 0,03 0,03 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01
0,85 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01
0,80 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01
0,75 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01
0,70 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01
0,65 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01
0,60 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01
0,55 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01
0,50 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01
LIC 0,8815 0,8815 0,8855 0,8855 0,8885 0,8885 0,8904 0,8904
LSC 0,9375 0,9375 0,9268 0,9268 0,9168 0,9168 0,9133 0,9133
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3.6 APLICAÇÕES

Nesta seção são aprentadas duas aplicações do gráfico de controle gama unitária inflacionado
a banco de dados reais. O primeiro caso consiste no monitoramento da variável taxa de letalidade por
dengue na região do Caribe. A segunda aplicação apresenta o uso do gráfico de controle proposto para
o monitoramento da variável umidade relativa do ar para a estação meteorológica de Araçatuba - São
Paulo.

3.6.1 Dados de letalidade por dengue

Segundo a Organização Mundial de Saúde (OMS), a dengue é uma doença infecciosa febril
aguda de etiologia viral que é transmitida pelo mosquito Aedes aegypti, sendo a mais importante
arbovirose humana que afeta o ser humano e a de maior relevância nas Américas, caracterizando-se
como um sério problema de saúde pública mundial. Estima-se que ocorram, anualmente, 390 milhões
de infecções e 20 mil mortes no mundo (BRASIL, 2019). Uma revisão sistemática epidemiológica
apontou que a incidência de dengue na região da América Latina - Caribe aumentou entre os anos de
1995-2010 (CAFFERATA et al., 2013). Entre os anos de 2001 a 2007, mais de 4 milhões de casos
foram notificados nas Américas, sendo a América do Sul a subregião mais afetada, em particular,
Brasil, Equador, Colômbia, Paraguai e Venezuela (SCHNEIDER, 2001).

Segundo a Pan American Health Organization (PAHO), a dengue antigiu o maior número de
casos registrados nas Américas em 2019, sendo mais de 2,7 milhões (PAHO, 2019). A proporção de
dengue grave (0,8%) superou a observada nos quatro anos anteriores. O número de casos notificados
em 2019 a partir da Semana Epidemiológica (SE) 42 (2.733.635) é o maior registrado na história
da dengue nas Américas, excedendo em 13% o número de casos notificados no ano epidêmico de
2015. Entretanto, apesar do aumento no número de casos, a taxa de letalidade foi 26%menor em 2019
(0,044%) (PAHO, 2019). Vários são os fatores para essa disseminação nos trópicos e subtrópicos.
O crescimento populacional, urbanização rápida e não planejada de regiões tropicais, diminuição do
acesso aos cuidados de saúde e mudanças climáticas (MARTÍN et al., 2010) são alguns deles. Tendo
como motivação a disseminação de casos de dengue nos útlimos anos e o problema de saúde pública
decorrente disso, a seguir apresentamos uma aplicação a dados de letalidade por dengue.

Nesta aplicação foram utilizados dados de letalidade por dengue para a região do Caribe
Latino (Cuba, República Dominicana e Porto Rico). A Taxa de letalidade é obtida considerando o
número de óbitos dentro de determinado período de tempo em relação ao número de casos registrados
no mesmo intervalo. O banco de dados está disponível na Plataforma de Informação em Saúde para as
Américas (PLISA), no endereço <https://www3.paho.org/data/index.php/es/>, para os anos
de 1995 a 2022. A amostra foi dividida em dois conjuntos, sendo o primeiro com 16 observações
usado para estimação dos parâmetros e limites de controle, denominada de Fase I, e o segundo com
13 observações para o monitoramento (Fase II). Os parâmetros do modelo foram estimados através
do método de máxima verossimilhança. Na respectiva aplicação, consideramos a abordagem em que
o tamanho do subgrupo é s= 1, uma vez que temos uma taxa de letalidade para cada ano. Na Tabela

https://www3.paho.org/data/index.php/es/
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3.11, observa-se que a taxa média de letalidade por dengue foi de 0,002 (desvio padrão = 0,0022) e
Taxa de letalidade máxima de 0,008.

Tabela 3.11 – Medidas descritivas da variável Taxa de letalidade por dengue na região do Caribe Latino.

Mínimo 1º Quartil Média Mediana 3º Quartil Máximo Desvio-padrão CV
0,0000 0,0000 0,0020 0,0010 0,0032 0,0080 0,0022 1,1000

Na Tabela 3.12 é possível verificar que a distribuição gama unitária inflacionada se mostra
mais adequada para a modelagem dos dados de letalidade por dengue, tendo em vista os menores
valores de AIC e BIC, sendo de −137,09 e −134,78, respectivamente. Na Figura 3.1 apresentamos
o gráfico de controle GUIm para omonitoramento da taxa de letalidade por dengue. Inicialmente, antes
de determinarmos os limites do gráfico de controle, verificamos se α̂0(1 − γ̂) ≥ α/2. Considerando
α = 0,0027, essa relação foi satisfeita. Os valores estimados para γ̂ e α̂0 foram 0,0029 e 0,0627,
respectivamente. O limite central (LC), que representa a taxa de letalidade média, foi igual a 0,0029,
o limite inferior (LI) igual a zero e o limite superior (LS) sendo 0,0138. Na Figura 3.1 é possível
observar que, na Fase II, não há nenhum ponto que se configure como fora de controle, ou seja, não
há taxa de letalidade que esteja fora dos limites estimados.

Tabela 3.12 – Estimativas dos parâmetros e critérios de adequabilidade AIC e BIC para a variável Taxa de
letalidade por Dengue.

Distribuição Estimativa AIC BIC
Beta inflacionada µ̂ 0,0031 −136,80 −134,48

ϕ̂ 935,636
Gama unitária inflacionada γ̂ 0,0029 −137,09 −134,78

ϕ̂ 93,9270
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Figura 3.1 – Gráfico de controle GUIm para a Taxa de letalidade por dengue na região do Caribe Latino,
considerando α = 0,0027. Linha tracejada referente ao limite central (LC).
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3.6.2 Dados de umidade relativa

Nesta subseção apresentamos uma aplicação a dados de umidade relativa (UR). A variável
UR é dada em termos percentuais, sendo resultado entre a razão da pressão parcial da água e a pressão
de vapor da água em equilíbrio. A UR atinge 100% quando o ar está saturado. A umidade relativa
do ar pode impactar a qualidade de vida de um indivíduo. Valores baixos de umidade relativa podem
trazer tosse, desconforto na garganta ou até aparecimento de doenças no trato respiratório (YI et al.,
2019). Além disso, estudos apontam que a umidade relativa alta e baixa estão associadas a um risco
aumentado de influenza (WU et al., 2021).

Alguns estudos avaliaram a relação entre o COVID-19 e fatores metereológicos como a UR
(LIU et al., 2020a; YAO et al., 2020). Sarkodie e Owusu (2020) relataram que altos valores de tempe-
ratura e UR reduzem a viabilidade, estabilidade, sobrevivência e transmissão do COVID-19. Adicio-
nalmente, Yang et al. (2021) investigaram se a relação entre fatores meteorológicos e a transmissão
do COVID-19 tem ligação com especificidades sazonais e geográficas, mostrando que a temperatura
e UR foram os principais fatores de transmissão, contudo, suas relações variaram com a estação e
localização geográfica. Assim, monitorar a umidade relativa (UR) é de grande importância, tendo em
vista as consequências que sua influência pode trazer a saúde.

Os dados utilizados nesta aplicação foram obtidos no site da Companhia Ambiental do Estado
de São Paulo (CETESB), disponível em <https://cetesb.sp.gov.br/>. As observações foram obtidas
para a estação Araçatuda, no período de 01 a 31 de julho de 2022. Nesta aplicação, consideramos o
caso em que s > 1, uma vez que temos várias medições ao longo do dia (24 medições). Dessa forma, o
dia foi considerado como o subgrupo e a umidade relativa média do dia foi modelada. A porcentagem
de uns na amostra foi de 2,5%. Como é possível observar, Tabela 3.13, a média e a menor proporção
de UR foram 0,6808 e 0,3400, respectivamente.

Tabela 3.13 – Medidas descritivas para a variável umidade relativa.

Mínimo 1º Quartil Média Mediana 3º Quartil Máximo Desvio-padrão CV
0,3400 0,4900 0,6808 0,7000 0,8500 1,0000 0,1933 0,2839

De acordo com os resultados da Tabela 3.14, a distribuição gama unitária inflacionadamostra-
se mais adequada para a modelagem dos dados, conforme os menores valores de AIC e BIC. Assim,
para determinar os limites de controle, o conjunto de dados foi dividido em duas partes. A primeira,
denominada de Fase I, composta por 360 observações, que correspondem a 15 dias de medições, foi
utilizada para a estimação dos parâmetros. Usando o conjunto de dados da Fase I, os estimadores de
máxima verossimilhança foram γ̂ = 0,6849, α̂1 = 0,0365 e ϕ̂= 1,6559. Na sequência, considerando
o tamanho da amostra por dia (s= 24), a distribuição empírica de γ̂ foi determinada para a obtenção
dos limites de controle. Para α = 0,0027, os limites de controle inferior e superior obtidos foram
0,5658 e 0,7983, respectivamente, enquanto a linha central foi igual a 0,6844. A Figura 3.2 apresenta
o gráfico de controle GUIm no monitoramento da variável UR. É possível observar os limites de

https://cetesb.sp.gov.br/


61

controle estimados e a média diária de cada subgrupo. Além disso, na fase de monitoramento (Fase
II), o gráfico de controle detecta um ponto fora de controle referente a amostra 26.

Tabela 3.14 – Estimativas dos parâmetros e critérios de adequabilidade AIC e BIC para a variável umidade
relativa.

Distribuição Estimativa AIC BIC
Beta inflacionada µ̂ 0,6770 −138,86 −127,20

ϕ̂ 5,1394
Gama unitária inflacionada γ̂ 0,6849 −139,32 −127,66

ϕ̂ 1,6559
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Figura 3.2 – Gráfico de controle GUIm para a umidade relativa, considerando α = 0,0027. Linha tracejada
referente ao limite central (LC).

3.7 CONCLUSÃO

Neste artigo propomos um gráfico de controle para monitorar variáveis inflacionadas em zero
ou um. O gráfico de controle proposto considera que a variável de interesse tem distribuição gama uni-
tária inflacionada. O desempenho do gráfico proposto foi avaliado em termos da média, mediana e
desvio padrão do comprimento da sequência e comparado com o gráfico de controle beta inflacionado.
Os resultados numéricos indicam que o gráfico proposto apresentou bom desempenho nas abordagens
consideradas. De modo geral, o gráfico de controle gama unitária inflacionado detecta de forma mais
rápida uma alteração na média do processo, quando o tamanho da amostra aumenta. Esse comporta-
mento sendo mais acentuado quando temos cenários inflacionados em um. Além disso, à medida que
o deslocamento na média do processo aumenta, os gráficos de controle gama unitária inflacionado e
beta inflacionado detectam de forma mais rápida uma alteração no processo. As diferenças entre os
gráficos foram mais expressivas quando consideramos a abordagem com medidas individuais (s= 1)
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e Cenários inflacionados em zero. Adicionalmente, duas aplicações a dados reais foram apresenta-
das para ilustrar a aplicabilidade do gráfico proposto. Levando em conta os resultados encontrados,
o gráfico de controle gama unitária inflacionado pode ser bastante oportuno para monitorar variáveis
dessa natureza. A partir da parametrização usada, é possível modelar a média do processo de forma a
incorporar todas as informações presentes na amostra, possibilitando a obtenção de resultados mais ro-
bustos e confiáveis do ponto de vista prático. Desse modo, recomendamos o uso do gráfico de controle
gama unitária inflacionado para monitorar variáveis distribuídas no intervalo unitário padrão, mas que
podem assumir os valores zero ou um.
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4 CONCLUSÃO GERAL

O presente estudo trouxe uma contribuição relevante na área de modelagem estatística, mais
especificamente, na classe de modelos inflacionados e gráficos de controle. A distribuição gama uni-
tária inflacionada mostra-se como uma alternativa aos modelos inflacionados (em zero, um ou zero e
um) já existentes na literatura. O estudo de simulação permitiu observar o comportamento dos estima-
dores de máxima verossimilhança dos parâmetros que indexam a distribuição e, também foi possível
avaliar o comportamento de intervalos de confiança assintóticos e dos testes de hipóteses Wald, razão
de verossimilhança, escore e gradiente. A aplicação a dados reais realizada a partir da distribuição,
demonstra sua utilidade na modelagem de variáveis dessa natureza e reforça a ideia do uso desses
modelos para solucionar problemas práticos. Além disso, a partir do gráfico de controle proposto, é
possível monitorar variáveis inflacionadas em zero ou um. Tendo em vista a escassez de gráficos para
monitorar variáveis dessa natureza, o uso do gráfico de controle gama unitária inflacionado torna-se
bastante relevante em situações em que os gráficos de controle já existentes sejam inadequados. Vale
destacar que no gráfico de controle gama unitária inflacionado, monitoramos a média da distribuição
inflacionada, fazendo com que o processo de monitoramento se torne mais eficaz.
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APÊNDICE A –

A seguir são apresentadas as expressões das primeiras derivadas com relação a cada um dos
parâmetros do modelo.

U(α0) = ∂ℓ(θ)
∂α0

=
∑n

i=11{0}(yi)
α0

−
n∑

i=1
(1−1{0}(yi))(1−1{1}(yi))

1−γ

c

+
n∑

i=1
(1−1{0}(yi))(1−1{1}(yi))

d(1+d)
µ̌ϕ

(y∗
i −µ∗)γ(1−γ)(1−α1)

c2
,

U(α1) = ∂ℓ(θ)
∂α1

=
∑n

i=11{1}(yi)
α1

−
n∑

i=1
(1−1{0}(yi))(1−1{1}(yi))

γ

c

−
n∑

i=1
(1−1{0}(yi))(1−1{1}(yi))

d(1+d)
µ̌ϕ

(y∗
i −µ∗)γ(1−γ)(1−α0)

c2
,

U(γ) = ∂ℓ(θ)
∂γ

= −
n∑

i=1
1{0}(yi)

1
1−γ

+
n∑

i=1
1{1}(yi)

1
γ

+
n∑

i=1
(1−1{0}(yi))(1−1{1}(yi))

α0 −α1
c

+
n∑

i=1
(1−1{0}(yi))(1−1{1}(yi))

d(1+d)
µ̌ϕ

(y∗
i −µ∗)(1−α0)(1−α1)

c2
,

U(ϕ) = ∂ℓ(θ)
∂ϕ

=
n∑

i=1
(1−1{0}(yi))(1−1{1}(yi))

{
log(− log(yi))− d log(µ̌)

ϕ

[
1+ d log(yi)

ϕµ̌1/ϕ

]

− log
(
µ̌1/ϕ

d

)
−ψ(ϕ)

}
.

As expressões para os elementos que compõem a matriz de informação de Fisher apresentada
em (9), são dadas por

Kα0α0 = n(1−γ)
α0

+ n(1−γ)2

c
+ n(1+d)2

µ̌2ϕ

[γ(1−γ)(1−α1)]2

c3
,

Kα1α1 = nγ

α1
+ nγ2

c
+ n(1+d)2

µ̌2ϕ

[γ(1−γ)(1−α0)]2

c3
,
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Kγγ = nα0
1−γ

+ nα1
γ

+ n(α0 −α1)2

c
+ n(1+d)2

µ̌2ϕ

[(1−α0)(1−α1)]2

c3
,

Kϕϕ = n(1−α0(1−γ)−α1γ)
{

2d log(µ̌)
ϕ2µ̌1/ϕ

+ d2(log(µ̌))2

ϕ3µ̌2/ϕ
+ψ

′
(ϕ)

}
,

Kα0α1 =Kα1α0 = −nγ(1−γ)
c

− n(1+d)2

µ̌2ϕ

(
γ2(1−γ)2(1−α0)(1−α1)

c3

)
,

Kα0γ =Kγα0 = −n− n(1−γ)(α0 −α1)
c

+ n(1+d)2

µ̌2ϕ

(
γ(1−γ)(1−α0)(1−α1)2

c3

)
,

Kα0ϕ =Kϕα0 = −nγ(1−γ)(1−α1)
c

[
d(1+d)
µ̌ϕ

(
1
d

+ log(µ̌)
ϕµ̌1/ϕ

)]
,

Kα1γ =Kγα1 = n− nγ(α0 −α1)
c

− n(1+d)2

µ̌2ϕ

(
γ(1−γ)(1−α1)(1−α0)2

c3

)
,

Kα1ϕ =Kϕα1 = nγ(1−γ)(1−α0)
c

[
d(1+d)
µ̌ϕ

(
1
d

+ log(µ̌)
ϕµ̌1/ϕ

)]
,

Kγϕ =Kϕγ = −n(1−α0(1−γ)−α1γ)
(

(1−α0)(1−α1)
c2

)[
d(1+d)
µ̌ϕ

(
1
d

+ log(µ̌)
ϕµ̌1/ϕ

)]
.
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