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RESUMO

Este trabalho divide-se em cinco capitulos. No primeiro trazemos a introducdo que
contém o0s objetivos e a relevancia deste estudo. No segundo, temos a revisao da
literatura em que apresentamos o estado da arte deste campo do conhecimento e
fazemos um apanhado das distribuicbes mais utilizadas que sdo base para as que
generalizamos em capitulos posteriores. No terceiro capitulo, apresenta-se o método
gerador, que é um teorema proposto com 7 corolarios, que estende o processo de
construcdes de distribuicdes de probabilidades, a fim de que as classes de distribuicbes
sejam construidas a partir de fungdes monotdnicas univariadas pré-definidas e
distribuicées conhecidas. No quarto capitulo foi trabalhado semelhantemente ao terceiro,
entretanto, a construcdo se deu a partir das fungdes monotdnicas multivariadas pre-
definidas e distribuicbes multivariadas conhecidas. Também foi realizado o
desenvolvimento das novas distribuicdes probabilisticas e novas fun¢cdes geradoras de
classes de distribuicdes probabilisticas. llustramos a potencialidade da nova distribuicao
de probabilidade univariada aqui proposta através de uma aplicagdo ao conjunto de
dados reais de excessos de picos de enchentes apresentado em Choulakian e Stephens
(2001). Para uma aplicacdo da nova distribuicdo multivariada proposta, utilizou-se a base
de dados de medidas da Flor de Iris apresentada no trabalho de Fisher (1936). S&o
comparados seis modelos e para a selecdo desses modelos, foram utilizados o Critério
de Informacéo de Akaike (AIC), o Critério de Informacdo de Akaike corrigido (AICc), o
Critério de Informacao Bayesiano (BIC), o Critério de Informac&do Hannan Quinn (HQIC)
e as estatisticas de Cramer Von-Mises e de Anderson-Darling para avaliar o ajuste dos
modelos. Por fim, apresentamos as conclusdes a partir das analises e compara¢ées dos
resultados obtidos e dire¢des a trabalhos futuros.

Palavras-chave: distribuicdes probabilisticas, funcbes geradoras de classes de
distribuicbes de probabilidades, método gerador de distribuicbes de probabilidades,

método gerador de classes de distribuicdes probabilisticas.



ABSTRACT

This work is divided into five chapters. The first one contains the objectives and the
relevance of this study. In the second one, we review the literature presenting the state of
the art in the field and we give an overview of the most used distributions which are the
basis for the ones we generalize in later chapters. In the third chapter, the method for
generating distributions is presented by means of a theorem and 7 corollaries. This
method extends the probability distribution building process, so that the classes of
distributions are constructed from pre-defined univariate monotonic functions and known
distributions. In the fourth chapter, similarly to the third one, however, the construction
was made from pre-defined multivariate monotonic functions and known multivariate
distributions. We also conducted the development of new probability distributions and new
generating functions of probability distribution classes. We illustrate the potentiality of this
new univariate probability distribution we propose here by means of an application to an
actual data set of excesses of flood peaks presented by Choulakian e Stephens (2001).
For the application of the new multivariate distribution proposed, we used the database of
measurements of Iris Flower exposed in Fisher’s work (1936). Six models were compared
and, for their choice, we based on the Akaike Information Criterion (AIC), the Akaike
Information Criterion corrected (AICc), Bayesian Information Criterion (BIC), the Hannan
Quinn Information Criterion (HQIC) and the statistics of Cramér-von Mises and Anderson-
Darling to assess the model fitting. Finally, we present the conclusions from de analyses,
the comparisons from the results found in this thesis, the possibilities for research and
ways to future works.

Keywords: probability distributions, generating functions for classes of probability
distributions, generating method of probability distributions, method of generating classes

of probability distributions.
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1. INTRODUCAO

A quantidade de informacé&o e/ou dados disponiveis para analise cresce cada
vez mais rapido, fazendo com que novas distribuicdes probabilisticas sejam
necessarias para melhor descrever as  especificidades de cada
fendbmeno/experimento estudado. Com o advento de ferramentas computacionais
cada vez mais poderosas, tem sido possivel utilizar distribuicdes com mais parametros
para o ajuste de massas de dados.

Constam na literatura varias generalizacbes e extensdes de distribuicbes
simétricas e assimeétricas, discretas e continuas, algumas apontadas em Cysneiros et
al. (2005), Cordeiro e Castro (2011), Barros (2010), Adamski, Human e Bekker (2012),
Arslan (2004), Kundu, Balakrishnan e Jamalizadeh (2011), Lin e Li (2012), Rootzén e
Tajvidi (2006) e Adamski et al (2013). Nota-se que a importancia desses novos
modelos é que, dependendo da situacdo, existe a necessidade de modelos mais
sensiveis ou menos sensiveis a massa de dados.

Desta forma, o objetivo geral principal deste trabalho consiste em propor um
método gerador de distribuicdes e classes de distribuicbes probabilisticas que unifique
0s métodos de gerar classes de distribuicdes existentes na literatura. A ideia deste
método é gerar classes a partir de distribuicdes ja conhecidas, fazendo uso de funcdes
monotdnicas e de uma funcéo de distribuicdo acumulada.

O método gerador proposto é apresentado na forma de um teorema e 7
corolarios, estendendo processos de construcdes de distribuicdes de probabilidades.
Em particular, as classes de distribuicbes sdo derivadas a partir de funcdes
monotonicas univariadas pré-definida e distribuicbes univariadas conhecidas. E
proposto, de forma anéloga, outro teorema com 7 corolarios para funcdes
monotbnicas multivariadas pré-definida e, também, para distribuicdes multivariadas
conhecidas.

Este trabalho prop6e métodos geradores de classes e distribuicdes
probabilisticas tanto para o caso univariado como para o caso multivariado. Para
ilustrar a potencialidade do método gerador proposto, sdo aqui propostas duas novas
classes de distribuicdes, a classe de distribuicbes univariada gama (1-G1)/G1 e a
classe de distribuicdbes multivariada Weibull bivariada (G2(y)/(1-G2(y)),G1(x)/(1-
G1(x))). As propriedades estatisticas de tais classes séo derivadas, tais como: média,
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variancia, desvio-padrédo, desvio-meédio, curtose, assimetria, fungcdo geradora de
momentos, funcao caracteristica e analise grafica.

A titulo de verificar a aplicabilidade das classes propostas, foram propostas e
analisadas a distribuicdo univariada gama (1-Exp)/Exp e a distribuicdo multivariada
Weibull bivariada (Exp2(y)/(1- Exp 2(y)), Exp 1(X)/(1- Exp 1(x))). As propriedades
estatisticas de tais distribuicbes foram também estudadas, sendo as mesmas
aplicadas a modelagem de dados reais, testando-as e comparando-as com 0sS
modelos comumente usados e conhecidos na literatura. A distribuicdo univariada
gama (1-Exp)/Exp foi utilizada para modelar os excessos de picos de enchentes,
conforme a base de dados utilizada no trabalho de Choulakian e Stephens (2001). Ja
para o caso da distribuicdo multivariada Weibull bivariada (Exp2(y)/(1- Exp 2(y)), Exp
1(x)/(1- Exp 1(x))), foi utilizada a base de dados de medidas da Flor de lIris, exposta
no trabalho de Fisher (1936).

Nas proximas linhas apresentaremos a organizacdo da tese, indicando o que
mostra cada capitulo. A presente tese, dedica o segundo capitulo a revisdo de
literatura que esta baseada nos estudos de Mudholkar et al (1995), Marshall e Olkin
(1997), Gupta e Kundu (1999), Eugene et al (2002), Cysneiros et al (2005), Nadarajah
e Kotz (2006), Zografos (2008), Brito (2009), Zografos e Balakrishnan (2009), Silva
et al (2010), Nadarajah (2011), Cordeiro e Castro (2011), Pescim et al (2012),
Adamski, Human e Bekker (2012), Jayakumar, Solairaju e Sulthan (2012), Cardefio,
Nagar e Sanchez (2005), Sarabia e Gomez-Déniz (2008), Fung e Seneta (2010),
Arslan (2004), Kundu, Balakrishnan e Jamalizadeh (2011), Ademola e Ahamefula
(2012), Schmidt, Hrycej e Stiitzle (2006), Lin e Li (2012), Rootzén e Tajvidi (2006),
Adamski et al (2013), entre outros. Também fazemos uma revisao sobre o método de
estimacao utilizado neste trabalho, bem como dos critérios estatisticos utilizados para
comparar o ajuste dos modelos nas aplicagGes a dados reais.

No terceiro capitulo, mostraremos 0 método para generalizar e estender o
processo de construcdes de distribuicbes de probabilidades, em que as classes de
distribuicbes sédo construidas a partir de fungcdes monotdnicas univariadas de
distribuicbes pré-definidas. Mostramos que com o método proposto podemos obter as
classes de distribuicbes de probabilidade que compdem a literatura atual.

No quarto capitulo, mostraremos o0 método para generalizar e estender o
processo de construcdes de distribuicdes de probabilidades multivariadas, em que as

classes de distribuicbes s&o construidas a partir de fungbes monotdnicas
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multivariadas de distribuicdes multivariadas pré-definidas. Também mostramos como
gerar as classes de distribuicdes multivariadas de probabilidades que compdem a
literatura atual utilizando o método proposto.

No quinto capitulo, exibimos as conclusdes a partir das andlises e comparacgdes
dos resultados obtidos, apontando assim, outras possibilidades de pesquisas, bem

como as contribui¢des e os trabalhos futuros.
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2. REVISAO DE LITERATURA

2.1 Modelagens

Um modelo é uma formulacdo que descreve fenbmenos do mundo real, de
modo a ser possivel representar, interpretar e fazer previsées, podendo ser utilizado
nos mais diversos campos do conhecimento. N&o se pretende que um modelo,
independente do campo em estudo, seja uma cépia exata do mundo real, mas uma
simplificagdo que revele os processos chave do fenébmeno estudado, sendo possivel
perceber e prever novas situagcdes dentro do universo em estudo (Box e Draper,
1987).

Um modelo pode ainda ser definido como uma formulagcdo matematica
baseada em hip6teses que busca representar fendmenos fisicos ou sistemas
biolégicos, com o intuito de gerar uma equacdo matematica que possa descrever,
explicar e representar o(s) fenbmeno(s) com certo nivel de confiabilidade.

A criacdo de modelos mais flexiveis, ou seja, que conseguem modelar melhor
fendbmenos atipicos, captando mais informacdes, faz-se necessaria para melhor
compreensdo dos mesmos. Sendo assim, nota-se a importancia da éarea de
generalizacdo de distribuicbes de probabilidade para construgdo de modelos mais

flexiveis e, portanto, que mais se adéquam a modelagem de dados reais.

2.2 Distribui¢cdes de Probabilidade

Ha na literatura diversas classes de distribuicbes de probabilidades. Segundo
Lee et al. (2013), as distribuicdes univariadas séo originadas de trés maneiras que
sdo: os métodos de equacdo diferencial, o método de transformacdo e método
guantilico. Ainda para estes autores, estes trés modos sdo 0s propostos antes de
1980, apds 1980 temos o método gerador de distribuicdo assimétrica, método de
adicdo de parametros para uma distribuicdo existente, método gerador-beta (classe
beta-G), método transformado-transformador (familia TX) e o método de composicao.

7

Desta maneira, pode-se perceber o quanto é antigo e importante o estudo do
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desenvolvimento de distribuicBes de probabilidade, pois faz-se necessario encontrar
um modelo que espelhe bem a realidade (LEE et al., 2013).

As distribuicdbes multivariadas sdo originadas geralmente por métodos
baseados em estatisticas de ordem, mistura, marginais especificadas, variaveis em
comum e outros que incluem ponderacdo (SARABIA e GOMEZ-DENIZ, 2008). A
distribuicdo multivariada generalizada de Marshall-Olkin, que inclui como caso
especial a distribuicdo multivariada exponencial tem grande importancia em estudos
de analise de sobrevivéncia (LIN e LI, 2012).

Outras distribuicdes multivariadas como a generalizada de Pareto que discute
o método de blocos de maxima (ROOTZEN e TAJVIDI, 2006) e a distribuicio
assimétrica multivariada generalizada Beta Tipo |l origina-se de distribuicbes qui-
guadradas (ADAMSKI et al., 2013), representam generalizacdes importantes de
utilidade em analise de formas.

Existem na literatura varias generalizacdes e extensdes das distribuicdes
simétricas e assimeétricas, discretas e continuas, algumas apontadas em Cysneiros et
al (2005), Cordeiro e Castro (2011) e Barros (2010), Arslan (2004), Kundu,
Balakrishnan e Jamalizadeh (2011), Ademola e Ahamefula (2012), Schmidt, Hrycej e
Stltzle (2006), Lin e Li (2012), Rootzén e Tajvidi (2006), Adamski et al (2013). A
importancia desses novos modelos é que dependendo da situacdo, precisamos de
modelos mais sensiveis a massa de dados ou de modelos menos sensiveis a pontos
extremos, entretanto, nosso foco, neste trabalho ndo € nas aplicacdes desse tipo de
generalizacdo. Também existem distribuicdes na forma matriciais como apontado em
Muirhead (2005), entretanto, ndo abordaremos tais distribuicdes neste trabalho.

A Tabela 2.2.1 a seguir apresenta classes de distribuicdes univariadas e
multivariadas existentes na literatura, suas nomenclaturas e o trabalho em que as

mesmas foram apresentadas.
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Tabela 2.2.1 - Algumas classes de distribuicbes existentes na literatura.

Classe de Distribuicao

Nomenclatura

F(x) =G% x),coma >0

G, exponenciada definida por
Mudholkar et al (1995)

F(x) = B(ib) fOG(x) ta=1(1 — t)b=1dt,coma > 0, b > | betal G, definida por Eugene
et al (2002)
0el0<t<1,
Flx) = — fG(x)ta—l(l +t)~@Dde. com a >0, | betad G; definida por Thair e
B(a,b) -0 Nadarajah (2013)
b>0e t>0
F(x) = — fOGC(x) t-1(1 — )>~1dt, com a >0, |Mcl G definida  por

B(a,b)

b>0,c>0el<t<1

McDonald (1984)

1 GC(x)
B(a,b) fO

b>0,c>0e t>0

F(x) = t21(1 4 ¢)~(@+b)dt, com a > 0,

Mc3 G, definida por Thair e
Nadarajah (2013)

FG)=1-(1-6)"

Kumaraswamy G, definida por
definida por Cordeiro e Castro
(2011)

F)=1-(1-(1-6®)") ,coma>0eb>0

Kumaraswamy tipo 2 definida
por Thair e Nadarajah (2013)

Fix) =—9 __ comb>0 Marshall e Olkin definida por
G)+b(1-G(x)) Marshall e Olkin (1997)
B b(1-6(0) \? Marshall e Olkin G, definida
Fix)=1- (G(x)+b(1_g(x))> ,comb>0e6>0 por Jayakumar e Mathew
(2008)
B 6 o Marshall e Olkin G, definida
F(x) = (m) ,comb>0e6>0 por Thair e Nadarajah (2013)
B -in(1-G6(x)) Gama G definida por
F(x) = t*le=Ptdt .
ra)l, Zografos e Balakrishnan
(2009)
pe (@) Gama G definida Cordeiro
F(x)=1- f t*le—Ftdt
r(a)J, (2013)
) — .
Flx) =1 _%’ com x>0, 0>0 e C@) = Distribuicdo Weibull
estendida definida por Silva et
Yine1@n 0"

al (2013) e Silva (2013)
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1-— exp(—/lG(x))
1—e4

F(x) =

Kumaraswamy-G Poisson

definida por Ramos (2014)

C
1

Kumaraswamy-G

F(x) = (1 —(1- Ga(x))b) com a>0,b>0
exponencializada definida por
ec>0
Ramos (2014)
Ae=Fx* _ 2 Beta Weibull Poisson definida
F(x) = x>0 -~
1—e por Paixao (2014)
Flx) = fOG(x) Kt® (1 — t)b~lexp(—ct)dt, com a > | Beta Kummer generalizada
0.b>0eceR definida por Pescim et al
(2012)
—gW(-ae™%) Weibull Generalizada

—e a

_ﬁw( ()

F) = em que W(x) =

e 1

-1,n-2
(_1)11 nn n

Zn:l (n-1)!

e w(x) = —qe~*~bx*

Poisson definida por Paixao
(2014)

Q-p)*-{1-Bl1-GMI}°
1-p—=-1

F(x) =

Binomial Negativa
Generalizada definida por

Paixao (2014)

. k
F(x) = —4(5)_LZ[51)_G(")], emque Lig(z) = Z,‘lei—s e s)=
1

Zeta-G definida por Paixdo

52,3 (2014)
= 0 (@) Série de Poténcias definida
F) = ) s (d- )
i k'C(Q) por Consul e Famoye (2006)

X

Fw = Y = [(c)']

k=1

(k-1)

Lagrangiana bésica definida

por Consul e Famoye (2006)

Fa)= ) (= _"n)! -[(c O) N
k=n

Lagrangiana delta definida

por Consul e Famoye (2006)

F(x) = B P(X = K))°,

Lagrangiana generalizada

P(X = k) = VZ(O)’ (k=1) k=0 definida por Consul e Famoye
[(c@)'w®O]" " k=123, (2006)
Pearson generalizada na

x fa0+a1t+~~+a5t5dt
F(x) =j e’ bot+bit++brt™ " d¢t
— 00

forma de EDO definida por
Shakil et al (2010)




27

x agtaqt+--+asts B
F(x) = f elbo+b1t+“.+brtr(f(t)) dat dt, ﬁ >0

Generalizada da Pearson
generalizada na forma de
EDO definida por Shakil et al
(2010)

F(x) = f; f_yoo (22: ai(t)fﬁi(t)> dtdy

Familias generalizadas na
forma de EDO definida por
Voda (2009).

X 4 a+t
F(x) =C .J (e _°°b0+b1t+b2t2
—00

dt) dy

Método da Equacéo
Diferencial por Pearson
(1895)

Fx) = f FO) - (1= F(D)- g(0)de

Método da Equacéao
Diferencial por Burr (1942)

—0o0
ag+aqt+-+amtMa+t
Yy aotajz m dt
dy

X
F(x) =C- J. <ef—°° bo+bit+..+bnt™
—0

Método da Equacéo
Diferencial por Dunning e
Hanson (1977)

F) =a- [* (FF() = F°(6))dt,a >0, 6> f
comQ(y) =Q(y; A)=xefx) =g A)

Método de funcdo quantilica
proposto por Voit (1992)

F(x) = a- [* FE@)-(1-FO(0)dt,
a>0,60>0eB>0comQ(y)=Q(y; A)=xe
f) =g 4)

Método de funcéo quantilica
proposto por Gupta e Kundu
(1999)

F@=a [ FF@)- (1-F@®) dt,
a>060>0,>0ey>0comQ(y)=Q(y; ) =
xef() =gy A)

Método de funcdo quantilica
proposto por Muino et al.
(2006)

Go(y) G1(x)

a(l-a)

Debasis Kundu - Rameshwar

Flr,y) = [ [ s dtidt;, com | D. Gupta bivariada -G
a> 1. v definida por Kundu e Gupta
(2011)
Expp &) _Exp1 () Distribuicdo exponencial
Flx,y) = [, [ _Ex“(x)%dh dt,, com | bivariada generalizada
a>1. o definida por Kundu e Gupta

(2011)

Para ilustrar a potencialidade das distribuicbes propostas neste trabalho, as

mesmas serdo ajustadas a dados reais, em que 0S mesmos serao estimados pelo

método da maxima verossimilhanca, que é exposto a seguir.

2.3 Método de Maxima Verossimilhanca
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O método de maxima verossimilhanca € usado para estimar os parametros que
melhor expliquem a amostra observada, sendo apresentado nas linhas seguir.

Seja Y = (¥3,...,Y,,)T, o vetor de variaveis independentes e identicamente
distribuidas (iid) de uma variavel aleatéria Y = (Y3, ...,Y,) gerada de uma fungéo
densidade de probabilidade (fdp) conhecida f (X' Q) de alguma familia de
distribuicdes F, denominada funcdo do modelo estatistico, dependente de um vetor
de parametros desconhecidos 8 = (91, ...,Bp)T. Define-se também, @ € RP o0 espago
paramétrico representando o conjunto de valores possiveis do vetor 8.

A funcéo de verossimilhanga para 6 baseada na observacdo Y = y € expressa

por L(Q) =L(Q,X) =f(X,Q), 6eO. Frequentemente, as componentes de Y sao

mutuamente independentes para todas as distribuicbes em F e a funcédo de
verossimilhanga de 6 pode ser escrita como L(8) =TI~ fi(yi; 8), em que f;
representa a fdp individual da i-ésima observacao.

Segundo Cordeiro (1999), a inferéncia com base na verossimilhanca pode ser

considerada como um processo de obtencdo de informagao sobre o vetor 8, a partir

do ponto y e do espaco amostral, pela da funcdo L(6). Ndo ha, em geral, uma
correspondéncia biunivoca entre os vetores y e L(8), equivalentemente, certa
verossimilhanga pode corresponder a um contorno R(X)' Este processo reduz a
informagé&o sobre 6 disponivel em y. Usualmente, trabalha-se o logaritmo da funcao
de verossimilhanca log (L(Q)) denominado funcao de log-verossimilhanca. Como a

fungao logaritmo € monotdnica crescente, maximizar L(8) e #(8) em 6 s&o processos
equivalentes. A funcdo de log-verossimilhanca, também chamada funcédo suporte,

pode ser escrita como:

16) = 10g (L(8)) = . log(fi(ys O)}

O estimador de maxima verossimilhanca (EMV) 8 de @ é o valor que maximiza
L(8) em 0, isto &, L(8) = L(8) para todo 0€6. Entdo, o EMV ¢ definido de modo que,
para todo 8e0, #(8) > 1(8), ou seja:

f =arg MaXgeo £09).
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2.4 Critérios de selecdo de modelos

Muitos procedimentos tém sido propostos com o intuito de comparar modelos.
A propriedade interessante de que, sob condi¢cdes de regularidade, o estimador de
maxima verossimilhanca seja assintoticamente eficiente, mostra que a funcdo de
verossimilhanca tende a ser um critério mais sensivel a pequenos desvios dos

parametros do modelo de seus valores verdadeiros.

2.4.1 Critério de Akaike - AIC

Seguindo esta ideia, Akaike (1972) apresentou seu método de identificacdo de
modelos. Ainda Akaike (1974) descreveu como o problema de selecdo de modelos
pode sistematicamente ser manuseado pelo uso do critério de informacéao introduzido
em 1972. Esse critério de informacdo de Akaike (AIC) é uma estatistica bem
conhecida e de facil interpretacdo para selecdo de modelos de regressdo. Desta
forma, para comparar todos os modelos nao transformados e transformados ajustados

aos dados, pode-se usar o critério de informacao de Akaike definido por:
AIC=-2-#(8)+ 2p

em que #(8) ¢ a log-verossimilhanga maximizada de 6 e p € o nimero de parametros
do preditor linear ou néo linear n; para os modelos. A equacao com o menor valor do
AIC, entre todos os modelos ajustados, pode ser considerada como a que melhor

explica os dados.

2.4.2 Critério de Akaike Corrigido - AlCc

Este critério € uma correcao para populacdes finitas do AIC:



30

2np

Alce = —2log (L(0)) + —

Burnham e Anderson (2002) defendem que quando n é pequeno deve-se
utilizar uma corre¢édo do AIC, uma vez que AICc converge para AIC quando n tende

para o infinito, ndo havendo diferenca em utilizar AICc no lugar do AIC.

2.4.3 Critério de informacé&o bayesiano - BIC

O Critério de informacgao bayesiano foi proposto por Schwarz (1978) e é dado
por:
BIC = —2log (L(é)) + plog(n),
em que L(é) € a verossimilhanca do modelo escolhido, p € o nimero de parametros

a serem estimados e n é o numero de observacdes da amostra. Tal como o AIC, este

critério seleciona entre todos os modelos testados aquele que tem o menor BIC.

2.4.4 Critério de informacédo de Hannan-Quinn - HQIC

O critério de informag&o de Hannan-Quinn (HQIC) é um critério de classificacdo
de modelos alternativo ao AIC e BIC. Proposto do Hannan e Quinn (1979) e é definido

por
HQIC = —2plog(log(n)) — 2log (L(é))
Este critério tem pouco uso pratico (BURNHAM e ANDERSON, 2002) visto que,

a maior parte dos conjuntos de dados tem poucas observacdes. O HQIC deve ser

minimo.
2.4 Teste de Cramér Von Mises e Anderson-Darling
Os testes de Cramer-Von Mises e Anderson-Darling sdo baseados na funcao

de distribuicdo empirica (FDE) dos dados, e apresentam vantagens sobre o teste de

aderéncia qui-quadrado, incluindo maior poder e invariancia em relacdo aos pontos
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médios dos intervalos escolhidos. Os testes Anderson-Darling e Cramer-von Mises
pertencem a classe quadratica de estatisticas baseadas na FDE, pois trabalham com

as diferencas quadréticas entre a distribuicdo empirica e a hipotética.

2.5.1 Teste de Anderson-Darling

O teste de Anderson-Darling foi proposto por Anderson-Darling (1952) e é mais
utilizado quando o tamanho da amostra ndo é maior que 25. Este teste baseia-se na
funcao de distribuicdo empirica.

Considere §; = F(x(;);0) uma f.d.a., com x.;, em ordem ascendente. Faca
Vi) = @ *(6;), em que @ representa a distribuicdo normal padréo.

Seja p) = ®([yw) — 71/sy), onde 7 € a média e s, o desvio=padréo dos y;,
respectivamente.

Assim, a expresséao da estatistica de teste de Anderson-Darling é calculada da

seguinte forma. Seja

1 n
A= —n-— EZI[(ZL' - 1)log(p(l-)) +(@2n+1-2)log(1 - 'p(l-))]

2

em que pg) = P([y)-7]/s,) sdo percentis ordenados da distribuicdo normal padréo
e & representa a fungéo de distribuicdo acumulada normal padrdo. A estatistica de
Anderson-Darling é dada por A* = A%2((1 +0,75/n + 2,25/n?).

2.5.2 Teste de Cramér Von Mises

Este teste também se baseia na distribuicdo acumulada e foi proposto por

Darling (1957). A expressédo da estatistica de teste de Cramér Von Mises é calculada

P +Z”:< 2i—1)2
“1on T L\POT T )

=1

da seguinte forma. Seja

em que p(; € definido como na secéo anterior. A estatistica de Cramér Von Misses €

dada por W* = W2(1 + 0.5/n).
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Ambos os testes de hipotese Anderson-Darling e Cramér Von Mises séo
discutidos em detalhes por Chen and Balakrishnan (1995) e vale-se a seguinte regra
de comparacao tendo suas estatisticas como figuras de meérito: quanto menores 0s

valores das estatisticas, melhor o modelo associado a ela.

2.5.3 Teste de Wald Wolfowitz

Este € um teste ndo paramétrico que foi recomendado pela Organizacéo
Meteoroldgica Mundial - WMO utilizado para a avaliacao de autocorrelacdo em séries
temporais (SERRANO et al., 1999; MITCHELL et al. 1966, SNEYERS, 1963).

Ele é executado da seguinte forma:

Primeiro, obtém-se uma série padronizada da variavel aleatoria Z pela
Equacéo:

X, —X
Sx

Zi=

em que X; denota o valor da variavel aleatéria no ano i, X € a média amostral, Sy € 0
desvio padréo da série.
A estatistica de teste u é estimada pela Equacéo:

u = 1+ —-1DQ%12z " Z2i41 / Xiet le)
n—1 '

em que z,,., = z;, u denota a estatistica de teste, n € o tamanho da série, z; € z;,,
representam as variaveis padronizadas nos anos i e i + 1, respectivamente.

Esse teste estabelece que a variavel de teste u segue uma distribuicdo normal
padrdo com média zero e desvio padrdo um na hipétese nula de autocorrelacéo nula
(p =0). Para um dado nivel de confianca a a hipotese nula seré rejeitada se

P(z<u) > a.
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3. METODO GERADOR DE DISTRIBUICOES E CLASSES DE
DISTRIBUICOES PROBABILISTICAS, CASO UNIVARIADO.

3.1 Introducéo

Nosso objetivo € obter um método para generalizar e estender o processo de
construcdes de distribuicdes de probabilidades de forma mais abrangente, permitindo
gue classes de distribuicbes sejam construidas utilizando fungcées monotdnicas de
distribuicbes pré-definidas. Através deste método proposto pode-se obter diversas
classes de distribuicdes de probabilidades que tem sido recentemente propostas na
literatura.

Este capitulo esta organizado da seguinte maneira. Na Secéo 3.1, temos uma
breve introducdo, trazendo o objetivo; na Sec¢do 3.2, temos 0 método proposto
(Teorema 3.1) que se baseia no uso de fun¢gdes monotdnicas para gerar distribuicoes
de probabilidades e apresentamos alguns corolarios deste método; na Secéo 3.3,
particularizamos para o caso de fungbes monotbnicas que sdo composicdes de
distribuicées de probabilidade ja conhecidas, obtendo assim classes de distribuicbes
probabilisticas e apresentamos também outros corolarios do método proposto e o
Teorema 3.2 que demonstra a equivaléncia do Teorema 3.1 e seus Corolarios; na
Secao 3.4, analisam-se o0s suportes dos funcionais geradores de classes de
distribuic6es probabilisticas; na Secdo 3.5, sistematizamos no que se diz respeito a
nomenclatura das expressdes encontradas; na Se¢ao 3.6, mostramos como obter 0s
modelos ja existentes na literatura a partir dos corolarios apresentados nas secfes
anteriores; na Secado 3.7 utilizando o Corolario 3.1.5 geramos uma nova classe de
distribuicbes, em que desenvolvemos suas propriedades de caracterizacdo e
apresentamos os resultados de aplicacdes, tabelas e gréficos; e na Secédo 3.8,

trazemos a conclusao deste capitulo.
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3.2 Método proposto

O método proposto para gerar classes de distribuicdes neste trabalho faz uso
de fungbes monotbnicas U:R—-R, V:R-R, Uj: R>RU{few}, L;: R>RU{towo},
M;: R>RU{x»} e V;: R>RU{t+o} e de uma funcdo de distribuicdo acumulada F
(fda). A ideia do método é gerar uma distribuicdo de probabilidade integrando com
respeito a distribuicdo F nas regibes de L;(x) a U;(x) e M;(x) a V;(x) para qualquer
x€Rej=1,23,..,n. OTeorema 3.1, a seguir, demonstra condi¢des suficientes que
as fungdes U(x), V(x), L;(x), U;(x), M;(x) e V;(x) devem satisfazer de modo a garantir

gue o método proposto gera uma funcéo de distribuicdo de probabilidade.

Teorema 3.1 (T3.1): Método gerador de distribuicdes e classes de distribuicdes

probabilisticas

Sejam F: R—R, U: R-R, V: R>R, Uj: R>RU{fo}, L;: R»>RU{+00},
M;: R>RU{*} e V;: R>RU{+o0}, para j = 1,2,3, ...,n, fungdes monotdnicas e
continuas a direita, tais que:
[c3.1] F é uma fda e U e V s&@o ndo negativas;
[c3.2] U(x), U;(x) e M;(x) s&o ndo decrescentes e V(x), Vj(x) e L;(x) séo néo
crescentes, Vj =1,2,3,...,n;
[c3.3] Se xl_i)rpoo D(x) # xl_i)r;rlooV(x), entao xl_i)r_noo U(x) =0ou xl_i)r_noo Uj(x) = xl_i)r_noo L;i(x)
Vj=123,..,n e xl_i)rIlOOV(x) =0ou xl_i)r_noo M;(x) = xl_i)r_nij(x), Vj=123,..,n;
[c3.4] Se xl_i)rzlooU(x) = xl_i)rzloo\/(x) # 0, entdo xl_i)rzloo Uj(x) = xl—i>lpoo Vi(x) e xl_i)r_nool\@(x) =
xl_i)r_noo Lj(x), Vj=123,..,n;
[c3.5] xl_i)r_noo Li(x) < xl_i)r_noo Uj(x) e se xlierV(x) # 0, entdo xl—i>r-lr—loo M;(x) < xl_igloo V; (),
Vji=1223 ..,
[c3.6] xliToo U,(x) >sup{x e R: F(x) < 1} e xl—i}-Poo L, (x) <inf{x e R: F(x)> 0};
[c3.7] xl_i)rIlOOU(x) =1;
[c3.8] xl_i)rp@\f(x) =0 ou xl_i)rpoo M;(x) = xl_impl@-(x), Vji=123,..,nen>1;

[c3.9] lim U;(x) = lim L,,(x),Vj=1,23,..,n—1len=2;
X—>+00 J X—+00 J
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[c3.10] F € uma fda sem pontos de descontinuidade ou todas as fungbes L;(x) e
V;(x) séo constantes a direita na vizinhanga dos pontos cujas imagens sédo pontos

de descontinuidades de F, sendo também continuas em tais pontos e F ndo possuli

pontos de descontinuidade no conjunto { lier Lj (x), lier Uj (x), ligl M; (x),
X—>T 0 x—>to x—+oo

lim V; (x), para algum j = 1,2, ...,n}.

x—)OO

Uj(x)

T f ey AF(D) = VGO By "i® 4R (t) é uma fda.

Entdo H(x) = U(x) X% Mj(x)

Demonstracao:

(i) xEIPwH(x) = 0.

V;(x)

lim HC) = lim U(x)z f U](x)dF(t) — lim V(x)z f dF ()

o €] xome =1 M)

n xllr_noo Uj(x) n xl_l)mooV] x)

- ( lim U(x))Z f dF(¢) —( lim V(x))Z f dr(e),
xmm® =17 lim L) oo =17 m M)

onde a ultima igualdade decorre do fato que F é continua em

{ lim U;(x), lim L;(x), lim Vj(x), lim Mj(x)}.
X——00 X——00 X——00 X——00

CondicOes [c3.3] e [c3.4] garantem que:

n n lim V](x)

lim HQx) = ( lim U(x))Zf PRI ) - ( lim V(x))ZJl _dF@ =0
im M] X

= 11m L](x) =
(i) lim H(x) = 1.
X—+ 00

V(%)

lim H(x) = 11m U(x)ifuj(X)dF(t) — hm V(x)zn:f dF(t)
=

Xk ;) = Imm

lim Uj(x) lim V;(x)

= (xl_i)erU(x))i fx_) ® dF(t) — ( lim V(x))zn: f:no; - dF(t),

—1 llmL(x) =7 h

-

onde a ultima igualdade decorre do fato que F é continua em
{ lim U;(x), lim L;(x), lim V;(x), lim Mj(x)}.
X—+ 00 X—>+o00 X—+o00 X—+o00

Deste modo as condi¢des [c3.1], [¢3.6], [c3.7], [c3.8] e [c3.9] garantem que:
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lim H(x) = 1.

X—+o00
(iii) Se x; < x,, entdo H(x;) < H(x,).

Seja x; < x,, [c3.2] implica que: U;(x;) < Uj(xz), Lj(x1) = Lj(xz), Mj(x;) <
M;(x3), Vi(x1) = Vj(x3), U(x;) < U(xy) e V(x1) = V(xp). Além disso, [c3.2] e [c3.5]

implicam que Y7, [, éx;)dF(t) >0,%%, A‘;’gﬁli dF(t) =0, X7, Luéixj)dF(t) >0e

n Vj(xz)
7=1 I ey) dF(t) = 0.

Assim, como [c3.1] U e V sdo ndo negativas, temos que:

Vj(x1)

H(xy) = U(xl)i fL Tk - V(xl)i [ are

](x1) j=1 Mj(x1)
Vj(xz)

< U(xz)z fLU](XZ)dF(t) - V(xz)zn:j dF(t) = H(x,).
j=

](xz) 1 Mj(xz)
(iv) lim H(x) = H(xy).
x-xF

n Uj(x) Vj (x)
lim, H(x) = lim+ U(x) Z j dF(t) — llm V(x) Z J dF(t)
X—Xg XX L

J(x) ](x)
llm Uj(x) lim V; )
(hm V() Z f =58 AR ) — ( lim V(x) Z f =GR
x-xg 11m L;j(x) x—xg 11m Mj(x)
x—>x0
Uj(xo) Vj(xo)
= U(xo)z [ arw- v<xo>z | ar = )
Lj(xo) =1 7 M;(x0)

As igualdades decorrem pelo fato de que U(x), U;(x), M;(x), V(x), V;(x) e

L;(x) séo continuas a direita e por [¢3.10].

De (i), (id), (iii) e (iv), concluimos que H(x) = V() Tk, [ 1y dF(E) -

V) T fy oy AF (£) € uma fda. w

A seguir temos as Figuras 3.2.1 e 3.2.2 que representam o suporte da fda

Teorema 3.1.
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L [4@= u, (=) L. (—w) = U, (—o0) o 00 L, (—) ®n (+00)
e Z | > e | o | o,

U, (40) = Ly (+o0) Up_s(+o0) = L (+20)
Inf{x e BR/F(x) =0 } Sup{x € R/F(x) <1 }

Figura 3.2.1 — Representacao do suporte da fda do Teorema 3.1 para xlir_n D(x) #

lim V(x) e lim U(x)# 0
X—>—00 X—>—00

N\ "

Li(+e)  Li(—o0) | eee Up(=2)  Un(+0)
—e | ! i @
Inf{x € R/F(x) > 0} ; Sup{x € R/F(x) < 1}
Ml(_m_m) L I ] q—m)
l L : ® |
- My (+00) =V, (+0) M, (+0) =V, (+0)

Figura 3.2.2 - Representacdo do suporte da fda do Teorema 3.1 para lim U(x) =
X—>—00

lim V(x)#0

X——0o

O Corolério 3.1.1 apresenta um método alternativo de gerar distribuicbes e

classes de distribuicdes probabilisticas.

Corolario 3.1.1 (C3.1.1): Método complementar gerador de distribuicbes e

classes de distribuicdes probabilisticas

Sejam ¢: R>R, U: R5R, W: R-R, U;: R>RU{t o}, L;: R>RU{+00},
M;: R>RU{£o} e V;: R>RU{t»}, Vj = 1,2,3,...,n, fungdes monotodnicas e
continuas a direita, tais que:
[cc3.1] F éuma fda e U e W sao nao negativas;
[cc3.2] U(x), U;(x) e M;(x) séo ndo decrescentes e W(x), V;(x) e LL;(x) séo nao

crescentes, Vj=1,2,3,..,1m;
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[cc3.3] Se lim W(x) # lim U(x), entdo lim U(x) =0ou lim L;(x) = lim U;(x),
X—>+4+00 X—400 X—>+00 X—+00 X—+00
vVj=123,..,n,€ xl_i)rPOOW(x) =0ou x1—1>r-|1:100 M;(x) = xl_i)rpoowj(x), Vji=1.23,..,1;
[cc3.4] Se lim W) = lim U(x) # 0, entdo liT Uj(x) = lirp Vi(x) e
X—>+00 X—>+ 00
hrp M(x)—hm Li(x),Vj=123,..,mn,
X—>+ 00
[cc3.5] lim M;(x) < lim V;(x) e se lim U(x) # 0, entdo lim L;(x) < lim U;(x)
X—+0o0 X—+o00 X—>+00 X—>—00 X——00
Vj=123,..,1m;
[cc3.6] lim V, (x) = sup{x € Rip(x) <1} e lim L, (x) < inf{x € R: ¢(x) > 0};
X——00 X—>—00
[cc3.7] lim W(x) =1;
X——00
[cc3.8] lir_n U(x) =0ou lir_n Li(x) = lir_n Ui(x),Vj=123,..,nen =1,
[cc3.9] lim V;(x) = 11m M (), Vj=123,.,n-1len=2;
X—>—00
[cc3.10] ¢ € uma fda sem pontos de descontinuidade ou todas as fungdes L;(x) e
V; sdo constantes a direita na vizinhanga dos pontos cujas imagens séo pontos de

descontinuidades de ¢, sendo também continuas em tais pontos e ¢ n&o possuli

pontos de descontinuidade no conjunto { lim L;j(x) (x), lim U;(x), lim M;(x),
x—+oo x—+oo x—to00

lim V; (x), para algumj = 1,2, ...,77}.

x—*+oo

~ Vi U L,
Entdo Hx) = 1 - W(x) X7, M}f_((jj)) de(©) + V() X7, [ f(fg) do(t) é uma fda.

Demonstracao:

No Teorema 3.1, considere,n=1,0(x) =1,V(x) =0, U;(x) =1e L;(x) =

V; Uj .
W) Ey o do(® =B T, i1 de(6), vx € R, e F a fda da uniforme [0,1]

Note que U, (x) e L,(x) satisfazem as hipoteses do Teorema 3.1, pois: [cc3.1],

[cc3.2] e [cc3.5] garantem que L, (x) = W(x) X7_ fmlgg dp(t) = V() X7, [EU]_ J(ES) do(t) é

nao crescente e U;(x) = 1 é ndo decrescente satisfazendo as condi¢cbes [c3.2] e
[c3.5], Condicdes [cc3.3] e [cc3.4] garantem que:

xl_i)r_r{)O Uy(x) = xl_i)rpq) Li(x) =1, xl_i)rrnoo U;(x) =sup{x e R:F(x) < 1} =1, xl—i>r-|r-loo Li(x) =
inf{x € R: F(x) > 0} = 0 e ambas séo continuas a direita e F € uma fda sem

pontos de descontinuidade.

Logo, como todas as condi¢cdes do Teorema 3.1 sdo satisfeitas, temos que:
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Uy () 1
H(x) = f dF(s) =f v U ds
L) WL, Sy de®-0CO 3, [ 17 dp)
LIS 169) AN 169
HE =1-w@ Y [ a0 +v@) [ de
=1 "M, () =1L

€ uma funcao de distribuicao de probabilidade.m

A seguir temos as Figuras 3.2.3 e 3.2.4 que representam o suporte da fda do
Corolario 3.1.1.

Y Y oY 2\

M, (—c0) V, (—o0) = M, (o) ) Vs (—00) = M, (—o0) V, (—e0)
‘e — "o " o | L
M, (+e0) = V, (+c0) M (+o0) = V, (+e0)

Inf{x e R/F(x) =0 }

Sup{x e R/F(x) =1}

Figura 3.2.3 - Representacao do suporte da fda do Corolario 3.1.1 para lirp W(x) +
X—>+00

lim U(x) e lim U(x) =0
X—>+00 X—>+00

! o I
Infiix € R/F(x) > 0} '

Sup{x € I]%I/F(x) <1}

Vi (+m—°@) ses MnC;—(w)—\

PN ; PN | e
My (+00) = V, (+00) M, (+00) = V,,(+00)

Figura 3.2.4 - Representacao do suporte da fda do Coroléario 3.1.1 para xliT W(x) =

lim U(x) #0

X—+00

O proximo corolario mostra que a normalizagcédo de qualquer funcao

monotdnica ndo constante gera uma distribuicdo de probabilidade
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Corolario 3.1.2 (C3.1.2): Normalizac&o de fungdes monotdnicas ndo constantes

Seja h:R — R uma fungdo monotbénica ndo constante, continua a direita e

com conjunto imagem limitado. Entdo

h(x) — xl_i)r_noo h(x)
lim h(x) — xl_i)r_noo h(x)

x—+00

H(x) =

€ uma funcao de distribuicdo de probabilidade.

Demonstracao:

h(x)—xl_ir_nc>o h(x)

No Teorema 3.1, considere n = 1, U; (x) = L,(x) =0,

xl—}r+noo h(x)_xl—ir—noo h(x)’
U(x)=1eV(x) =0, Vx €ER, e F afda da uniforme [0,1]. Note que U(x) =1e

V(x) =0, U;(x) e L,(x) satisfazem as hip6teses do Teorema 3.1, pois: U(x) =1

h(x) —xl_ir_noo h(x)

elU,(x) = sdo nado decrescentes e L;(x) =0 e V(x) = 0 sédo nao

xl—l;g—noo h(x)_xl—i}—noo h(x)
crescente, com lim U;(x) = lim L,(x) =0, lirp Uj(x) =supfx e R:F(x) <1} =1
X——00 X——00 X—+00
e “T L(x) =inf{x e R: F(x) > 0} = 0, sendo todas funcdes continuas a direita e
X—>+ 00

F € uma fda sem pontos de descontinuidade.

Logo, como todas as condi¢cdes do Teorema 3.1 sdo satisfeitas, temos que:

h(x)—xli)@oo h(x)

U1 (x) lim _h(o-_lim_h(x)

He = | O = [

h(x) — xl_i)rpw h(x)

lim h(x) — lim h(x)
X—+o00 X——00

H(x) =

€ uma funcao de distribuicdo de probabilidade. m

O proximo corolario mostra outra alternativa para obter distribuicbes de

probabilidade normalizando diferenca de fun¢cdes monotdnicas.
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Corolario 3.1.3 (C3.1.3): Normalizac&o de diferencas de fungdes monotdnicas

Sejam h;: R - R e hy: R - R fungdes continuas a direita e limitadas,

monotbnicas ndo decrescente e ndo crescente, respectivamente. Se lim h;(x) =
X——00

lim h,(x) e lim h;(x) # lim h,(x), entdo

X——00 x—+o00 X—>+0o0

hi(x)—hy(x)

H(x) = T (- @) € uma funcao de distribuicdo de probabilidade.
Demonstracao:

Faca h(x) = hy(x) — h,(x) no Corolario 3.1.2. m

O proéximo corolario mostra outra alternativa para obter distribuicdes de
probabilidade normalizando diferenca de fun¢cées monotdnicas.
Corolario 3.1.4 (C3.1.4): Normalizacdo complementar de diferencas de funcdes

monotdnicas

Sejam h;:R—->R e h,:R—- R fungdes continuas a direita e limitadas,
monotdnicas ndo decrescente e ndo crescente, respectivamente. Se lirp hy(x) =
X—>+00
lim h,(x) e lim h;(x) # lim h,(x), entdo
X—+00 X—>—00 X—>—00

Ry (0 =hy ()
im_(hy(0)=hy ()

H(x)=1- € uma funcao de distribuicao de probabilidade.

Demonstracao:

Faca h(x) = hy(x) — h,(x) + xl_i)r_noo(hz (x) — hy(x)) no Corolario 3.1.2. m

Na proxima Secao, vamos ver alguns corolarios do Teorema 3.1, em que as
fungdes monotoénicas U(x), V(x), U;(x), Lj(x), M;(x) e V;(x) serdo composicGes de
funcdes de distribuicbes conhecidas, para obter funcionais geradores de classes de

distribuicdes.
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3.3 Fun¢des monotdnicas envolvendo distribuicdes de probabilidades.

Nesta secdo, apresentamos as constru¢des, proposta nesta tese, de funcdes
monotonicas envolvendo distribuicdes. A criagdo e construgcdao de funcdes
monotonicas envolvendo distribuigdes consistem em encontrar fun¢gdes monotdnicas
usando as operacdes basicas e as propriedades monoténicas de funcdes. O Apéndice
B apresenta uma lista que pode ser usada para gerar classes de distribuicdes
probabilisticas.

Formalmente, considere U: [0,1]™ —» R, 9:[0,1]™ - R, p;:[0,1]™ -» R U {#o0},
£;:[0,1]™ - R U {#o0}, v:[0,1]™ - RU{F 00} e  m;:[0,1]™ - RU{£oo} funcdes
monotbnicas e continuas a direita. A ideia desta técnica é fazer com que U(x) =
U(Gy, ..., Gpy) (X)), V(x) =9(Gy, ..., Gp) (%), Uj(x) = pj(Gy, ..., Gy (), Li(x) =
£;(Gy, .., Gr) (x), M;j(x) = m;j(Gy, ..., Gp) (x) € Vi(x) = v;(Gy, ..., Gp) (x). Utilizaremos a
abreviacdo ()(x) = (G4, ..., Gp)(x) = (Gl(x), ...,Gm(x)) para representar o vetor
formado por m fda’s calculadas no mesmo ponto x do dominio.

O Corolario 3.1.5 mostra que hipoteses U, 9, y;, £;, v; € m; devem satisfazer
para que U(x), V(x), U;(x), L;(x), M;(x) e V;(x) satisfagam as condi¢des do Teorema

3.1 e possamos obter classes de distribuigcbes probabilisticas.

Corolario 3.1.5 (C3.1.5): Método gerador de classes de distribuicdes

probabilisticas

Sejam F: R = R, p;:[0,1]™ - RU{£oo}, £;:[0,1]™ — RU{t o} e U: [0,1]™ —
R, v:[0,1]™ - RU{z o0}, m;: [0,1]™ - RU{t o} € 9:[0,1]" > R,V = 1,2,3,...,n,
funcBes monotbnicas e continuas a direita tais que:
[d3.1] F é uma fda e U e 9 sdo ndo negativas;
[d3.2] u;, m; e U s&o ndo decrescentes e ¢}, v; € 9 s&0 ndo crescentes, V j =
1,2,3,...,n, em cada uma das suas variaveis;
[d3.3] Se U(0, ...,0) # 9(0, ...,0), entdo U(0,...,0) = 0 ou uj(O, .0) = €j(0, .,0),Vj=
1,2,3,..,n,€9(0, ...,0) = 0 ou m;(0, ...,0) = 4(0,..,0), Vj=123,..,m
[d3.4] Se U(0, ...,0) = 9(0, ...,0) # 0, entdo ;(0, ...,0) = v;(0,...,0) e m;(0, ...,0) =
2,(0,..,0),Vj=123,..,m
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[d3.5] ¢;(0,...,0) < u;(0,...,0) e se (0, ...,0) # 0, entdo m;(1,...,1) < v;(1,...,1),
Vj=123..,n;

[d3.6] u,(1,...,1) = sup{x e R: F(x) < 1} e #;(1,..,1) < inf{x e R: F(x) > 0};

[d3.7] u(1,..,1) =1;

[d3.8] 9(1,...,1) =0ou /Lrj(l, .ol) = mj(l, .,1), vj=123,..,nen>1,

[d3.9] ;(1,..,1) = €44(1,..,1), Vj=1,23,..,n—1en>2;

[d3.10] F é uma fda sem pontos de descontinuidade ou todas as fungdes ¢;(.)(x) e
v;(.)(x) s&o constantes a direita na vizinhanga dos pontos cujas imagens s&o
pontos de descontinuidade de F, sendo também continuas em tais pontos e F ndo
possui pontos de descontinuidade no conjunto {{’j(O, .,0),1;(0, ...,0),m;(0, ...,0),

v;(0,...,0), ¢;(1,..,1), u;(1,..,1),m;(1,..,1),v;(1, ..,1),para algum j = 1,2, ,n}

x _ ()% v()(0x) A
ENEO Ho,,.,g, () = UG iy [} dF () = 9D () T [ 1) dF(6) &

um funcional gerador de classes de distribuic6es de probabilidades, onde (.)(x) =
(G, ..., G,,) ().

Demonstracao:

No Teorema 3.1, faga U(x) = U()(x), V(x) = 9(.)(x), U;(x) = u;()(x), Li(x) =
£;()(x), Mj(x) = m;(.)(x) e V;(x) = v;(.)(x), e note que a condi¢éo [d3.i] implica a

condicédo [c3.i] do Teorema 3.1 parai=1,2,...,10.

Vejamos um caso especial do Corolario 3.1.5, que de fato € um funcional
construtor de classes de distribuicdes probabilisticas que podem ser mais facilmente

utilizados:

1° Caso especial do Corolario 3.1.5 (1C3.1.5): Método construtor de classes de

distribuicGes probabilisticas que podem ser mais facilmente utilizados.

Sejam u;: [0,1]™ - [0,1] e v;: [0,1]™ - [0,1] fungcbSes monotdnicas e continuas
a direita tais que u; s@o nao decrescentes v; S80 nao crescentes em cada uma das
suas variaveis, com u; (0, ...,0) = 0, »;(1,...,1) = 1, 1;(0,..,0) =1 e v;(1,..,1) =0
paratodo i = 1,...,k. Se no Corolério 3.1.5, U(.)(x) = [T5,((1 — 6)w; () (x) + 6;)" e

9 (x) = {-“zl(eivi(.)(x))ai, coma; >0e0<6; <1, entdo Hy, 4 (x) =



44

I ((1 = 0w C) +6) By [1050 dF (0) = T, (i (D 60) ™ By [0 5 dF(0) € um
funcional gerador construtor de classes de distribuicdes de probabilidades, onde

() = (G, ., 6,) (x).

A seguir, a Tabela 3.3.1 mostra a obtenc&o de alguns funcionais especiais
construtores de classes de distribuicdes probabilisticas do funcional
Hoym @) = TS (1 = 00w ()60 +6)“ T[40 dF () =TT, (00 (0) ™ ey [0 dF (0),
gue podem ser mais facilmente utilizados nas geracdes de classes de distribuicdes.
Considere nas expressodes de 15S1C3.1.5 a 20S1C3.1.5, as seguintes funcdes
(#:[0,1] » RU{£oo}, £:[0,1] » RU{#o0}, v:[0,1] » RU{zo0}, m:[0,1] - RU{Fc0},
tais que u e m sdo ndo decrescentes e continuas a direita, e v e £ sdo nao

crescentes e continuas a direita.



Tabela 3.3.1 — Alguns funcionais construtores de classes de distribuicfes probabilisticas obtidos a partir do 1C3.1.5.

1
f©= w1 (1,..,1) =4 (0,..,0) €
[11(0, ...,0), u, (1, ...,1)]

m

Alguns sub- | Condigbes especiais sobre func¢des Funcionais construtores obtidos
casos do monotdnicas e parametros
1C3.1.5
1S1C3.1.5
k=1, a,=0¢ m O
’U’](l, ,1) = m](l, ,1) Hcl’_._’(;m(x) = Z f dF(t)
=0
2S1C3.1.5
n=16,=0e k 1O
oi(1,..1) = my(1, ..,1) Heyy 6,00 = | [4810O@ dF ()
i=1 21 (x)
3S1C3.1.5 T61eY)
n=1k=1,a,=0e Hg,, 6, (%) = f dF (t)
v,(1,..,1) =my(1,...,1) 60
4S1C3.1.5 n=1k=1,a, =0,
v;(1,..,1) =m;(1,..,1) e (O =410 ()
1 Hcl,...,cm(x) = (1 D—2¢,(1 D
f@ = (1, 1)1 (1,..,1) em Hal b LR
[4.(1,...,1),u,(1, ..., 1)]
5S1C3.1.5 n=1,k=1,a, =0,
£, =y 0, ...,0), _ O =m0
v (1, 1) = my(1,..1) e He,,...om (%) =

ﬂl(l, ,1) - ﬂl(o, ,0)
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6S1C3.1.5 n=1k=1,a, =0, u () = 2,()(x) —24(0, ...,0)
e () (x) = £4(0, ...,0), Gr-bm 2 p (1, ..,1) — £24(0, ... ,0)
»@1,..,1) =m(1,...,1) e
1
f&) = 21(0,..,0)—4(1,...1) em
[2,(1,..,1),4,(0, ...,0)]
751C3.1.5 k=1,a;,=0¢ L 101€3)
O Hg, .6, (x) =1— Z dF (t)
Z j dF(t) =1 =m0
= Ve ;0w)
8S1C3.1.5 n=1,0;=1, k o [(T10®
()G =+ Hoyan@ =1 [mO@)" [ ar©
£1()(x) = — i=1 my()(x)
9S1C3.1.5 n=1k=1,a, =0, 7100
1O = +o e L)) = —oo o an@ = 1= | | 4O
10S1C3.1.5 n=1k=1,a, =0, . ) =1-— () () — mq () (x)
1 () (x) = +oo, f’%(-)(x) = —oo, GreGm A2 2 4 (0, -n,0) — m4 (0, ..,0)
f@© = 2200..0)-m1(0,.0) €M
[m4(0, ...,0), (0, ...,0)]
11S1C3.1.5 n=1k=1a, =0, u () = () (x) = 14(0, ...,0)
mq()(x) = v1(1,...,1), Grbm 0 4 (1, ..0,1) — 140, ...,0)
1 () (x) = o0, £1()(x) = —oo,
_ 1
fo = 11(0,..,0) =11 (1,..,1) em
[v,(1, ...,1),14(0, ...,0)]
12S1C3.1.5 n=1k=1,a, =0, u () = m,()(x) — m4(0, ...,0)
v (D) = m(1,...,1), GG \X) =

p () (x) = +oo, {’11(-)(96) = —oo,
f©)= LoD -mi (0,0 e
[m4(0,...,0),m(1,..,1)]

ml(l, ,1) - ml((), ,0)
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m1 () = (v (D)),

n=1e0<y<1.

13S1C3.1.5 n=1,k=1,a,=0 1 () (x) vr1()(x)
Hg, 6, (x) = J dF(t) — ] dF(t)
1210]1€9) mq (J(x)
14S1C3.15 n=1,k=10a =0 He, o ()
pa () (x) = 1) (x) — 1 () (x) + m4 () (x)
fO) = T D=0 D) -y (L, D)+ me (L, 1)
u(1,..,0)-2:(1,...1)-v1(1,...,D)+m,(1,..,1)’
eM [6,(1, .. 1) + 05 (L, o 1), 21 (L, 1) + iy (1, o 1],
1581C3.1.5 | 1y ()00 = u((1 = Y1 () +7), £ o (PO
2,()x) = 2((1 = Y1 (D) +7), Hg,,..c,,(x) = 1_[((1 — 0)u;()(x) + 6;) O dF (t)
1)) = u(yvi (@), L o
my()(x) = f(yvkﬂ(-)(x)), — 1_[ (ini(-)(x))ai ' dF(t)
n=1,a>0e0<y<1. ient1 mq (D)
16S1C3.1.5 u (D)) = pu((1 = P O ) +v), £ a; (PO
2.0)(0) = —oo, Ho,,n@ = | [(A-80uO@+6)" | dr @
1)) = plyv, (OX)), =1 oW -
o= ~[Jewow)™ [ arw
17S1C3.1.5 L) = +o, e e
£ = £((1 = Pt (D) +7), Hg,,. .6, (x) = 1_[((1 —0)u;()(x) +6;) dF (t)
v1(.)(x) = 4o, i=1

121019
k oo
-] [emo) ™[ are

i=1 mq()(x)
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18S1C3.1.5 1 () x) = v (Y (D), k L O®
2,()(x) = m(yves1 () X)), Hg, 6. (x) = 1_[((1 — 0w (D) +6;) " , dF(t)
()0 = o((1 =Pt (@ +7), = om0
mi () = m((1 = Vw1 (D) +7), _ 1_[ (0:0:() (X)) ' dF (t)
n=1a>0e0<y<1. i=nt1 my()(x)
19S1C3.1.5 () = v (Y (O X)), k @ [0
706 = o Hoy,an@ = | [ -00u0O@+8)" [ ar@
v1()(x) = ’U((l — U1 (D (x) + )/), =1, - O® e
nMil g L()S)S:y_soo 1. - H(ini(-)(x))ai j_oo dF(t)
20S1C3.1.5 1 () (x) = +oo, e e
£:()0) = m(yva ()G0), He,, 6,0 = | [(A-00wO@ +0)™ [ ar
v1()(x) = +oo, i=‘1‘k 20
mi ()0 = m((1 = Ptsr (G +7), | ai [+
RS P sy [ Jomoo® | | e
21S1C3.1.5 n=1. k_ o (HO@
Hey,..6n00) = | [(C1 = 0D G0) +8)" dF ()
i1 2,00
. L (O
-] Jewo)™ [ are
i m()@)
22S1C3.1.5 w1 () (x) = +oo, K N N
£()(x) = —, Hey,..6n 00 = | (1 = 0000 +8) = | (0O @)™
v1(.)(x) = oo, i=1 i=1
my()(x) = —o,

n=1eaq; >0.
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O Corolério 3.1.6 mostra um método alternativo para obtencdo de classes de
distribuicdes probabilisticas a partir do Corolario 3.1.1. Ele mostra que hipéteses sobre
U, 9, uj, £;, v; € m; devem satisfazer para que as fungdes U(x), W(x), U;(x), L;(x),
M;(x) e V;(x), satisfagam as condi¢Ges apresentadas no Corolario 3.1.1 e possamos

obter classes de distribuicdes probabilisticas.

Corolario 3.1.6 (C3.1.6): Meétodo complementar gerador de classes de

distribuicBes probabilisticas

Sejam ¢:R - R, p;:[0,1]™ - RU{Z00}, £;:[0,1]™ - RU{£} e U:[0,1]™ -
R, v;:[0,1]™ - RU{£o0}, m;: [0,1]™ - RU{£o0} e 9:[0,1]" - R, Vj = 1,2,3,...,7,
fungBes monotobnicas e continuas a direita tais que:
[cd3.1] ¢ é uma fda e U e 9 s&o ndo negativas;
[cd3.2] uj, m; e U s&o ndo decrescentes e ¢;, v; € 9 sdo ndo crescentes, V j =
1,2,3,...,n, em cada uma das suas variaveis;
[cd3.3] Se U(1,...,1) #9(1,...,1), entdo 9(1,...,1) = 0 ou mj(l, 1) = vj(l, 1),
Vji=123.,7eUQd..1)=0o0u¢(,..,1)=u1.,1,Vi=123..,1
[cd3.4] Se U(L, ...,1) = 9(1,..,1) # 0, entdo y;(1,...,.1) = v;(1,..,1), Vj =1,2,3,..,1,
e m;(1,..,1) =4(1,...1),Vj=123..,1;
[cd3.5] £;(0,...,0) < u;(0,...,0) ese 9(1,..,.1) # 0, entdo m;(1,...,1) < v;(1,..,1),
Vj=123,..,1;
[cd3.6] v4(0,...,0) = sup{x € R: F(x) < 1} e m,(0, ...,0) < inf{x € R: F(x) > 0};
[cd3.7] 9(0,...,0) = 1;
[cd3.8] U(0,...,0) =0 ou #(0,..,0) = 1;(0,..,0),Vj=1,23,..n—1en=1;
[cd3.9] ©;(0,...,0) = m;1(0,..,0),Vj=1,23,..n—1len=2;
[cd3.10] ¢ € uma fda sem pontos de descontinuidade ou todas as fungdes £;(.)(x) e
v;(.)(x) s@o constantes a direita na vizinhanga dos pontos cujas imagens séo
pontos de descontinuidades de ¢, sendo também continuas em tais pontos e ¢ néo
possui pontos de descontinuidade no conjunto {{’j(O, ,0),1;(0, ...,0),m;(0, ...,0),

4fj(0, ...,0),£’j(1, .., 1), ,uj(l, .., 1), mj(l, .., 1), ’U’j(l, ..,1),para algumj = 1,2, ...,n}.

~ (D) ()
ENtE0 Hg,, g, (0) = 1= 80 @ -, /(e do(®) + UG T, [{15 do(®
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€ um funcional gerador de classes de distribuic6es de probabilidades, onde (.)(x) =

(G, ..., G,,) (x).

Demonstracao:

No Coroléario 3.1.1, faga U(x) = U()(x), W(x) = 9(.)(x), U;(x) = u; () (x), L;j(x) =
£;()(x), M;(x) = m;(.)(x) e V;(x) = v;(.)(x), e note que a condi¢&o [cd3.i] implica

a condicao [cc3.i] do Corolario 3.1.1 parai=1,2,...,10. m

Vejamos um caso especial do Corolario 3.1.6, que de fato € um funcional

construtor de classes de distribuicbes que pode ser mais facilmente utilizado:

1° Caso especial do Corolario 3.1.6 (1C3.1.6): Método complementar construtor

de classes de distribuicdes probabilisticas podem ser mais facilmente utilizado.

Sejam u;: [0,1]™ - [0,1] e v;: [0,1]™ - [0,1] funcbGes monotdnicas e continuas
a direita tais que u; sdo ndo decrescentes v; sd0 nao crescentes em cada uma das
suas variaveis, com u;(0, ...,0) = 0, »; (1, ...,1) = 1, v;(0, ...,0) = 1 e v;(1,..,1) =0

paratodo i = 1, ..., k. Se no Corolario 3.1.6, 9(.)(x) = [T, ((1 — 8)v;(.)(x) + Hl-)ai e

.....

IS4 (( = 00w +6) EI, 700 deo(®) + T (0 O0) By 114505 d(®), € um funcional

gerador de classes de distribuicdes de probabilidades, onde (.)(x) = (G4, ..., G,,) (x).

A seguir, a Tabela 3.3.2 mostra a obtencdo de alguns funcionais especiais
construtores de classes de distribuicbes probabilisticas do funcional
Ho,,.., () = 1= T, (1 = 60 (DG + 6) B, [0 dop(®) + TTSa (6, () T, f505) doo(®), que
podem ser mais facilmente utilizados nas geracdes de classes de distribuicdes.
Considere nas expressdes de 15S1C3.1.5 a 20S1C3.1.5, as seguintes funcdes
©:[0,1] » RU{#}, £:[0,1] » RU{£o0}, v:[0,1] » RU{£o}, m:[0,1] > RU{F0o0}, tais
gue u e m sdo ndo decrescentes e continuas a direita, e v e £ sdo ndo crescentes e

continuas a direita.



Tabela 3.3.2 — Alguns funcionais construtores de classes de distribuicdes probabilisticas obtidos a partir do 1C3.1.6.
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Alguns sub- CondigOes especiais sobre Funcionais construtores obtidos
casos do funcbes monotdnicas e
1C3.1.6 parametros
1S1C3.1.6 k=1,a,=0¢€ T 0O
T 0O Hg,, .6,(x) = j do(t)
Y dew =1, S 000
=m0
2S1C3.1.6 n=1,0,=1, k Nele)
aj
0 ()(0) = +o e Hoyin@ = | [efO@ [ doo)
my()(x) = —o i1 £,0)(x)
3S1C3.1.6 n=1,k=1,a, =0, M1 ()(x)
v,()(x) = +o0 e Hg,, .6, (%) = J de(t)
my()(x) = oo 1o
4S1C3.1.6 n=1k=1,a, =0, . ) = U () =2, ()
() (x) = +oo, m%(.)(x) =-we GrGm ) = D) — 2401, 1)
¢'(t) = o)t em
[,(1,..,0),pu,(1,...,1)]
551C3.1.6 n=1k=1,a, =0, u ) = 1 (D) — p1(0, ...,0)
£1()(x) = (0, ...,0), G tm 0y (1, 0, 1) = pe(0, .. ,0)
v1()(x) =+, my()(x) = —x e
YO = D me o
[uq(0,...,0), u (1, ...,1)]
6S1C3.1.6 n=1,k=1,0,=0,
l’tl()(x) = {)1(0, "'10)1
v1()(x) = 400, m()(x) = —o0 € £1()(x) — #4(0, ...,0)
') = em Hoveon &) = 3 0 ) = €10, .0
® T 24(0,..,0)—24(1,...1) IRy IS e
[4,(1,...,1),4,(0,...,0)]
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7S1C3.1.6 k=1,a,=0e
ui(1,..,0) =431, ...,1) T 0O
Hoyoin@ =1-) [ dg(®)
=m0
851C3.1.6 n=1,6,=0e
w1, ..1) =2,(1,...,1) k o [1O®
Hop a0 =1= | [OE) [~ a0
i=1 myJx
9S1C3.1.6 n=1,k=1,a,=0e 1))
= Hg, ¢, (x)=1 —j do(t)
,U.l(l,...,l) ’gl(l, ,1) 1 1y ()(0)
10S1C3.1.6 n=1k=1a, =0, . ) =1-— 1)) —m (&)
.ul(]-' 11) = 'gl(li 11) e GG B 171(0, ,0) — ml(o, ,0)
’ _ 1
¢'(t) = vl(o,...,o)—m(l(o,...,o))?m
[1m4(0, ...,0), (0, ...,0
11S1C3.1.6 n=1k=1a, =0, u () = v, () () — v4(0, ...,0)
mq()(x) = v1(1,...,1), G1bm 32 4y (0, .0.,0) — 4 (1,.0,1)
w1, .10 = 411(1, 1) e
¢'(t) = 22000 oM
[v,(1,...,1), v4(0,...,0)]
12S1C3.1.6 n= 1, k = 1, a, = 0, H (x) _ ml()(X) - ’I’}’Ll(O, ,O)
() (x) = m4(0, ...,0), G1lm 2 4 (1, 0, 1) — m4 (0, ..., 0)
‘Lll(]., ...,1) = ‘g%(l, ...,1) e
¢ (t) - m4(1,..,1)—m4(0,...,0) em
[14(0, ...,0), m,(1, ...,1)]
1351C3.15 n=1k=1a =0, 70w 06
Hg, 6 (x)=1— f dF(t) + f dF(t)
my ()(x) Z1069)
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14S1C3.1.5

n=1,k=1,a;=0e
1

1)) =m0 = (O + 4, ()

05w | T TR0 0 =m0, 0~ k0,0 + 60,0
em [1,(0, ...,0) + 1, (0, ( 10,2,(0,...,0) + 03(0, 0] _
1581C3.1.6 1 () () = p(yue+1 () (), a [1O®
£1() () = £(yur1 (D)), He,,.,, () =1 - 1_[((1 — 0)v: () () + 6;) fm1(_)(x) do(t)
() = 1((1 = P (DG +7), (o o
my () = (1 =YV ) +7), + H(giui(_)(x))“" do(t)
n=1le0<y<l1. 60w
16S1C3.1.6 O = 2OW), 0@
g Z(.)(’i()yi"_m, ?) Hg,,..,,(x) =1 - 1_[((1 v () (x) +6,)" f do(t)
v1()) = (L =PI D) +7), O
1()(x) = —oo, '
nwi Ie0< y<1. * H(a ui()6))" f de(®)
17S1C3.1.6 1 () (x) = +oo, +oo
fﬂJ65::€OWMJCXxD’ H@wﬁmﬁﬂ"1—IikC1—9)%()@9+9) m(xmd¢“)
Ul%-)(x) = +o0 Vo) 1
my()(x) = (1 = VIV ()X +v),
n=1e0<y<1. +II@UK)@D fﬂmf¢“)
1851C3.1.6 () = m (Yt () (X)), o (1O
£1() () = v (Y1 (D)), Hg, 6, (x)=1— 1_[((1 —0)v;()(x) + ;) fml(.)(x) do(t)
() = m(( = Pvea (O +7), o
mi ()0 = v (A =PI (D) +v), + 1_[(9 w () ()" do(t)

n=1e0<y<1.

210




1951C3.1.6 pr (D (x) = ’m()’ukﬂ(-)(x)), « @ [T1O)
£,()(x) = —oo, Hg,,.cn(x) =1~ 1_[((1 =6 ( ) +6,) f de(t)
0100 = m((1 =PI (@ +v), K o
e Doy [ Jemoen™ [ dp
i=1
20S1C3.1.6 () (x) = 400, k v [T
£,()@) = v (Yuge1 (O ), He,, on () =1— 1_[((1 —0)v,( () +6;)" do(t)
v1(.)(0) = +oo, Ji= 0
. =v((1- e , a [T
e SO D G+ #[Jomo)™ [ apw
i=1 1WX
21S1C3.1.6 n=1. i w (100
He, 6 () =1— ];[(u — 0 () +6)) fml(_m do(®)
K 1 ()
+1 (0 (H))™ do(t)
L_l[( 1)) Z1016)) Y
22S1C3.1.6 11 (D) (x) = +oo, k . T .
600 = —o, Hey, 6,0 = 1= | [(1 = 80mO@ +6)" + | [0 @)™
1) (x) = 4o, i=1 i=1
mq(.)(x) = —oo,
n=1ea >0.
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O Corolario 3.1.7 mostra outra alternativa para obtermos classes de

distribuicdes probabilisticas a partir do Teorema 3.1.

Corolario 3.1.7 (C3.1.7): Método normalizado gerador de classes de

distribuicdes probabilisticas

Sejam FR->R, w:[0,1]™ > RU{xx} e 3z:[0,1]™ - RU{too}funcdes
monotdnicas e continuas a direita tais que:
[e3.1] & € uma fda;
[e3.2] w € ndo decrescente e z é ndo crescente;
[e3.3] & € uma fda sem pontos de descontinuidade ou a fungédo z(.)(x) é constante
a direita na vizinhanga dos pontos cujas imagens sdo pontos de descontinuidades de
&, sendo também continuas em tais pontos e § ndo possui pontos de descontinuidade
no conjunto {z(0, ...,0), z(1,...,1),w(0,...,0), w(1,..,1) }.
_ S0 O[5 8O

""" L) age- 35 ag(®)

K4

€ um funcional gerador de

classes de distribuicdes de probabilisticas.

Demonstracao:

Sy SO~ 5/ 00) 45O

2

Loy 48O~ [07 ) 45 (®)

No Teorema 3.1, considere n =1, 0(x) =1, V(x) =0, U;(x) =

w rq

L,(x) =0,Vx € R, e F uma fda da uniforme [0,1]. Note que U;(x) e L,(x) satisfazem
as hipéteses do Teorema 3.1, pois: U;(x) € ndo decrescente e L,(x) € ndo
crescente, com xlirpm U,(x) = xlirpm Li(x) =0, xlirpw Ui(x) =1, xlirllw Ly(x) =0,
ambas séo continuas a direita e F € uma fda sem pontos de descontinuidade.
Logo, como todas as condi¢cdes do Teorema 3.1 sdo satisfeitas, temos que:
S0 85O = o) 450

HG1 (x) = p”
el (1'r1) Z(l,...,l)
fw(O,...,O) dg(t) - f (0,..,0) d?f(t)

z

€ um funcional gerador de classes de distribuicdes de probabilidades.m
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1° Caso especial do Corolério 3.1.7 (1C3.1.7):

Se, no Coroldrio 3.1.7, w () () = U () Ty fy {1y dF (D) € 2()() =

() () XT=4 ;’88 dF (t) satisfazendo as condi¢bes [d3.1] a [d3.10] do Corolario
e

3.1.5 e § for uma fda da uniforme [0,1], entdo temos que H; ¢ (%) =

UG T [} Ly AF () = 8() () ey [/ dF () que € 0 mesmo funcional

gerador de classes de distribuicbes de probabilidades do Corolario 3.1.5.

2° Caso especial do Corolério 3.1.7 (2C3.1.7):

Se, no Coroldrio 3.1.7, w()(x) = U@ T [y 1)y, do(®) e 2()() =

SI@IEIPNM ;’88 do(t) satisfazendo as condices [cd3.1] a [cd3.10] do Corolario
iC

3.1.6 e & for uma fda da uniforme [0,1], entdo temos que Hg,, ¢ (x) =1 —

() (D) 4 .
9@ s [, o @0 () + UG Ties J 5 dep(2) que é o mesmo funcional

gerador de classes de distribuicfes de probabilidades do Coroléario 3.1.6.

O teorema a seguir, mostra que o Teorema 3.1 e 0s seus corolarios séo todos
equivalentes entre si, ou seja, 0 Teorema 3.1 e todos 0s seus corolarios geram

exatamente as mesmas distribuicdes probabilisticas.

Teorema 3.2 (T3.2): Equivaléncia entre o Teorema 3.1 e 0s seus corolarios.

O Teorema 3.1 e todos 0s seus corolarios geram exatamente as mesmas

distribui¢cdes probabilisticas.

Demonstracao:

Para demonstrarmos o Teorema 3.5, iremos mostrar que o C3.1.1 é corolario de
T3.1, que o C3.1.2 é corolario de C3.1.1, e assim sucessivamente até que o T3.1 é

corolario de C3.1.7. Entdo vejamos:
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(1) C3.1.1 é coroléario de T3.1: Obvio, pois ja foi demonstrado.

(2) C3.1.2 é corolario de C3.1.1: No Corolario 3.1.1, facan =1, W(x) =1, V,(x) =1,
h(x) —xHI}lw h(x)

M;(x) =0,0kx)=1,0,(x) = Li(x)=0,VxeR,eqpa fdada

xgglw h(x)_xl—y;noo h(x),
uniforme [0,1]. Logo teremos a expressao do C3.1.2, conforme desenvolvimento

abaixo:

h(x) — xl_i)r_noo h(x)

lim h(x) — lim h(x)
X—+o00 X—>—00

H(x) =
Portanto, o C3.1.2 € corolario de C3.1.1.
(3) C3.1.3 é corolario de C3.1.2: No Corolario 3.1.2, faca h(x) = hy(x) — h,(x).

wy (x)-w,(x)
Jim (w1 (0-w, (%))

(4) C3.1.4 é corolario de C3.1.3: Considere a expresséo H(x) = , para

hy (x)—hy(x)
Jim (o (0)=hy ()’

o Corolario 3.1.3, faca w;(x) =1, wy(x) = Vx € R. Logo teremos a

expressao do C3.1.4, conforme desenvolvimento abaixo:
wy (x) — w(x)

Tim (w; () = w, (x))
hy(x) — hy(x)

xl_i)r_noo(hz (x) — hy (x))

Portanto, o C3.1.4 é corolario de C3.1.3.

H(x) =

Hx)=1-

(5) C3.1.5 é corolario de C3.1.4: No Corolario 3.1.4, faca h,(x) =1, h;(x) =
n ﬂ]()(x) _ n ’v']()(x)
UC) () Y=g 000 dF(t) —9()(x) Xj=1 000 dF(t), Vx € R. Logo teremos a

expressao do C3.1.5, conforme desenvolvimento abaixo:
hy (x) — hy (%)
Tim (hy () — hy ()

Hx)=1-
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LE61€))
Ho,v.n(0) = U ). j; RO > f | dF©
j=1"J j=1""j

Portanto, o C3.1.5 é corolario de C3.1.4.

(6) C3.1.6 é corolario de C3.1.5: No Corolario 3.1.5, facan =1, U()(x) =1,

L) = 90O I, [0 de® = UO T, [0 de(®), Ui ()6 = 1,

V()(x) =10, Vxe Re F a fda da uniforme [0,1]. Logo teremos a expressao do

C3.1.6, conforme desenvolvimento abaixo:
Vi)

= U0
Hcl,._,am(x>=uo><x)z | RCR v<)<x)z J, . aF©

()0 M](-)(x)

dp® + U@ Z [ dow

Hoy o () = 1= 9 )(x)Zf .

mj()(x)

Portanto, o C3.1.6 é corolario de C3.1.5.

(7) C3.1.7 é coroléario do C3.1.6: No Coroléario 3.1.6, facan =1, U()(x) =1,

Lo Sy dBO= 250 ag(6)

9006 = 1 1)) = 1m0 = 0, ()G = =BTt

w(0,...,0)

£;(.)(x) =0,Vx €ER, e g a fda da uniforme [0,1]. Logo teremos a expresséo do

C3.1.7, conforme desenvolvimento abaixo:

v () () I5101€9)
() = 1= 0C )(x)Zf o0 )(")ZL o 200
Ho, () = ff((é)(xg) ¥~ zé)(xg) 4F®
1,...m f:;r((ol - d%(t) fz((ol o d%(t)

Portanto, o C3.1.7 é corolario de C3.1.6.

(8) T3.1 é corolario de €3.1.7: No Corolario 3.1.7, faga w(.)(x) = U(x) X7, LUJ(S) dF(t),

z()(x) = V(x) Xj=4 1;’83 dF(t), Vx € R, e § a fda da uniforme [0,1]. Logo

teremos a expressao do T3.1, conforme desenvolvimento abaixo:
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w z
He, m (x) = w(1,...1) 2(1,..,1)

Lo,y 48O = [, d§(©)

O&) L&)
fw(o,...g,co) dg(t) — fz(o,..ico) dg(t)

() M;(x)

H(x) = U(x) Zn: j;uj(x)dF(t) - V(x) zn: fvj(x)dF(t)
j=1 j=1

Portanto, o T3.1 é corolario do C3.1.7.

De (1) a (8), concluimos que o Teorema 3.1 e todos os seus Corolarios

geram exatamente as mesmas distribuicdes probabilisticas. m

3.4. Suportes para as Classes de Distribuicbes Probabilisticas.

Com base na proposta do método gerador de distribuicbes de probabilidades,
um estudo mais detalhado sobre os suportes das classes e das distribuicGes geradas
por elas se faz necessario, em virtude de pouca abrangéncia na literatura. A seguir
apresentamos um estudo detalhado dos conjuntos suportes das classes e das
distribuic6es geradas pelos funcionais dos Corolarios 3.1.5 e 3.1.6 do Teorema 3.1.

Primeiro observemos que por definicAo de suporte de distribuicdo de
probabilidade, teremos que para qualquer distribuicdo F, o seu suporte, S, € dado por
Se={x €€R:F(x) —F(x—¢€)>0,Ve > 0}. O Teorema 3.3 mostra que 0 suporte da

distribuicdo gerada esta contido na unido dos suportes das distribuicdes G,’s.

Teorema 3.3 (T3.3): Teorema geral dos suportes.

Seja Hg, .. ¢, (x) a funcéo de distribuicéo gerada a partir do Corolario 3.1.5

(respectivamente, 3.1.6). Entéo Sy, . © U7, Sc;-

Demonstracao:

Sem perda de generalidade, considere o funcional do Coroléario 3.1.5

(respectivamente, 3.1.6) do Teorema 3.1, ou seja, Hy, ¢ () = U X) T, ;}‘_f("()%i’;) dF (t) —

()G Xan [ () AF ().
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Logo, temos que:

1iO@) ;O

dF(8) — 8()(x) j dF(0)

— Jin;O@)

n
]:

s () = Hgy, L, (=€) = u()(@ZLO()

1j()(x—e) vj()(x—€)
TUOE =) Z[? i(O(x—¢) O+ x=e) Z fm,()(x —£) aF©

Vamos supor que x ¢ UL =156, entdo existe ¢ > 0 tal que G;(x) — Gj(x —¢) =

0, paratodo j = 1, 2,...,m. Portanto, temos

i 00 = oy, (2 = ) = u<)<x)z |

#i ) () ()
-Uu - dF(t)+9 - dF(t
O E)ZL(M 0 +90) s)zlfm]()(x) ®

K O v;()x)
UG )(x—e)ZL()(x) dF(t) — 9. )(x—s)Zf ()(x)dF(t)

1O (x—e) vj()(x-¢)
_u(,)(x—e); L e dF (D) +9(. )(x—e)z Jm]()(x . dF(t)

Ainda podemos escrever:

= O
Hoytin ) = Hoy (= 8) = (UOG - UOG =) Y [ dF(

=1 £i()(0)
i ()()
~(9() ) - ¢ )(x—e))Zf dF(t)

=17 Q)

LEYe16)) ” 1) (x—¢)
U (- €) Z f dF (t) - f dF (6)
= 0w = 100-e)

L a61¢) v (x—¢)
~OG-a |y [ are-y [ e
j=1 mj()(x) =1 mj()(x—e)

Logo,
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= O
Hoy im0 = Hoy 00 = 8) = (UOG) = UO =) Y [ dF (o)
=00

vi()(x)
—(9()(0) = B()(x — e))Zf AR
]

=1 Jmj()(x)
n 1)) £;()(x)
+UO(x - £) z f dF (t) — f dF (t)
=1 VOG-8 () (x—¢)

v ()(x) m;()(x)
j dF(t) - f dF(t)) .

vj()(x—¢) mj()(x—¢)

—9()(x —¢) zn: (

Jj=1

Assim, como U()(x) = U()(x — &), 9()(x) = 9()(x — &), p;(H(x) =
i) —e), £;()(x) = £;()(x — &), m()(x) = m;()(x — &) e v;()(x) =
v;(.)(x — ¢€), temos que

Hg,, 6. (x) —Hg, ¢ (x—¢)=0.

Logo teremos x & Sy, . ENtdo, se x € Sy, temos que x € UL, Sg; €,

G Gm’

.....

O Corolério 3.3.1 do Teorema 3.3 mostra um caso especial em que a

distribuicéo Hg,, ¢, (x) € discreta.

Corolario 3.3.1 (C3.3.1): Baselines discretas geram distribui¢cdes discretas.

Se todas as G;'s s&o discretas, entdo Hg . (x) € discreta.

Demonstracao:

Sendo todas as G;'s discretas, entdo UjL; Sg; tem uma quantidade

enumeravel de valores. Como Se,..em © UT=156; pelo Teorema 3.3, logo SHe,..

Gm Gm

tem uma quantidade enumeravel de valores e, portanto, também H; (x) € uma

fda de v.a. discreta. m
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O Teorema 3.4 mostra condicbes em que SHey, 6y = U;’lzlst.

Gm
Teorema 3.4 (T3.4): Suporte da distribuicdo € a unido dos suportes das
baselines.

Se no corolario 3.1.5 (respectivamente, 3.1.6)
[f3.1] Sr for um conjunto convexo;
[f3.2] u,(1,..,1) =supfx e R: F(x) <1}, ¢,(1,..,1) = inf{x e R: F(x) > 0},
UC)(x) >0,Vx€eR,epuj(.)(x)out()(x), paraalgum j = 1,2,..,n, forem
estritamente monoténicas ou v,(0, ...,0) = sup{x € R: ¢(x) < 1}, m(0,...,0) =
inflx e R: p(x) >0},9()(x) >0, Vx €ER, ewv;()(x)oum;()(x), paraalgum j =

1,2, ..., n, forem estritamente monotonicas.

.....

Demonstracao:

(1) SHcl....,cm c U}"=15(;,-- Obvio, pois é o resultado do Teorema 3.3.
(2) SHGl,...,Gm > Uj=1 SGj'

Sem perda de generalidade, considere o funcional do Corolario 3.1.5

(respectivamente 3.1.6) e mais todas as condi¢des do corolario, ou seja, Hg,, ¢, (%) =

UG B f} 5ty AF () = 0CICO By [y AF (D)

Logo, temos que:

wiO@) vj ()

Hoy (0 = Hoy oG =8) =UO@ Y. [ ar@-00@ Y [ ar

= 0w =m0

D O Dy rriOx—e)

U (x— ) z f dF (D) +9()(x — &) 2 dF (D).
. ? ;

Jj=1 ]

(O (x—¢) = /m;j()(x—€)

Vamos supor que x € UL, S6;» entdo existe € > 0 tal que G;(x) — Gj(x —¢) > 0,
para algum j = 1,2,...,m. De maneira inteiramente analoga, obteremos a expressao

desenvolvida na deducéo do Teorema 3.2, portanto temos:
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L O
Hoy im0 = Hoy 00 = 8) = (UOG) = UO =) Y [ dF (o)
=00

L6169
—(9()(0) = B()(x — e))Zf AR
=

17 ()(x)

n 1)) £;()(x)

UG-8 | ) f dF (t) — f dF (t)
=1 VOG-8 i) (x-¢)
n () mj () (x)

—O&-a)| ). j dF () — f ar @ | |.

= v;()(x—¢) mj()(x—g)

As condicdes [f3.1] e [f3.2] implicam que pelo menos uma das integrais da

h()(x)
forma fh(.) (o)

algumj=1,2,..,n.

dF(t) é diferente de zero para h = uj, h = £;, h = v; ou h = m;, para

Isto por sua vez, junto com o fato que U ou 9 sdo estritamente monotdnicas,

implica que:
Hg,, .¢,(x) —Hg,, ¢, (x—¢€)>0
Assim,
X € SHe, .om"
Portanto,

m
SHGl,...,Gm > Uj=1 SGj'

De (1) e (2), concluimos que Sy, . =UjL;S;,. =

Gm

O Teorema 3.5 mostra condi¢des em que a fda Hg,, ¢, (x) € continua.

Teorema 3.5 (T3.5): Distribuicdes de funcdes continuas geram distribuicdes de

funcdes continuas.

Se F(x), Gy,....G,, s80 fda’s continuas no Corolario 3.1.5 (respectivamente
3.1.6), uj, £;, U, v;, m; e 9 séo fungbes continuas, entdo Hg, . (x) € uma fda

continua.
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Demonstracao:

Sem perda de generalidade, considere o funcional do Coroléario 3.1.5, ou seja,
J(x) ()
Ho,, .60 () = U T [} 4500y dF ) =90 Ty [0 dF (©).

Logo, temos que:

i () = He,. Gm(x)—u()mz L L ar@—e0@ ) [ are
=1 "t j=1 "M
1) vji()(x7)
~UOG) dF (1) +9() (") ar (0).
¥ ZL()(X) * Z'f jO&T)

Logo, utilizando o desenvolvimento similar ao da prova do Teorema 3.3,

obtemos

L 0@
He,,..60 () = Hy,. 6, (X7 = (U (0 = UCH (X)) z J dF(t)

=170

L 0]169)

—(8()(0) = () (x~ ))Z j dF (D)

m;()(x)
+UO) () Z(

j=1

v;()(x) m;j()(x)
—9()(x7) 2[ dF (t) — Zf dF (o) ).
o)) 0@

w0 £;(O()
J dF(t) — j dF(t)
1) £;()(x7)

Como todas as fungdes contidas na expressao anterior sdo continuas, temos
que:
Hg,, 6.(x) —Hg, ¢ (x7)=0.

Portanto, concluimos que Hg, ¢ (x) € uma funcdo continua. m

O Teorema 3.6 mostra condi¢cdes em que a distribuicdo Hg,, . (x) sera uma

fda de v.a. continua.



65

Teorema 3.6 (T3.6): Distribuicdes de variaveis aleatérias continuas geram

distribuicbes de variaveis aleatorias continuas.

Se F(x), Gi,..., G, forem fda's de v.a’s continuas no Corolario 3.1.5
(respectivamente, 3.1.6), u;, ¢;, U, vj, m; e 9 forem fungBes continuas e

diferenciaveis, entdo Hg,, g (x) serauma fda de v.a. continua.

Demonstracao:

Sem perda de generalidade, considere o funcional do Corolario 3.1.5, ou seja,
piO) v ()(x)
HGl,...,Gm(x) u( )( )Z} 1 ? ]()(x) dF(t) 8( )(.X') Z} 1 m]()(x) dF(t)
Como F(x), Gy,..., Gy, S80 fda’s de v.a.'s continuas e u;, £;, U, v, mj e
séo fungdes continuas e diferenciaveis, entéo Hg, ¢ (x) serauma fda de v.a.

continua com densidade dada por:

he,.. (X)) = (Z IUC) ) gz(x)> (Z Lﬂ:)(j(:)dF(t)>
HUO® (Z (F (5O@) > 2Dy r(060) Y %gzm»
— z z

j z=1

9()(x SEsielc)
_<Za g )@ (x)> (Z f ]O(x)dF(t)>

z=1 m
~90)(@) (Z (F (50Ow)). a""a(é) @ g0 - F (mOw)). %&,)mgz (x)))
=1 z=1 z z=1 z

onde ()(x) = (G4, ...,G)(x). m
O Teorema 3.7 mostra condi¢cdes em que a distribuicdo Hg, . (x) € discreta.

Teorema 3.7 (T3.7): Integrais de diferenciais de distribuicdes discretas geram

distribuicbes discretas.

Seja Hg, . (x) a fungéo de distribuicdo gerada a partir do Corolario 3.1.5
(respectivamente, 3.1.6). Se a distribuicdo de probabilidade F(x) for discreta e
UC)(x) =9()(x) = 1, entdo a distribuicdo Hg, . (x) sera discretaindependente das

fungbes monotodnicas usadas como limites de integracgéo.
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Demonstracao:

1 (x) v ()(x)
s () = Z [ ar - Z [ ek
£;()() O

’WL

i () =Z( (1 O@) - F (40O)) - z( (0060) - F ()

j=1

Como F(t) é uma fda de uma v.a. discreta, F(t) assume uma quantidade

enumeravel de valores distintos. Portanto, como Hg, . (x) € dado por uma soma de
diferencas de F(t) avaliada em 4n pontos distintos, Hg ¢ (x) também sé assume

uma quantidade enumeravel de valores e, portanto, também € uma fda de uma v.a.

discreta. m

3.5. Nomenclatura para as Classes de Distribuicdes Probabilisticas e para as

distribuicbes de probabilidades, caso univariado.

Com base na proposta do método gerador de distribuicdes de probabilidades,
nas classes de distribuicdes probabilisticas e nas distribuicbes geradas por elas,
sentimos a necessidade de uma sistematizacdo no que diz respeito a nomenclatura
das expressdes encontradas, ou seja, um conjunto de regras para nomear as
mesmas, coerentemente com 0 que ja existe na literatura. Ainda para ajudar na
justificativa dessa sistematizac&o, note que ha necessidade de uma padronizacdo e
diferenciacdo para classes diferentes geradas pela mesma distribuicdo. Como
exemplo, citamos a classe gama—G definida por Zografos (2008) e a gama-G definida
por Cordeiro, Alizadeh e Silva (2013) que sé&o duas expressfes diferentes com o
mesmo nome (gama-G). Desta forma, nds propomos uma forma geral de nomeacao.

Para as distribuicdes geradas pelo Teorema 3.1, dividimos em duas categorias:
a primeira nomeia as classes de distribuicbes probabilisticas e a segunda as
distribuicdes de probabilidades geradas pelas classes.

A seguir temos as regras de nomeacao das classes e das distribuicdes geradas

pelo funcional do Corolario 3.1.5:



a)

b)
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Quando da classe de distribuicbes probabilisticas sera: Classe + nome da
expressdo (UWOF )%y, ., ) (W, o, i) (Mg, ..., myp) (v, ..., 1), OU Seja, classe +
nome do vetor U(.)(x) + nome do vetor 9(.)(x) + nome da distribuicdo de F(t)
+ nome do vetor (£,(.), ..., £,(.))(x) + nome do vetor (u,(.), ..., u,(.))(x) + nome do
vetor (m,(.), ..., m,(.))(x) + nome do vetor (v,(.), ..., v,(.))(x).

Quando da distribuicdo probabilistica gerada pela classe sera: nome da classe
+ a substituicdo do vetor (G4, ...,6,)(x) pelo vetor de nomes das distribuicdes

representadas.

Regras de nomeacéo das classes e das distribuicdes geradas pelo funcional

do Corolério 3.1.6:

a)

b)

Quando da classe de distribuicdes probabilisticas sera: Classe complementar
+ nome da expresséo (9)(W () (my, ..., my) (vy, ..., v,)(#q, ..., ) (Uy, ..., wn), OU S€EJA,
classe complementar + nome do vetor de 9(.)(x) + nome do vetor U(.)(x) +
nome da distribuicdo de ¢(t) + nome do vetor (m,(.),..,m,(.))(x) + nome do
vetor (v,(.),..,v,())x) + nome do vetor (£,(),..,€,(.))(x) + nome do vetor
(110D, oo (D) ().

Quando da distribuic&o probabilistica gerada pela classe sera: nome da classe
+ a substituicdo do vetor (G4, ..,6,)(x) pelo vetor de nomes das distribuicdes
representadas.

Regras de nomeacéao das classes e das distribuicdes geradas pelo funcional

do Corolario 3.1.7:

a)

b)

Quando da classe de distribuicdes probabilisticas sera: Classe normalizada +
nome da expressao (w)e(t)(z), ou seja, classe normalizada + nome do vetor
de w(.)(x) + nome da distribuicao de ¢(t) + nome do vetor de z(.)(x).

Quando da distribuicédo probabilistica gerada pela classe sera: nome da classe
+ a substituicdo do vetor (G4, ...,6,)(x) pelo vetor de nomes das distribuicdes

representadas.
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3.6. Obtencdes de generalizac6es de modelos de classes ja existentes

Neste topico faremos algumas aplicacbes para obtencdo de casos bem
especiais de funcional gerador de classes de distribuicdes probabilisticas, obtendo as
classes de distribuicdes de probabilidade ja existentes na literatura.

A seguir, teremos a Tabela 3.6.1 que mostra a obtencdo de classes de
distribuicdes probabilisticas de modelos ja existentes com o uso de alguns corolarios

do Teorema 3.1.



Tabela 3.6.1 — Generaliza¢c6es de modelos de classes ja existentes
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Sub-casos o - Alguns valores
do 1C3.1.5 D|str|bU|goe(:f)Ut|I|zadas Funcdes Monotbnicas especiais para Classe Obtida
Utilizado f 0S parametros
m 0=0m=1e betal G, definida
1)) =6 1_[ al(x) - ﬁ’ m N por Eugene et al
-1 b-1 =1 i (2002)
351C3.1.5 B t21(1 - t) 8
a, 1O = (1-0) ]_[ 6'c+0 | | McLG, definidapor
j=1 —rvem= McDonald (1984)
8, 6=1,m=1e | betal G; definida por
mq()(x) =6 1_[ G (x) B =1 Eugene et al (2002)
a—-1 _ +\b-1 m =t
951C3.1.5 B(a,b) -0 v ()G = (1— )1_[ al(x) G—1lem=1 Mc1l G, definida por
1 ) McDonald (1984)
l:
al
60 =10 1_[ (x) exponenciada G,
f=0,m=1e definida por
3S1C3.1.5 btb—1 '
Bj =1 Mudholkar et al
D) =(1-6 l_[ G (x)+6 St
1 (D (x) = ( ) |1 (x) (1995)
my()(x) =0 1_[ cP (x) exponenciada G,
- = f=1,m=1e definida por
b-1 )
9S1C3.1.5 bt m =1 Mudholkar et al
nO@-a-o] [(1-65w)" (1995)

i=1
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3S1C3.1.5

btb_l

nO@=6] [(1-67w)"

i=1
m

mO@=0-0] [6¢"@+eo

j=1

6=0em=1

exponenciada G,
definida por
Mudholkar et al
(1995)

5S1C3.1.5

mO@ =] |0+ 67 0)”
i=1

0=0epf=1

exponenciada G,
definida por
Mudholkar et al
(1995)

3S1C3.1.5

abt® (1 —

ta)b—l

m

HO@=0] [(1-61w)"

i=1

()G = (1-0) ]_[Gf%x) +0

j=1

Kumaraswamy

G, definida por
definida por Cordeiro

e Castro (2011)

9S1C3.1.5

abt® (1 —

ta)b—l

m O =6 [6"®
j=1

(@) = (1-0) 1_[ (1- Giai(x))ai +6

0=1,m=1e
p1=1

Kumaraswamy

G, definida por
definida por Cordeiro

e Castro (2011)

6S1C3.1.5

606 = |- 6% w)”
i=1

m=1,b1=1,
pr=Pfea=a

Kumaraswamy
G,definida por
definida por Cordeiro
e Castro (2011)
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beta3 G, definida

al 6=0,m=1e por Thair e
4()() =0 1_[ (") B =1 Nadarajah (2013)
3S1C3.1.5 te1(1 —t)b1
B(a,b)(1 + t)a+p _ —(1-9 1_[ Pty + 0 Mc3 G, definida por
@) = ( ) i1 J (x) f=0em=1 Thair e Nadarajah
(2013)
_ _ betal G; definida por
() = HnGﬁj(x) 0= ;, r:z I le Eugene et al (2002)
1 - 1~
9S1C3.1.5 - j=1 Mc3 G, definid
. B D)Lt 0= m c3 G, definida por
’ 1 al _ _ Thair e Nadarajah
1)) = (1-6) @) f=1em=1 o
l=1 (2013)
ik 5
_ _ rai ¢
£3=1(1 — )b texp(—ct) 6()() = HU (1 G; (x)) 0=0m=1e beta Kummer G,
351C3.1.5 ) = ﬁ’ _ definida por Pescim
' ()G =1 -6) ]_[ 6"100) + 0 : etal (2012)
1 b-1 () =0 1_[ Gﬁ](x) beta Kummer G
t (1 —o)P- — - = = 1
9S1C3.1.5 (1 )7 exp(=ct) = O=1,m=1€ | jefinida por Pescim
1 .
=t
_ _ B )
b* pa-1g-bt £ =0 1_[ (1 GJ‘ () 6=0m=1, Gama —-In(1 - G,)
3S1C3.1.5 r'(a) = a; =1,A=1, | definida por Zografos

"

) =060+ (—ln

i=1

ﬁ@ : c?f(a)‘”)A)r

(2008)
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ASOE eﬁ(l ‘*’(x))

a 6=0,m=1, Gama —In(1 - G,)
3S1C3.1.5 ta-1le-bt =t r ;=1,1=1e | definida por Zografos
I'(a) r=1 (2008)
X)) =6+ -in| 1- G (x)
m
60O =p| [(1-6"w)" S (161
a i=1 p=0m=1, ama —In(1 - G,
351C3.1.5 ta-lg=bt N a=0el;, =1 | definida por Zografos
r(a) 1 ()G = p —In 1—[161@) (2008)
m si
) 2.0)() = prl@_cﬁ@ﬁ me a1 | gama=in(i=G)
351C3.1.5 @ ta-1g-bt =1 wr | p=0,0, =1, def'”'da(gg&gz)ografos
p () (x) =p+<—ln<1_[(1—af"’(x))w‘> ) i=ler=1
— i=1
i 5i
_ _ Wi
a ’mﬂX”‘P[ZO 6"() Come1e | 9aMa—in(1-Gy)
9S1C3.1.5 ta-lg=bt =1 m p=" definida por Zografos
I'(a) 2 h=1 (2008)
O =p-mn|1-] [
- I=1
- Si
/1i
pa m () = r (1 B (x)) m=1 a =0 gama —In(1 — G,)
a—-1,-bt =1 - L 1— Y H
9S1C3.1.5 o) t p=0ef =1 definida por Zografos

()G = p+ (—m(ﬂ@ o) ) )

(2008)
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m
Bi Yj
mq()(x) =06 1_[ (1 — G J(X)) Complementar gama
j=1 6=0,m=1, —In(G,) definida por
b“ 1
951C3.1.5 T )ta‘le‘bt m ® a;=1e8=1 | Cordeiro, Alizadeh e
a (V@) =0+ —n (ﬂ G;"i(x)) Silva (2013)
i=1
. 2
a; _ _ Complementar gama
9S1C3.1.5 pe ma()x) =6 (1 -1 [s ’(")> S _0T L | <6, definida por
o I )ta‘le"’t j=1 N 'Brl; " ’ey; _ ! Cordeiro, Alizadeh e
¢ o ()G =0+ (z( - 1_[ (1-6) ) ) Silva (2013
m
a 2, () =p 1_[ Gl.wi(x) Complementar gama
ta-1leg—bt i1 p=0,m=1 —In(G,) definida por
3S1C3.1.5 r'(a) el =1 Cordeiro, Alizadeh e

1)@ = p—In (1_[ Gl (x))
=1

Silva (2013)




74

600 = p]_[cll(x)

Complementar gama

m=1, p=0, S
351C3.1.5 b® fa—1,-bt a =1 (5 ~1 —ln(G_l) defl.nlda por
o r'(a) /11 e 1 N Cordeiro, Alizadeh e
(G = o+ [ - 1~ ]_[(1 NAO) " Silva (2013)
o mi()() = p r 6 (x) . Complementar gama
a-1,-bt p=0,m=1, | —In(G,) definida por
951C3.15 r'(a) t ] N a=0eA, =1 | Cordeiro, Alizadeh e
11()X) =p—In —[ G/ (%) Silva (2013)
m()x)=p r Gi’li(x) —1 —0 Complementar gama
9S1C3.1.5 b® fa-1g-bt =1 ) ;n _ 1’ a'[)) _ ' —In(G,) definida por
o r(a) = \ 1—1er—q | Cordeiro, Alizadeh e
()G =pt |1 1_[(1 ()" r Silva (2013)
Glfx)l - G_2 (f)e’ Marshall e Olkin
@= Q’E 1_ definida por Marshall
By B e Olkin (1997
12S1C3.15 |  ccemeeeeeeee b (1 — G (x)) ( )

my()(x) =
(Gf‘(x) +b(1-65 )

G1(x) = G,(x),
a=1lef =1

Marshall e Olkin G,
definida por
Jayakumar e Mathew
(2008)
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5S1C3.1.5

G1'(x)

(&) =
T G+ (1-6f o)

Gl(x)sz(x),
a=1,=1e
0=1

Marshall e Olkin
definida por Marshall
e Olkin (1997)

G1(x) = G,(x),
a=1lef =1

Marshall e Olkin G,
definida por Thair e
Nadarajah (2013)

12S1C3.1.5

m,()(x) = exp (—/1 1_[ G (x))
=1

m=1lea, =1

Kumaraswamy G,
Poisson definida por
Ramos (2014)

1251C3.1.5

4’}’L1()(X) = exp (—A - ,11_[(1 _ G;X’(x))ﬁl)

Kumaraswamy G,
Poisson definida por
Ramos (2014)

1251C3.1.5

m B
My () = exp| —2-12 <1 - 1_[ Gl“l(x))
=1

m=1,a;=1¢€

Kumaraswamy G,
Poisson definida por
Ramos (2014)
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AeBx* ot k=2,a,=1, Familia Beta Weibull
w0 =—7F—7— a, =0,0=0e | Poison definida por
i i 6=0 Paixao (2014)
e aW(-ae™) _ —aw(uw) _ _ Classe Weibull
u; () = I k=20 =0 Generalizada
e «a L ;1 a,=1,6=0e Poi definid
W) = 3 (-pn-ipn2 5= 0 oisson definida por
n=1 " (p-1) Paixao (2014)
y—1 w(x) = —ae~abx* Classe Binomial
251C3.15 vt PR A Tl o ) o Negativa
= 1-p=-1 5 ;‘ _—26 Zle_—oi Generalizada
o y = = = -
1w =1 -0) (g“(s) L;[sl) G(x)]) +0, deflnldégi)z)Palxao
N
Lis(2) = Xj IS Classe Zeta-G
{s) =32, = k =_20 a19=_0(,) definida por Paix&o
J a=0€0= (2014)
()0) = i cP(a) G —a) k=2 a, =1, Familia série de
WA= greay V¢ @, =0,0=0e | poténcias (CONSUL
j=0 §=0 e FAMOYE, 2006)
G-
u, (D (x) = Z l' [(C(O))}] ! k=2 a, =0, Familia Lagrangiana
= a,=1,0=0e | basica (CONSUL e
6=0 FAMOYE, 2006)
x . k=2, a,=0 - ,
2S1C3.1.5 btb—1 n U™ 1 7 ¥ | Familia Lagrangiana
. = 1- B = =
2, () 9( ;(j_n)!j[(cco))] ) a,=0e6 =1 delta (CONSUL e
N 5 FAMOYE, 2006)
p()x) =(1-0) Z PX=))) +o Familia Lagrangiana
j=0 k=2, a, =0, generalizada
w(0), j=0 a,=0e6=0 (CONSUL e

P(X=j)= {[(C(O))jw(l)(o)](j_l),j =123, ..

FAMOYE, 2006)
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2S1C3.1.5

btb—l

ag+aqt+--+agts

X
uy () (x) =j efmf(t)dt dt

¥ [aotaittetasts
1?1(-)(95) =6 <1 —f e’ botbit++brt" " At

)

)
x ry 2
ul(.)(x)=(1—9)<j f (Zai(t)fﬁi(t)>dtdy>
R =

+6

Familia generalizada
da generalizada de

k=1, =1,
0=0 :15 ~0 Pearson na forma de
E.D.O. (SHAKIL et al
(2010))
Familia
k=1 a. =0e generalizada de
0 :11 Pearson na forma de
E.D.O. (SHAKIL et al
(2010))
Familia generalizada
=1 =
I; ~0 g% 01 na forma de E.D.O.

(VODA, 2009)
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3.7. Modelo proposto

3.7.1 Obtencao de uma classe de distribui¢des a partir do Teorema 3.1

3.7.1.1 Modelo funcional classe gama (1-G1)/G1

1- 61(x)

Considerando e as fungdes monotbnicas ¢,(G4,...,G,,)(x) = R

Uy (G4, ...,G)(x) = +o0 e a fdp da gama e fazendo uso do 3S1C3.1.5, teremos a

+0oo ﬁa ﬁ
— a— 1 -pt
Hg, (x) = fl a1 ' () ROk dt

G1(x)

16, (%)

Hg, (x) = 1—] o rﬁ()Z) t*le=Btqt
0
9,0 g (1-6,)\" 1-6,(x)
hGl(x)=a%(x>r(a)( xS ) e’"’(‘ﬁ ( e ))

3.7.1.2 Funcéo Risco usando a classe gama (1-G1)/G1

Gy

Podemos obter a funcao risco usando a classe gama

h61 (x)
1-Hg, (x)

9@ p (1-6,\* (16
200 F(a)( 61 () ) exp( ﬁ( 610 )>
‘RG1 (x) = 1—G4 (%) .

G100 B Lq-1,-pt
fo F(a)t e~Btdt

da seguinte forma:

Re, (x) =

3.7.1.3 Expansdes da Funcéao de Distribuicdo e da Densidade da Classe
gama (1-G1)/G1

A seguir, veremos os calculos do desenvolvimento da expanséo da fungéo

geradora de densidade de probabilidade da classe gama%

1

Como
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— —1\kpk
exp ( B 1 Gl(x)> z ( ) ﬁ Gl_k(]_ _ Gl(x))k

G1(x)
Logo
o (“DFBE a1
hcl(x) (.91(x))F( ) k! Gy (1_01(35))
Como
k+a-1 k+a-—-1 :
(1-6,(0) ]ZO( ’ )1 6{ @)
Logo temos

B © (_1)k+j'[)>a+k k+a—1 k-1
hg, (x) = kZ; j:oW< j )91(96)01] (x)

Como Hg,(x) = [ hGl(t)dt, logo teremos que:

He, (x) = f Z > i)f:(f)m (k ' (]X ) 1) 916 (D) de

R T

Portanto,

He, () = Z Z K = j):iiz;k(a) (k ' 7 ) 1) G,

=0 j=0
Caso a distribuicdo G4(x) seja discreta, teremos P(X = x;) = F(x;) — F(x;_1).

Portanto,

(- 1)k+j a+k _ i—a—k i—a—k
P(X =x) = Y=o 2j= Ok'(ja—k[il"m)(’”;[ 1) (G () = 67" (-1)).m

3.7.1.4 Expansdao para os momentos de ordem m para a classe gama (1-
G1)/G1

A seguir introduzimos a expressdo dos momentos probabilisticamente

ponderados e em seguida veremos o desenvolvimento dos célculos da expanséo para

1-G;
0S momentos de ordem m para a classe gama

1
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Como

m=EX™) = f+wxmdF(x)

Logo, teremos:

o= [ 3 (T acost o

k=0 j=0
Portanto,
ii 1)k+jﬁa+k (k +a-— 1>
T .
] . m,0,j—a—k—1
i Ki(a) J
onde
400
tmnr = B COTFOON = [ x™ fGIRGOTdF G0
|
Em particular, temos a seguinte expansdo para a média para a classe
1- 01
gama
1
Como u = p4, entdo teremos:
o ( 1)k+jﬂa+k k+a—1
U= - OZ T@O( j‘ )T1,0,j—a—k—1
|

3.7.1.5 Expanséo para a funcédo geradora de momentos para a classe
gama (1-G1)/G;

A seguir veremos o desenvolvimento dos calculos da expansao para a funcao

1-G
geradora de momentos para a para a classe gama —=
1

Como

My (t) = E (et¥) = ] °<)etxdF(x)

Temos

e G N

=0 j=0
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© (_1)k+] a+k k+a-—1 +o0 .
My (t) = Z . T@f)( ;z )f_oo e g, (x)G] 1) dx

Como

[ee]
tMym
n Z m!
m=0

Logo, termos que:

mo=Y> CoE= ey [ Ztm = 0106, o
k=0 j=0

k'T'(a)
PR 2 (_1)k+jﬁa+ktm k+a—1 +o0 A
=3 5 S COE () [
k=0 j=0 m=0 T J —
Portanto,
OO O (—DRgERem e g — 1
My () =Ezz k!'m!T () ( j )Tm""f‘“"“l
=0 j=0 m=0

3.7.1.6 Expanséao paraafuncao caracteristica para a classe gama (1-G1)/G1

A seguir veremos o desenvolvimento dos calculos da expansao para a funcao

;. 1-G
caracteristica para a classe gama ——

Como
40
ox() = E (ei™X) = f e dF (x)

Logo teremos que:

teo 22 -1 k+jpa+k k -1 o
o0 = [ ey Y I (T e s
-® k=0j=0 |

B 22 (_1)k+jﬁa+k k+a—1 ltx wket
m(t)—kZOFOW( N[ @

Como
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(o]
=
m=0

Logo, teremos que:

=Y CO ey 3 I 6 e
Lys

=0j=0 m=0
XSS (_1)k+j‘3a+kimtm k4+a—1 + ke
(t) = z z Z ( . )f x™g,(x)G! (x)dx
- k=0 j=0 m=0 ktm!I'(a) J —® o '
Portanto,
(- 1)k+jﬁa+kimtm kta—

3.7.1.7 Expansao para 0s momentos centrais de ordem m para a Classe
Gama (1-G1)/G1

A seguir veremos o0 desenvolvimento dos calculos da expansdo para o0s

. 1-G,
momentos centrais de ordem m para a classe gama
1

Como
+oo
=Bl =" = [ (- G
Temos
m
m
hm = Z (r ) D" oy
r=0
Como
i o ()Rt kg — 1
Um—r = T ( . ) Tm—r,0,j—a—k-1s
e k'T'(a) j
temos

= 3 (1) e 35 B (0 e

Portanto,
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RO (CDRHATRE T et g — 1
Hm = Z Z Z k!'T(a) (r ) ( j ) Tm-r,0j-a-k-1

=0 k=0 j=0

| |

Em particular, temos que a expanséo da variancia para a classe gama 1;(;1 e
1
dada por:
2 o0 o0 .
o7 = = zz 2 (=1)fetr gathyr (2) (k +a— 1) o
| . -1,0,j—a—k—
=g k'T'(a) r j
|

3.7.1.8 Expansao para o coeficiente geral para a Classe gama (1-G1)/G1

A seguir veremos o desenvolvimento dos calculos da expansdo para o

- 1-G6
coeficiente geral para a classe gama Z L
1
_ _Elx-w™ _ E[x-w)™] = .
Como Cy(m) = e R entao teremos:
14
Um
Cg(m) =—0
Portanto,
_1k+jtrpatk,r _
C.m) = S0 20 Z e () (Y om0 -k .
g = _ -
_nk+j+rgat+k,r _ 2
(220 20 232 O B A () e

Em particular, como C, = C;(3) teremos que a expansao para o coeficiente

1-G
geral para a classe gama z 1

€ dada por:

3 (—pktitTpatkyr 3y (piq-1
Zr=02?=02?‘;o KT () (r)( j )Ts—r,o,j—a—k—1

2 yoo yoo (CEDFHHATarkyT o (k+a—1) , )
( r=02k=02j=0 k!'T(a) (r) j T2-1,0,j—a—k-1

Cq =

3
2

Similarmente, como C. = C,(4) teremos que a expansédo para o coeficiente de

1-G
curtose para a classe gama G—l:
1
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o (CDHTRIUT 4N (kta-1
r=0 L= 0 Zjzo KT () (r) j ) Ya-roj-a-k-1

C. = 2

2_yo g (—1)"+f+rﬁ“+"ur(2) kta-1) .
r=04&k=04j=0 k'l (a) r j 2-1,0,j—a-k-1

3.7.1.9 Expanséao para o Desvio Médio e Desvio Quantilico para a Classe
gama (1-G1)/G1

Duas estatisticas que medem a dispersao da variavel aleatoria X séo o desvio
em relacdo a média (1) e o desvio em relacao ao quantil (g) definidos por
dy(X) = [*7x — pldG(x) e dy(X) = [*7|x — qldG(x). As medidas d;(X) e d5(X) s&o
expressas em (CORDEIRO; LEMONTE, 2012) por d,(X) = 2uG(u) — 2J(u) €
d,(X) = 2q/(q) — q + 1 — 2J(q) em que J(a) = [ xdG(x). Quando g = m for a
mediana, teremos d,(X) = u — 2J(m).

(-pktipatk (k+¢x—1

j—a—k .
J=0 nG—a—tor@\  Jj )G{ “"*(x), logo aplicando as

Como Fg, (x) = Yo X2

expressdes dos desvios acima teremos:

k+jpa+k _
4, (X) = ZZ Z o ( _1)a _’ﬁ]()F(a) (k + a 1) (M(j—a—k)G(M(j—a—k)) _](’u(j—a—k)))

=0 j=0 J

k+j pa+k _
d,(X) = Z Z e ( _1)a Ji)r(a) (k +<]2.z 1) (q(j—a—k)](q(j—a—k)) _ q(j—a—k)

=0 j=0
+pU-a-i _ 2 ](qu—a—k)))
_ - o . (-a-k) e
Onde pU=ak = f_+oo xdGI ™ *(x) e J(qU~¢ ) = [T xdG! ™" (x). Quando

qU=2"0 = mU=2-k) for a mediana, teremos

(—1)k+i gatk B o o
d,(X) = Y- oZ] Ok'(jla—lf)l"m)(k-'-? 1) (‘u(] a k)_zj(m(] a k)))_ -
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3.7.1.10 Derivadas da funcao log-verossimilhnanca em relacdo aos

parametros para a Classe gama (1-G1)/G1

A seguir, veremos os calculos do desenvolvimento das derivadas funcao log-

1-G,,
1

verossimilhanca em relacdo aos parametros para a classe gama
Como

Zn: Loghal(xi; a,f,8) = nLog (?(ﬁa)> + i Log (9;((9;: Z%)

i= i=

o S (1oL 3 (1010

1=

Logo teremos que:

zn: dLoghe, (x; a,B,8) B _nl'(a@) z Lo (1 — Gy(x 9))

nlLog G (x” 6)

oa B T(@)
Z 0Loghe, (x; ,8,8) _na Z": <1 - Gl(xl,9)>
B B G1(x;8)

i=1 i=

i=1

Somgoasn S0l | com(s) | solis)

i=1 i=1 i=1 i=1

3.7.1.11 Entropia de Rényi usando a Classe gama (1-G1)/G1

A entropia € uma medida de incerteza, no sentido que se maior o valor da
entropia menor a informacgéo e maior a incerteza, ou seja, maior a aleatoriedade ou
desordem.

A seguir veremos o desenvolvimento dos calculos da expanséo da entropia

- log ( | :f"‘1 (x)dF(x))
n

1 g, g (1-6:\ 1-6,(x)
—5'%9 f_m a%<x)r<a)< 6,() > exp(‘ﬁ ( 6,() )) &

para a classe gam

Lr(n) = 1

Lr(m) = 1
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Como
o ("’”’ %())) - i%m - G@)’
Logo -
he, () = g/ (x) r[jza)z( Dknkpk 6@V K () (1 = 6, ()@
Como
(1 - Gy ()" z (n(a —jl) + k) 1) 6/ ()
Logo temos ~

? (—1)k+ kﬁna+k (@a—1)+k (s D)kt i
hgl(x) _ ZZ n n j g’f(x)Gl n(a+1)—k+j

k' T (a)
k=0 j=0
Assim,
o0 o0 (_1)k+jnkﬁ7]a+k n(a — 1) + k n —n(a+1)—k+j
LR(T]) - g foo ZZ k!F"(a) ] gl (x)Gl dx
k=0 j=0
1 2 < (_1)k+jnkﬁna+k n@—1) +k +00 . (@t )—k4j
Lr(m) = 1—7 log ZZ PRI j f_oo g, (x)G; dx
k=0 j=0
Portanto,
O O (DRt (e — 1) + k
Lg (77) = lOg ZZ K T (a) j Ton-1,-n(a+1)—k+j |
k=0 j=0

3.7.2 Construcao de uma distribuicdo da Classe gama (1-G1)/G1

Como ja vimos anteriormente, Zografos (2008) propés a classe da
gama—In(1 — G;) e Cordeiro, Alizadeh e Silva (2013) propuseram a classe
complementar gama—In(G,), e no corpo deste trabalho propomos um método gerador
de distribuicbes e classes de distribuicbes, onde geramos uma classe da distribuicédo

gama, em que iremos aplica-las considerando G;(x) = 1 — e **.



3.7.2.1 Distribuicdo Gama (1-
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Exp)/Exp

Considerando G;(x) a fda da distribuigéo exponencial de parametro A no

funcional gerador da classe gama

Gy

e—Ax

— xp

1, teremos a distribuigdo gama

H(x)zl_fle_/1 B t@le=htqe, Lx>0
0 r'(a) ’
400 B
H(x) = fe—lx ) tale-Btqt, x>0
1-e~ A%

Derivando H(x), teremos a funcdo densidade da distribuicéo gama

h(x) = 265 _c

—-Ax

— xp

r'(@) (1-e-2%)’

e\t ()
( ) e \'¢*7/ . m

1—e~Ax

As Figuras 3.7.2.1.1 a 3.7.2.1.6 mostram os graficos das funcdes densidade

de probabilidade e da distribuicdo acumulada do modelo proposto da distribuicdo

1- Exp

gama

visualizando a variagdo de um deles em fungéo dos outros dois fixos.

2 eaaaa

W oo

0.0

Figura 3.7.2.1.1 — fdp da distribuicao

1- Exp .
gama —— T com ¢ variando

gaepaa
@ in

[RYC-y)

o
[
.
@
=
2 -

Figura 3.7.2.1.4 — fda da distribui¢cdo
gama 1_57 com a variando



Tgealx)

Tl

modelo proposto s&o fdp e Fda da distribuicdo gama

1.0
LT
25

TDDm®

wNeoo

08
|

0.6
1

Figura 3.7.2.1.2 — fdp da distribui¢do
1-Exp .
gama —== com p variando

a=2, p=2

Moo oo

0.8
|

0.6

04

0.0
|

Figura 3.7.2.1.3 — fdp da distribuigéo
1-Exp .
gama ——= com A variando

0.6 0.a 1.0
| |

Fgealx)

04

0.2
|

TDDB®
[

W oo

0.0

T T T T T
0 2 4 6 8

2

Figura 3.7.2.1.5 — fda da distribuicdo

1-E. .
gama 7;”’ com f3 variando

o=2 (=2

oo in fo

Moo oo

o 4
oo
.
@
@
= 4

Figura 3.7.2.1.6 — fda da distribuicdo
1-Exp .
gama === com A variando
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O comportamento dos graficos obtidos anteriormente nos mostram que o

1-Exp

-E
Exp

colocados alguns valores aleatérios para os parametros deste modelo.

3.7.2.2 Func¢éao Risco usando a distribuicdo gama (1-Exp)/Exp

Podemos ainda obter a fungao risco usando a distribuicdo gama 5P da

seguinte forma:

R(x) =

Exp

h(x)
1—-H(x)

, obtidos em que foram



AB% e

—-Ax

r(@) (1-e~3x)’

—-Ax
a-1 _ e
e—Ax B(l—e—lx>
1-e~Ax €

R(x) =
1-—

Portanto,

AB% e

—-Ax

f mt“ le-Btdt

1- e_l

(@) (1-e=x)*

R(x) =

IH——Mﬂ

As Figuras 3.7.2.2.1 a 3.7.2.2.

usando a distribuicdo gama

parametros.

1.0
aagag
[
o tn

W= oo

0.8

06
|

Ngeal)

0.4

0z
|

0.0

_ix va—1 -B _—M
e 1-e—Ax
e
1—e~Ax
e—Ax '

a—-1,—-ft
F(a)t e~htdt

3 mostram os gréficos da fungéo de risco

gerados a partir de alguns valores atribuidos aos

o tn

Dmww®

W oo

Figura 3.7.2.2.2 — R(;c) da distribuicdo

1-E. .
gama TZP com f8 variando

o=2 (=2

@

Mao oo

Figura 3.7.2.2.3 — R(x) da distribuicdo

1-Exp
gama ——
Exp

com A variando

89
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3.7.2.3 Expansbes da Funcdo de Distribuicdo e da Densidade da

distribuicdo Gama (1-Exp)/Exp

Podemos obter a expansao da funcao densidade de probabilidade da

distribuicdo gama P da seguinte maneira.

Como

-2x 2 (—1)kgk ~
- (‘ﬁ <1-—>) =) )
k=0
Logo

B lﬁa e—lx e—/'lx a- ( 1)kﬁk i -k
h(x) = F(a) (1 _ e—lx)z (1 _ e—lx) L K (1 A )

O (—DFAg ka1
A=) wr ¢ e
k=0

Como

(1—e ) " 2 i (_k _j“ - 1) (—1)) g2

j=0

Temos,

o (—1)kAgk+a o (—k —a — o
h(x) = (Sl ;?F(i) e"l(’”“)xZ( ja 1)(—1)’e‘1’1"

k=0 j=0
Portanto,
h(x) = Z Z (_k e 1) (_1)k+1/1’3k+06 e~ Alk+a+))x
. J k!'T(a)

Utilizando a relacéo

H(x) = th(t)dt
0

Podemos obter a expansao para fda da distribuicdo gama 1;Exp

H(x) = 22 ( —a- 1) (- 1}2:{;](21;““}0 o—Ak+a+)t gy

Portanto,
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o =2 —k—a—1 (_1)k+j+1,8k+a kv ix
HOC):ZZ( j )k!(k+a+j)r(a)(e Ao 1),

| |
3.7.2.4 Expansao para os momentos de ordem m da distribuicdo Gama (1-
Exp)/Exp

Utilizando a expansao da fda, podemos obter a expansdo para 0s momentos

de ordem m da distribuicdo gama 1;;’0:
00 oo oo k . k
Hm = f - Z Z <_k G 1) CO AT o hterarin g
1 |
0 e Ji k'T'(a)
[00] oo k . k 00
#m _ Z Z <_k —a— 1) (_1) +jlﬁ e f+ xme—ﬂ_(k+a+j)xdx
1 |
e j k'I'(a) 0
Portanto,
i i (—k —a— 1) (—D*HAgkE  [(m+ 1)
Um = , ] 1
e e J k!'T'(a) Ak + @ +]))m
|
Em particular temos que a média da distribuicdo complementar gama 1;5:’):
ii<_k_a_1) (_1)k+j/13k+a 1
W =p= ; N2
== J kT (a) Ak + a + )
|

3.7.2.5 Expansdao para a funcdo geradora de momentos da distribuicao
Gama (1-Exp)/Exp

1-Exp
Exp

A expansao para a funcédo geradora de momentos da distribuicdo gama

pode ser obtida da seguinte maneira:
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My (t) = fo etx i i ( he—a- 1) & 1}2:{;](’25))““ e~ MkHat)x gy

k=0 j=0

My (t) = i i ( k—a— 1) (- 1}3;{;](iﬁ)k+aj; ptx—Alk+a+)Nx g,

k=0 j=0

Portanto,

k-a—1) (-DkHiapkta 1 ]
MX(t) = Zk OZ] 0( j ) K@) Akrat)—t’ set< A(k +a +])

3.7.2.6 Expansao para a funcéo caracteristica da distribuicdo Gama (1-

Exp)/Exp

Similarmente a expansao para a fungao caracteristica da distribuicdo gama

1- Exp

T pode ser obtida como a seguir:

Como 3
ox(® = () = [ e a(rdr
0
teremos
0y () = j; ltx;);( k—a- 1) (- 1}3;‘;{25"” o~ Alcta+))x gy
k—a—1) (=DFApHe —A(k+a+j)x
) i e AN
Portanto,
o —a—l ( 1)k+]Aﬂk+a 1
<"X“):k2=0;< ) KT (@) Ak +a+))—it
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3.7.2.7 Expanséo para os momentos centrais de ordem m da distribui¢cao

Gama (1-Exp)/Exp

Podemos ainda obter a expanséo para os momentos centrais de ordem m da

distribuicdo gama 5 ga seguinte forma:

Como u, = E[(X —p)™] = f0+°°(x — )™ fye3(x)dx, teremos

tm = Z (T) =D"u" Uy

r=0

Logo, utilizando a expanséo do (n — r)-ésimo momento, teremos:

i(m)( by Tii( —a—l)( DEHApk* e r(m—r+1)
= — u . ———
LT = k'T'(a) (l(k ta +]))m T+
Portanto
) i i i (—k —a - 1) (m) (=DkHFrpk+re y'r(m—1r + 1)
Hm = P i -r+1°
7=0 k=0 j=0 J r k! I (a) Ak +a +]))m
|
Em particular a expansao para a variancia da distribuicdo gama —— = Exp é dado
por:
2 o o .
. Z Z Z (—k —a- 1) (2) (—DktFTagkta (3 —r)
0" = Uy = . ~\3-
=0 k=0 j=0 J r ktF(a) (A(k +a +])) '
|

3.7.2.8 Expansdo para o coeficiente geral da distribuicdo Gama (1-

Exp)/Exp

Pode-se ainda calcular a expansao para o coeficiente geral da distribuicao

1- Exp

gama da segumte maneira:
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E[(X-w™] _ E[X-p)™]

Como Cy(m) = ST om logo teremos:
m m ur
Cy(m) = Z (r) (—1)r0—m-
r=0

Portanto,

m o0 o (—k—a-1\ (m\ (DT EYE TP (m—r+1)
ZT=0 Zk=0 Zj=0 ( ] ) (7«) k”—-(a) (A(k+a+j))m—‘r'+1
Cg (m) = m-

2 © . —k—a—1 2 (_1)k+j+rlﬁk+a urr(3-r) )7
( r=0 Zk=0 Zj=0 ( j ) (r) k' (a) ()l(k+(x+j))3_r

Em particular a expansao para o coeficiente de assimetria da distribuicdo gama

1-Exp ) i
o Cq = C4(3), € dado por:

E.
3 o woo [—k—a-1) 3\ (DIITAgkYE  yTr(4—r)
r=0 2ic=0 220 ( j ) ) kr(@)  (Ak+a+))' "

Cp= 3
5 - o [—k—a—1\ r2\ (Dk+Hi+rapk+a  yrr(3—p) )2
(2r=0 Lic=o Zj=o ( j ) () Kr@  (Ak+a+p)’ "
| |
Enquanto a expansao para o coeficiente de curtose da distribuicdo gama _1;5;;:’
C. = C4(4), € dado por:
4 o o k—a—1 4 (_1)k+j+r/1ﬁk+a ur(s-r)
. r=0 2k=0 2j=0 ( j ) (T) k'I'(a) (Ak+a+))> "
c 1 2
2 v woo (—k—a-1) (2) (CDRHHTABKYE  yrr(3-r) )
( r=0 Xk Z:J'=0 ( J ) (r) k!I'(e) (Akta+))’ ™
| |

3.7.2.9 Funcéo Quantilica da distribuicdo gama (1-Exp)/Exp

1-Exp
Exp

da

Podemos ainda obter a fungéo quantilica da distribuicdo gama

seguinte forma:

1-Exp
Exp

Invertendo a funcgéo distribuicdo gama , teremos a funcéo quantilica para

1-Exp
Exp

a distribuicdo gama , conforme expressao abaixo:
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q=0/m =H"(Q)

Onde
a ppa e~ x e~ x a-1 —ﬁ< e_ix >
p= H(q) = f B e 2( —Ax) e 1-eA¥ dx
o F'l@)(1—e™)2\1—e
Em particular para p = 0,5, teremos a mediana (m) da distribuicdo gama 1;5;".
| |

3.7.2.10 Expansdo para o Desvio Médio e Desvio Quantilico da

distribuicdo gama (1-Exp)/Exp

Podemos ainda obter a expansdo para os desvios médios e quantilicos da

1-Exp
Exp

distribuicdo gama da seguinte forma:
(_1)k+j1ﬁk+a

e~ Alk+atpx |ogo para o desvio
k'I'(a)

Como h(x) = X X720 (_k_ja_l)

médio teremos:

* 2 -1 k+jpa+k k+a—1 +o0 ]
()= Y Y B () [ e ey
k=0j=0 0

(f —a—kI'(a) j
o . “Akta+ Py,
Como fo+ |x — p| e~AlFarDx gy = 22 12(;+J:+L;’)+zﬂ -, teremos:
d (X) _ i i (_1)k+]'ﬁa+k <k +q— 1) Ze—l(k+a+j)# +u— 1
= ]:

Similarmente, para o desvio quantilico teremos:

A (—1)k+i gtk (k +a-— 1) j+°° Aesad
= — - Nx
d2(X) kz_();k!(j—a—k)r(a) i), e ax

Ze—l(k+a+j)q+q_1

Como f0+°°|x — q| e AkratDX gy = Plerar):  [eremos:
4 (X) _ i i (_1)k+j’b)a+k (k +q— 1) Ze—/l(k+a+j)q +q- 1
2 _ko_ok!(j—a—k)l"(a) j 2k+a+j)?
= ]:
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3.7.2.11 Derivadas da fungdo log-verossimilhanca em relacdo aos

parametros da distribuicdo Gama (1-Exp)/Exp

A seguir, veremos as derivadas da fungao log-verossimilnanca em relagao aos
A . s~ 1-Exp
parametros da distribuicdo gama -

Como

ZLogh(xl, a,,1) = nlog (I)"l(ﬁ )> nal — (a + 1)2Log(1 — e M) — BZ <——lxl>

Logo temos que:

. dLogh(x;; a,ﬁ,)l) nl’ (a) “ax
z . nLo B— —nl— ZLog(l—e’ll)

Z aLogh(gg ©p A % Z (1 i—::xi)

i=1 i=1

i=1

dLogh(x;a,B,1) n i i
Z g - _Z_na—(a+1)z< _Axl>+:gz<1—e—/1xl)2>

i=1

3.7.2.12 Entropia Rényi usando a distribuicdo gama (1-Exp)/Exp

A seguir veremos o desenvolvimento dos calculos da expansdo da entropia

para a distribuicdo gama 1;5xp, usando a entropia de Rényi:

1 . log ( j :of”‘l (x)dF(x>>

+00 a -Ax “Ax %1 <i K
! log f i - : e’ 1-9‘“> dx
1-n o \(@@—-e?)2\1—e

Lr(n) =

Lr(m) =

Como

k., k pk
exp( nk ) Z( 1) f e (1 - e’
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Logo
/1":877“ ( l)k kﬁ 1 n(a-1)+k
—Ala+k)x _ ,Ax
= Ti(a )z () (1 —e)
Como
(1 _ e—lx)ﬂ(a—l)ﬂf — z <77(a - 1) + k> (_1)] e—)tjx
j=0 J
Logo temos
hg (x) = zz( DA (e = 1)+ k o~ Alatk+)x
kI (a) j
k=0 j=0
Assim,
1 +oo 2. @ ( )k+’/1n77 ﬁna+k n(a _ 1) + k N ]
— —AMa+k+j)x
Le(n) = 37— log fo ZZ PTRIe) ; dx
k=0 j=0
1 i (—1)k Mk gnatk (m(q — 1) + k\ [ .\ '
— —Ala+k+j)x
Lr() _nlog ZZ T ; Jo e dx
k=0 j=0
Portanto,
1 e (D) AMkgnek (@ — 1) + k 1
Lr(m) = log ZZ , =
1-—n 4 kT (a) j AMa+k+j)

3.7.2.13 Aplicacao

Nesta secdo apresentaremos os resultados obtidos, na forma de graficos para
melhor andlise e discussdo dos resultados a serem obtidos pelo mesmo, podendo
assim, compara-lo com outros existentes na literatura.

Os dados utilizados nesta pesquisa sao provenientes dos excessos de picos
de cheias (em m3/s) do Rio Wheaton perto Carcross no territério de Yukon, no Canada,
0S mesmos sao importantes para o estudo de controle de fluxo de enchentes. Foram
registrados 72 excedéncias dos anos de 1958 a 1984, com arredondamento para uma
casa decimal. Estes dados foram analisados por Choulakian e Stephens (2001) sendo

apresentados na Tabela 3.7.2.13.1.
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Tabela 3.7.2.13.1: excessos de picos de cheias em m?/s do Rio Wheaton

Excesso de picos de cheias do Rio Wheaton (m?3/s)
1,7 |22 144 |11 0,4 20,6 |53 0,7 19 13,0 | 12,0 | 9,3
14 |18,7 | 8,5 255 (116 [14,1 | 221 |11 2,5 14,4 | 1,7 37,6
06 |22 |390 |03 |150 |11,0 |73 |229 |17 |01 |11 |O0,6
9,0 1,7 7,0 20,1 (04 2,8 141 | 9,9 10,4 | 10,7 (30,0 | 3,6
56 |30,8 |13,3 | 4,2 255 |34 119 (215 | 27,6 | 36,4 | 2,7 64,0
1,5 2,5 27,4 | 1,0 27,1 | 20,2 | 16,8 | 5,3 9,7 275 |25 27,0

Vale salientar que esse conjunto de dados foi analisado por meio das
distribuicdes de Pareto, de Weibull de trés parametros, da generalizada de Pareto e
da beta-Pareto (AKINSETE, FAMOYE e LEE, 2008).

Teste de Wald Wolfowitz para avaliacdo de autocorrelacdo em séries temporais

Considerando X; os valores da Tabela 3.7.2.13.1, ou seja, (X; =1,7; X, =

2,2;...; X;, = 27,0), e calculando a média (X), o desvio-padréo (Sx), normalizando a

Lo ~ Xi—X . . s
série temporal pela expresséo Z; = ; e em seguida estimando a estatistica de teste
X

1+ (- (XL, 20 2i41/ Tieq 2f teremos:

u pela Equacédo u = —

X =12,2041667, Sy = 12,2972164 e u = —1,93809458.

Assim, aplicando o teste que estabelece a condicdo de que na hipdtese nula
de autocorrelacdo nula (p = 0) a variavel de teste u segue uma distribuicdo normal
padrdo com média zero e desvio padrdo um, e que para um dado nivel de confianca
a a hipétese nula sera rejeitada se P(z < u) > a. Entdo temos que P(z <
—1,93809458) = 0,026305842 < 0,05 = a.

Logo, ndo rejeita-se a hipotese nula de que a autocorrelacdo da série
temporal seja nula.

Na Tabela 3.7.2.13.2 podemos ver as estimativas de maxima verossimilhancga,
obtidas pelo método de Newton-Raphson implementados no software estatisticos
SAS 9.1, dos parametros, erros padrdes, critérios de informacdo de Akaike (AIC),
Akaike corrigido (AICc), Bayesiano (BIC), Hannan-Quinn (HQIC) e as estatisticas de
Anderson-Darling (A) e Cramér von Mises (W) para as distribuicbes gama
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1- Exp

—In(1 — Exp) (M3.1), gama (modelo proposto, M3.2), Weibull exponenciada

(M3.3), Weibull modificada (M3.4) (LAl et al., 2003), beta Pareto (M3.5) e Weibull
(M3.6).

Tabela 3.7.2.13.2 — estimativa de méxima verossimilhanca dos parametros, dos erros
(erros padroes em parénteses) e calculos das estatisticas AIC, AlCc, BIC, HQIC,

testes A e W para as distribuicbes M3.1 a M3.6.

Modelos Estatisticas Estatisticas

p B 1 9 AIC AICC BIC | HOIC A W
M3.1

0,838 0,035 1,96

o1 | ©oon E9) 508,689 | 509,042 | 515519 | 511,408 | 0.7519 | 0.1306
M3.2 0,131 0,179 0,539

0053 | 667 ©250) 505,030 | 505,383 | 511,860 | 507,749 | 0.4516 | 0.0757
M3.3

1,387 0,519 0,05

050 | 0312 | ©ozy 508,050 | 508,403 | 514,880 | 510,769 | 1.4137 | 0.2534
M3.4

0,776 0,124 0,01

0150 | ©0s8 | (008 507,343 | 507,696 | 514,173 | 510,062 | 0.5938 | 0.0978
M35 | ga682 | 65574 0,063 | 001

<E3) e 0009 | (b | 524398 | 524995 | 533504 | 528,023 | 2.0412 | 0.3516
M3.6

0,901 0,086

©086) | (0012) 506,997 | 507,171 | 511,551 | 508,810 | 0.7855 | 0.1380

Para as seis distribuicbes mostradas na Tabela 3.7.2.13.2, aplicada aos dados
de enchentes do Rio Wheaton, foi observado que o modelo beta-Pareto (M5) descrito
em 2008 por Akinsete, Famoye e Lee, como sendo o melhor modelo ajustado aos
mesmos, teve em nossos estudos um desempenho inferior com AIC = 524,398, AICc
= 524,995, BIC = 533,504, HQIC = 528,023, A=2,0412 e W=0,3516 ao modelo

Exp

proposto gama (M3.2) com AIC = 505,030, AICc = 505,383, BIC = 511,860,

HQIC =507,749, A=0,4516 e W = 0,0757. Ainda de acordo com a Tabela 3.7.2.13.2,
a distribuicdo proposta M3.2 é o melhor modelo testado uma vez que 0s menores
valores de AIC, AICc, HQIC, A e W sé&o desta distribuicéo, sendo superada apenas no
critério BIC pelo modelo M3.6.

A seguir tem-se os gréficos das funcdes densidades dos modelos M3.1 a M3.6

ajustados aos dados, bem como o histograma do mesmo.
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o

Z 7 — Gamal- In(1-Exp))

= = Gama((1-Exp¥Exp)
— Weibull Exponenciada
= = Weibull Modificada
— Beta Pareto

z | = = Weibull

o

Densidade

0.0z
|

—

|
T T T T T T 1
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0.00
|

Picos [mafs} de enchentes no rioc Wheaton - Canada (1958 - 1984)

3.7.2.13.1Fdp's ajustados a massa de dados dos picos de enchentes no rio Wheaton

Z g . . ' 1-Exp .
O gréfico mostra que a distribuicdo gama ” possui 0 mesmo comportamento

Ex

das demais distribuicdes, exceto da beta Pareto que distancia-se das outras.

3.7.2.14 Etapas para identificacdo de modelos univariados para

modelagens

A seguir apresentaremos as etapas para identificacdo de modelos univariados

para modelagens.

Primeiro passo: ldentificar o conjunto suporte para a situacgao.

Segundo passo: Caracterizar o comportamento dos dados coletados baseado no
histograma, considerando os seguintes itens.

2.1 Média;

2.2 Variancia;

2.3 Assimetria;

2.4 Curtose,
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2.5 NUmeros de modas mais o teste multimodalidade.

Terceiro passo: Com 0s passos anteriores, devem-se identificar as classes de
distribuicdes e as distribuicdes de probabilidades, considerando os itens 3.1 ou 3.2 ou
ambas:

3.1 identificar as classes de distribuicbes e as distribuicbes de probabilidades
conhecidas na literatura que possam se ajustar aos dados;

3.2 propor uma nova classe de distribuicbes ou uma nova distribuicdo de
probabilidade que melhor se ajuste aos dados.

Quarto passo: Escolher algumas distribuicbes e avaliar comparativamente, usando

os indicadores e os testes estatisticos.
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3.8. Conclusao

Como observacgdes finais para este capitulo, podemos notar que 0 método
gerador de distribuicdes de probabilidades desenvolvido neste trabalho, nos permite
criar além de distribuicbes de probabilidades, classes de distribuicbes podendo
trabalhar com qualquer dominio, ampliando assim as possibilidades de trabalhar com
qgualquer distribuicdo e generalizando-as.

Nota-se ainda a importancia da equivaléncia entre o Teorema 3.1 com seus
corolarios que geram exatamente as mesmas distribuicbes probabilisticas, que
consequentemente proporciona varias possibilidades de gerar uma mesma
distribuicdo ou classe de distribuicdo probabilistica. De igual modo apresentamos o
Teorema Geral do Suporte que nos permite obter os suportes das distribuicdes a partir
do suporte das distribuicdes que alimentam o funcional gerador de classes de
distribui¢cdes probabilisticas, mostrando quando a distribuicdo gerada seréa discreta ou
continua. E apresentado ainda uma proposta de nomenclatura que nomeia as
distribuicées de forma mais precisa diferenciando-as entre si, além de ser uma forma
sistematica.

Podemos ainda observar que o método gerador de distribuicbes de
probabilidades apresentado neste trabalho gera uma grande quantidade, de
funcionais geradoras de classes de distribuicbes, para cada distribuicdo dada e
conseqguentemente, o mesmo para modelos probabilisticos, que poderdo ser
aplicados em trabalhos futuros em diversas areas. Para este trabalho utilizamos
alguns casos particulares que convieram ao mesmo. Acrescente-se que nao
esgotamos as possibilidades dos resultados que podem ser obtidos, ficando como
continuacdo, ndo s6 a obtencdo de tais novas distribuicbes, bem como suas

aplicacdes nas diversas areas de conhecimento.
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4. METODO GERADOR DE DISTRIBUICOES E CLASSES DE
DISTRIBUICOES PROBABILISTICAS, CASO
MULTIVARIADO.

4.1 Introducéo

O objetivo deste capitulo é estender os resultados do capitulo anterior para o
caso multivariado, isto €, o0 método anteriormente estudado sera generalizado para
funcbes de varias variaveis ou multivariadas.

Este capitulo esta organizado da seguinte maneira. Na Secédo 4.1, temos uma
breve introducéo, trazendo o objetivo; na Secao 4.2, apresentamos a definicdo dos
operadores-diferenca e mostramos que as composi¢cdes de operadores-diferenca sédo
lineares; na Secao 4.3, temos o método proposto que se baseia no uso de funcdes
monotonicas multivariadas para gerar distribuicdes probabilisticas e alguns corolarios;
na Secao 4.4 particularizamos para o caso de fun¢cdes monotbnicas multivariadas que
sdo composicdes de distribuicbes de probabilidade jA conhecidas, obtendo assim
classes de distribuicdes probabilisticas e apresentamos também outros corolarios do
método proposto; na Sec¢do 4.5, estudam-se os suportes dos funcionais geradores de
classes de distribuicées probabilisticas; na Se¢éo 4.6 sistematizamos no que se diz
respeito a nomenclatura das expressées encontradas; na Secdo 4.7 mostramos como
obter os modelos ja existentes na literatura a partir dos corolarios apresentados nas
secBes anteriores; na Secéo 4.8 utilizando o Corolario 4.1.5 encontramos o modelo
proposto a classe Weibull bivariada e suas propriedades de caracterizagdo bem como
os resultados de aplicagfes, tabelas e graficos; na Secao 4.9 trazemos a concluséo

deste capitulo.

4.2. Operadores-diferenca

Nesta secdo, enunciaremos 0s operadores-diferenca e provaremos um
resultado que sera utilizado na demonstracdo do Teorema 4.1. Vejamos a seguir, a

definicdo dos operadores-diferenca:
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Operadores-diferenca:

Seja o intervalo I, = (ay, bx], com a; < b, € F™ 0 conjunto de todas as
fungBes de R™ — R. Ent&o, 4y,,: F' — F" tal que Ay, F(xy, ..., Xp) =

F(xq, oy Xp—1, biey Xigg1y oo X)) — F (X1, o) Xj—1, Ay X1, - » X)), Paratodo k = 1,2, ..., n.

A notacao que definiremos a seguir sera utilizada tanto para enunciarmos, como

para demonstrarmos o Lema 4.1.
Definicdo: (aF + BG)(xq, ..., xp) = aF (x4, ..., Xp) + BG(xq, ..., X).

O Lema 4.1 a seguir mostra que as composi¢cdes de operadores-diferenca sao

lineares.

Lema 4.1: As composic¢des de operadores-diferencga séo lineares.

Se k # j, entdo Ay A1 [(@F + BG)(xy, o x0)] = (€hies 81, F + B4y 6 ) Cen, o X,

onde a e B sdo numeros reais.
Demonstracao:

Vamos primeiro provar a linearidade de um unico operador de diferenca.
Akllk[(aF + ﬂG)(xl, ...,xn)] = (a’F + ﬁG)(xl, ...,bk, ...,xn) - ((XF + ﬁG)(xl, vy Ay ...,xn)
= aF(xq, .., b, e, Xp) + BG(xq, oo, by, oony X)

—aF (xq, .., Qg ooy X)) — BG(Xq, o) Ay eny X))

Portanto,

A [(@F + BG)(xq, ..., x)] = (@l F + Bhip, G) (X1, ., Xn).

Agora considere a composi¢cao de operadores-diferenca.
Dion 1, [@F + PGy, ey )] = iy, |1, (@F + BGY (s, oy 0)

= Ay, [(aAj,,jF + B4;,,G) (xy, ...,xn)] = (@Bun i, F + Bl 81,G) (g, ey )



105

= aAk,IkAj’IjF(xl, ...,xn) + ﬁAk'IkAj'IjG(xl, ...,xn).

Portanto,

Dien i [(@F + BGY(xy, o xy)] = (aAk_,kAj_,jF + [)’Akr,kAjr,jG) (X1, 0 %) W

Salientamos que pode-se facilmente mostrar que a composicao de qualquer
guantidade m < n de operadores diferenca é linear usando a indugdo matematica e

comutativa.

4.3. Método proposto

Nesta secdo, apresentaremos o método gerador de distribuices multivariado,
também fazendo uso de fungbes monotbnicas e continuas a direita U: R"—>R,
V: R" SR, Up: RPSRU{£o}, L R*>RU{£o},  M;;R*3RU{+x} e
Vit R">RU{+o0} e de uma distribuicdo de probabilidade multivariada F, com i €
{1,..,k} ele{1,..,n;}. Aideia do método é gerar uma distribuicao de probabilidade
integrando F nas regibes de L;;(xy,..,x,) a U;;(xq,..,x,) € M;;(xq,...,x,) @
Vi (xq,...,x,) para qualquer (xy,..,x,) € R". O Teorema 4.1, a seguir, demonstra
condi¢cBes suficientes que as fungdes U(xy,..,x,), V(xy,..,x3), Lij;(x1, ..., %),
Up (x4, e, X)), My (xq, ., xp) € Vi (x4, ..., x,) devem satisfazer de modo a garantir que

0 método proposto gera uma funcéo de distribuicdo de probabilidade multivariada.

Teorema 4.1 (T4.1): Método gerador de distribuicdes e classes de distribui¢cdes

probabilisticas multivariadas.

Sejam F: R¥ - R, U: R"5R, V: R* SR, U; ;: R* »>RU{+ o0}, L;;: R* 5RU{+ 00},
M;;: R* >RU{f o} e V;;: R* >RU{t o}, parai € {1, .., k} el €{1,..,n;}, funcdes
multivariadas monoténicas e continuas a direita em cada uma de sua variaveis tais
que:
[c4.1] F uma fda multivariada e U e V sdo nao negativas;
[c4.2] U(xy, ..., xp), Up (x4, ..., x) € M; (x4, ..., x,) S&@0 N0 decrescentes e
V(xq, e X)), Lig(xq, .0, %) € Vi (x4, ..., xp,) S80 N&O crescentes, Vi € {1,...,k} eVIE€E
{1, ....ni}s
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[c4.3] Paratodo s € {1,...,n},se lim U(xy,..,x,) # lim V(x,,..,x,), entdo
Xg—=—00 Xg——00
lim O(xy,..,xp,) =00u lim U;;(xq,..,x,) = lim L;;(xq,..,x,),Vi€{l, .. k} e
Xg——00 Xg——00 Xg——00

Vie(l,..,n} e lim V(xqg,..,x,) =00u lim M;;(xq,...,x,) = lim V;;(xq, ..., %),
Xg—>—00 Xg—>—00 Xg——00

vie{l, .., k} evlie{l,..,n};
[c4.4] Paratodo s € {1,...,n}, se lim U(xy,..,x,) = lim V(xy,...,x,) # 0, entdo
Xg——00 Xg—>—0o0

lim U;;(xq, ..., xp) = lim V;(xq, ..., x) € lim M;;(xq, ..., x,) =
—00 Xg——00 Xg—>—00

Xg—
lim L;;(xy,..,x,), Vi€{1,..,k} evVIe{l,..,n};
Xg——00
[c4.5] lim Li(xq, o, %) < lim Ui (x4, o, xp) € SE
X1ye0Xn _)( ©0,. ) ’ (xl!""xn)_)(_oo!'"r_oo) ’
lim V(xq,...,x,) #+ 0, entdo lim M; 1 (xq, ..., %) <
(%1,-e0Xpn)—=(=00,...,—0) ( 1 n) XgoosXy) > (400, 400) l,l( 1 n)

Vi,l(xl, ,Xn), Vi € {1, e k} evle {1, ,T]l},

lim
(x1,.0xp) = (+00,...,+00)

[c4.6] _ )l—i>r(r-}-oo__,+oo) Ui (X1, 00es X)) = sup{t € R: (ty, ..., ti—g, t, tigq, oo ty) € St €

im Li1(xq, ., %) < inf{t € R: (tq, ..., ti—1, t, tiy1, o, ty) € Sp}, Vi €
(%1, ewxpn)—=(+00,..,40)

{17 LEL] k}a

[c4.7] (xl,...,xn)l—l>r(1-}-oo,...,+oo)U(x1' e Xp) = 1;

c4.8 lim V(xq,...,x,) =0 ou lim M;,(xq, ..., x,) =

[ ](xl,...,xn)—>(+oo,...,+oo) ( 1 n) (%1,e0Xp)—(+00,...,+0) l’l( 1 n)

_ )lir(ri N )Vi,l(xl, woXn), Vie{l, ...k} evle{l,..,n;}paran; = 1;
1,-0Xn)2(+00,...,+00

[c4.9] (xl,."’xn)l_l)r(r}roo““‘m) Ui (X, oo Xy) = (xl,...,xn)l—l>r(r-}-oo,..-,+00) Lijs1(xX1, oy xp), , VI E

{1,..,k} e vI=1,23,..,n, — 1 paran; = 2;

[c4.10] F € uma fda sem pontos de descontinuidade ou todas as funcdes

Liy(xq, ..., xn) € V; (x4, ..., x,) S80 constantes a direita na vizinhanga dos pontos cujas
imagens sdo pontos de descontinuidades de F, sendo também continuas em tais

pontos e F nao possui pontos de descontinuidade no conjunto

(et e . bo0) Uiy Oty w0 ), (i) o, . o) Ljiy (1, s %n)
(xl,...,xn)l—l>r(1:1_i'00,...,i00)Mj'ij(X1’m,xn)' o xn)h(+w o) Vii; (1, oy ), paraalgum i; =
1,2,..,mj,com j = ., k} U { llm i Lj(xl, vy Xy e, X))t SE{L,...,n}} U

{ im Lj; (%9, ., X5, 0, %) s SE{L ,n}} U { lim M;; (xq, o) Xg, o, Xp) 0 S €
XS—>iOO J xS—)i-OO J

{1,..,n}} U {xlir-{r-loo Vj'l-j(xl, vy Xgy e Xp) i S €41, ...,n}};
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Ui, (%1,00%n) Uqi, (1,00Xn)
n1 ki A1 n 1,i9 A 10tn >
[c4.11] Ay, o dpyp U(xy, .., X0) lk 1 Dty i Geyv) "'le,il(xl,---,xn) dF (ty, ..., t;) =
Viei, (X1,.0X7) Vi (Xq,00Xn)
M1 kjig A 1omtn 1ig K 1oemXn
Ay gy e Ay, V1, ey X) lk 1 & =1 My, (xg,0%0) ...fMl.i1(x1:---, dF (ty, ..., ti).
~ Ug,ij, (X1,00Xn) Uiy (1,00Xn)
— M ki A1mtn 1,i7 (X1,0Xn
Entdo H(xy, ...,x,) = U(xq, ..., x,) lk B S o) ".le,ill(xl dF(tl,..., )

n Vieip (X1,0%n) Vaip (X1,00%n) .
—V(xq, ... xn)zlk O Mgy Gt "'fMl,iI(xl dF(tl,...,tk) é uma fda

multivariada.

Demonstracao:

(i) lim H(xq, .., x5 ...,x,) =0, Vs €{1,..,n}
Xg——00

lim H(xq,..,x,) =< lim U(xl,...,xn)>
—o0 Xg——00

Xs—™

Tk Uk,ik(xp---:xn) U1,i1(x1r---:xn)
11m Z ZJ f dF(tq, ..., ty)
L

=1 Ly, (X1,9%Xn) 1,iq (X1,00%n)

—( lim V(xl,...,xn))
Xg——00

Nk n1

dm, > |

Vi, (%1,%n) Vi,ig (X1,00%n)
J dF(tq, ..., ty)
k=1 i;=1 Mk,ik(x1r---.xn)

Ml.il (xl,...,xn)

= lim U(xy,..,x,)

Xg——00

lim Uy, (xq,.0%0)

Nk 11m Uklk(xl X)) xdim U, yeen
Z ZJ J dF (ty, ..., ty)
WXn) i

i=1 xsllm Liij, (X1, xsll)ryool’l'il(xl""'xn)

— lim V(xq,..,x,)

Xg—>—00

Nk 11m Vklk(xl' wXn) xsli»rlloovl'il(xl""'xn)
Z Zj j dF (tq, ..., ty),

671 I My o) i Mgy Giein)

onde a ultima igualdade decorre do fato que F é continua em

lim (X1 eeer X)) (X1y veer X)),

Uji; lim Ljs;
(X1,enXn)>(£00,..,100) 77 (x1,e0xp)=(£00,...,100) 77

M;; (X1, e\ X)), (x4, ..., Xp), paraalgum i; =

lim lim Vii.
(X1, Xp)—(F00,..,200) 7 (xq,mxp)=(F00,..,700) 777

1,2,..,mj,com j = ., k}u { 11m ]l}(xl, vy Xy e, X))t SE{L, ...,n}} U
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{ lim Lj; (%, ., X5, 0, %) s SE{L ,n}} U { lim Mj; (xq, o0, Xg, o0, Xp) 0 S €
Xg—Foo J Xs—too J

{1,..,n}} U {xlir_rgm Vj,l-j(xl, vy Xgy ey Xp) i S €41, ..., n}}

Condicbes [c4.3] e [c4.4] garantem que
lim H(xq,..,x,) =0.

Xg——00
(ll) (xl,---.xn)l—{r(r-}-oo“__’_,_oo) F(Xl, . xn) = 1.
-0 Fl :( lim O(xq, .., x )
(x1,...,Xn)—>(+OO,...,+OO) ( 1 Tl) (xl""’xn)_)(+°°,...,+oo) ( 1 Tl)

Nk Ui

Uk,ik(xl:---vxn) Ul‘il(xl,...,xn)
dF(tq, ..., t
(%1 xn)—>(+oo ,+00) Z z f J]: ( 1 k)

lk 1 11_1 Lk,ik(xl;---:xn) 1,i1(x1,---:xn)

- lim V(xq, ..., x )
((xl,...,xn)ﬁ(+oo,...,+oo) (1 n)

Nk 1

lim Z z
(%1, X)) (+00,..,+00)

ik=1 i1=1 Mk‘ik(xl,...,xn)

= lim 0(xq, v\ X0)

(%1,-ewxn)—=(+00,...,+0)

(X1, xn)—>(+oo 400) Ukig (1--%n) (xl,...,xn)l—l>r(1}-oo,...,+oo)Uk’il (1)
dF(tq, ..., tx)
lim

Pa— Ly i, (xX41,...X Ly i, (X1,..%
=1 =1 g oo, ey Pl (1) (i) o o0,.. o0y it %)

— lim V(xq, o) Xp)

(%1, ewxn)—=(+00,...,+0)

Z Z f(x1 ..... xn)—>(+oo +°°)Vk,ik(x1,...,Xn) f(xl’wxn)lir(r-}-oo,...,+00)V1,i1 (%1,emXn) dF(t ; )
1 k),
_ lim

— X1yenX Mq i, (Xq,...%
k=1 0=1 (x,. xn)—>(+oo +00) Mic g (a-%n) (%1,nn) > (+09,..,+00) 1i1 (X1,4%n)

Vi @1Xn) Vi (1,00Xn)
f dF(tq, ..., tx)

Ml,il (xlr---;xn)

em que a ultima igualdade decorre do fato que F é continua em
{ lim (%1, s X))

(X1,nX) = (00,400 )1”

M, (X1, ooer Xp),

Deste modo, as condi¢des [c4.1], [c4.6], [c4.7] [c4.8] e [c4.9] garantem que

Cep xn)l—1>(+oo ,+00) ]l](xl,...,xn),

(x4 e )}

im lim Vii
(x1,.0xp) = (+00,...,+00) (x1,-xn)=(+00,..,+00) 7%

H(xq, .., x,) = 1.

im
(x1,eenXn)=(+00,...,+0)

(iii) Se x;j 1 < x;,, entdo F(xy1) v Xn1) < F(Xy2 w0 Xp2)-



Seja xj; < x;2, [c4.2] implica que: U;; (x4, ) Xn1) < Uiy(%12, e
Li,l(xl,l; ---:xn,l) = Li,l(xl,z' ---»xn,2)1 Vi,l(xl,lv ---'xn,l) > Vi,l(x1,2; ---'xn,Z))

M; 1 (X11) s Xn1) = Mi (X192, 000) X 2)s U(x1,1; ...,xn'l) < U(xljz, ...,xn'z) e

V(% 1) s Xn1) = V(g 2, e, X 2)- Além disso, [c4.2] e [c4.5] implica que

Uk,ip (%1,1,%n,1) Ui, (%11,0%n1)
7:”( 7")1 k,lk 1,1 n1 1,i1 \*1,1,04n,1 dF t t > 0
lk=1 "' ll=1 Lk‘ik(xlll,...,xn‘l) " le_il(xlyl,...,xn,l) ( L k) !
Viei, (X1.1,-0%Xn1) Vi (X1,1,0%n1)
Nk M1 i\ 1,100 n0,1 Lig\¥10¥n1) gp ey £)>0
=1 =1 Mk,ik(x1,1r---'xn,1) "My (o101 ( Lo k) -
Nk M1 Uk‘ik(xlyz,....xn,z) fUllil (xlyz,...,xn‘z) dF(t t ) > O e
e=1""H1=1 Lk.ik(x1,2.---,xn,2) L1,i1(x1,2,---:xn,2) L Tk =

Viei, (X1.2,0Xn2) Vi (X12,0%n2)
7'7k 1.11 kip\A1,2 n,2 1,i1\X1,2/ n,2 dF t t > O
lk=1 o ll=1 Mk’ik(xlyz,...,xnlz) " Ml‘il(xl’z,..., 1’l2 ( Ly k) - '

Como por [c4.1], U e V séo nao negativas, temos que

Uk,ik(xl,lv--uxn,l) J‘Uu‘l (x1,1-0Xn,1)
L

H(x11»-- xnl) U(xll'-- xnl)z

—1 "Lk, lk(xll WXn,1) 1,iq (x1,1,-%n1)

N1

Tk Vk,ik(xl,lv---:xn,l) Vaiy (¥1,1%n1)
—V(xl‘l,...,xn,l) Z Z ] ] dF(tl,...,tk)
=1

i;=1 Mk,ik(xl,lv--:xn,l) My iy (%1,1%n,1)

Tk i Uk,ik(x1,2'---'xn,2) Uiy (X1,20%n,2)
< U(xllz, ...,xnlz) z Z f f dF(tl, ey tk)
ixr=1 i1=1 Lk,ik(xl,z ----- xn,Z) Lyiy (x1,2 ----- xn,z)

) xn,Z)a

dF (ty, ..., ty
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Tk h Vi, (%1,2%n2) Va,iy (%1,20%n2)
_v(xl,Z""ixn,Z) Z z f dF(tl,...,tk) = H(xllz, ...,xn,z).
i —

i;=1 My, (x1,2002n,2) My, (x1,2002n,2)

(iv) lim+ N H(xy, ..., xp) = H(xl,o, ...,xn'o).
(xl'"'!xn)_)(xl,O""‘xn,O)
lim H(xqy, ..., x,) = lim U(xq, e, X
(1) > (xF 007t o) ( Lo n) (x1,etn) = (x5 0,00t ) ( Lo n)
Nk M1

z Z ka,lk(xllen) ful’il(xl,...,xn)
dF(ty, ..., ty)
(x1,. xn)—>(x1 0 no) L 1

l =1 Lk lk(xlr--uxn) 1,i1(x1,...,xn)

- 111’1’1 + V(xl, ey xn)

(1) > (x5 0,0t )

i Z .[Vk,ik(xlv--rxn) j'VLil(xL---rxn)
dF(tq, ..., t;)
(x1,.- ,xn)—>(x10, 'xno) M '

i=1 ip=1 Mk,ik(xp---;xn) 1,i1(x1,---;xn)
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= lim .\ 0(xyq, .\, Xp)

(1o)X g0t )

L o ki @) lim Uiy Geetn)
z Z f(xl xn)—’ x10 A0) f(xl,....xn)—>(x1’o,....xn,o) dF(tq, ..., ty)

lim Lii, (X1,00Xn) lim Lii; (X1,emXn)
1=1 ki 1 n 1,0 1 n
(X1, xn)—>(x10 x;"lo) k (x1 xn)—>(x10 ..... xﬁ 0) :

— lim . V(xq, o, Xp)

(xl,...,xn)a(xi"_o,...,xnlo)

0k . Vk,ik(xp---:xn) lim+ . Vi,ip (X1,.0%n)

li My i Jeeer li My ooy
S xn)—’l(r’rflio o) ki (10%n) (x1....,xn)al(r;]{o,...,x,‘gro) 1,ig (X1,0n)
Como lim (X1, ey X)) = O(Xx1 9y oeer X lim V(xqg, o, x,) =
(1) > (xF gt o) (%1, 01 %n) ( L0 n,0)1 (1,eatn) = (x5 00kt o) (%1, e %)
V(xl'o, ...,xnlo), hm+ + Ui‘l(xl, ...,xn) = Ui’l(xl’o, ...,xn'o),
(xl,...,xn)a(xl_o,...,xnlo)
lim Liy(%q, e, %) = Lii(X10, ) X0 0), lim Vii(xq, ., X)) =
(x1’---’xn)—’(xf,o'---vx:{,o) l’l( v n) l'l( Lor n,O) (xl’---'xn)—’(xf,o'---vx:{,o) l'l( v n)
Vi,l(xl’o, ...,Xn'o) e lim N Ml-,l(xl, ...,xn) = Mi,l(xllo, ...,Xn’o) temos que:

(xl,...,xn)ﬁ(xfo,...,xn_o)

H(xq, .o, xpy) = U(xl‘o, ...,xn,o)

(1, xn) = (25 0, %70 )

Nk Uk

Y.y

ixk=1 i=1 Lk,ik(xl,Or---lxn,O)

V(x1 0r o xno) z

=1 =1 My, (xlo' ’xno)

Uk,l'k (xl,O""'xn,O) Ul,il (xl,Ol""xn,O)
f dF(ty, ..., ty) —
L

1,i1 (x1,0:---'xn,o

Vi (*¥1,000%n,0) V1,iy (X1,0,4%n,0)
f dF (tq, ..., ty).

Ml’il(xllo,...,xn‘o)
As igualdades decorrem pelo fato de que U(xy, ..., x,), V(xy, ..., xp), Ui 1 (xq, oo, X)),

M; (x4, .oy X)), Ly (x4, .0, Xp) € V1 (xq, ..., x,) S80 continuas a direita e por [c4.10].

Portanto,

lim L HG, e x) = H(x1 0, ) Xno)-

(x1.---’xn)_’(xfor---’xn,o)

(U) Alrll ...An‘InH(xl, ...,xn) 2 O.

Como a composicdo dos operadores-diferenca é linear pelo Lema 4.1, logo temos:

i e Uiy (1,02n) Uiy (X1,0%n)
Alrll ...AnIInH(xl,...,xn) = Alrll ...An‘an(Xl, ...,xn) Z Z f ...f dF(tl,,tk)
L L

ix=1 i1=1 k,ik(x1,---,xn) 1,i1(x1.---.xn)

Vk,ik (%1,-0Xn) Vi,iq (%1,0%Xn)
f dF (tq, ..., ty).

—44 g - Anlnv(xlp er Xp) Z

k=1 i1=1 My iy (X1,.%n) My,iy (X1,.0%0)
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Ui P i
Como por [c4.11] 4y, .45, Uy, e, x) B, W 2 ki (1) .f”“l("l' *n)

ix=1" i;=1 Lk,ik(xp---,xn) "L (g0 Xn)

Vk,ik(xl'---rxn) V1’i1 (xl,...,xn)
fMl‘il Gy AF (ty, ..o, i), temos

dF(ty, ..., t)
> A A, Vix x,) Yk Y
= Sl " Enly Loodn) Ljp=1 &y =1 Mpip (X1,00%) ™
que

Ay By H(Xq, o, %) 2 0.

De (i), (ii), (iii), (iv) e (v), concluimos que H(x4, ..., x,) =

Up,ip, (X1,00%0) Uy iq (Xq,00n)
VG ooy 2) B B O s G gpce gy

1=1 Lk'ik(xl,...,xn) Ll_il(xl,...,xn)

Vi,ip, (X1,-0%n) Vi (X1,uXn) , e
Nk M1 kip\X1ommtn 1,iq (X1,00Xn
V(xq, ) Xp) L, B Mgy Cctn) “.fMl,il(xlr---’xn) dF(tq, ..., t;) € uma distribuicdo

de probabilidade multivariada.m

O Corolario 4.1.1 apresenta um método alternativo de gerar distribuicbes e
classes de distribui¢cdes probabilisticas multivariadas.

Corolario 4.1.1 (C4.1.1): Método complementar gerador de distribuicbes e

classes de distribuicdes probabilisticas multivariadas.

Sejam ¢: R" >R, U: R" >R, W: R" SR, Uj;: R" »>RU{t 0}, L; ;: R"" >RU{+ 00},
M;s: R* >RU{£o} e V; : R* »>RU{to0}, paraj € {1,..,7} es € {1,..,n}, funcbes
multivariada monot6nicas e continuas a direita em cada uma de sua variaveis tais
que:
[cc4.1] ¢ € uma fda e U e W sdo ndo negativas;
[cc4.2] U(xq, ..., xp), Uj(xq, ..., xp) € M (x4, ..., x,) S&O NAO decrescentes e
W(x1, oes %), Vi s(xq, o, X)) € Lj o (x4, ..., X)) S8O NEO crescentes, Vj € {1,...,7} eVs €

{1, ...,n]-};

[cc4.3] Paratodo z € {1, ...,n}, se xhﬂlmw(xl' e Xp) xlinioou(xl’ ., Xp), €Nta0
lim U(xq,..,x,) =00u lim Lj(xy, .., x,) = lim U;o(xq,...,%,), VjE{L,...,7}e
Xz—+00 Xz—o+00 7 Xz—+00 !

vsef1,..,n}, e lel)rEOOW(xl, . Xp) =00U lel_grloo M s (xp, oo, %) = xzh—>I£-100 Vs (g, oes ),

vjie{l,..,r}evs €1, ...,nj};
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[cc4.4] Paratodo z € {1, ...,n}, se lirE W(x1, ey Xp) = lir£_1 U(xq, ..., xp) # 0, entédo
xZ_) oo xz—) oo

lim U;(xg, ., xp) = lim Vo(xq, ., xp) € lim M o(xq, .., xp) =
Xz—>+00 Xz;—+00 Xz—+00

lim L;(xq,...,x,), Vj €{1,...,r} e Vs € {1, ...,nj};

Xz—+00
. ' < . '
[cc4.5] x1,...,xn)l—l>r(r-ll-oo,...,+oo) M o (g, ooy ) < (xl’“”xn)lir(rioo“#oo) Vjs(xg, .0, xn) € SE
lim U(xq, ..., x,) #+ 0, entdo lim Lic(xq,...,x,) <
(X1, )= (+00,...,+0) ( 1 n) (X1, enXy) = (=00,..,,—00) j,S( 1 n)

lim o) Ujs(xq, . x), Vi€l .. ,T} VS E {1, ...,nj};

(x1,0Xn) > (=00,...,—

[cc4.6] - )l_i}r(rlm ) Vi, (1, o 20) 2 sup{t € R:(ty, ., tj_1, 6, tj4q, o, tr) € S} €
o )l—i}Erloo,.__oo) Lj1(xg, e, xy) < inf{t € R: (ty, ..., ti—t, ttjss v ty) € S(p}, Vje€

{1,..,r}paran; > 1,

[cc4.7] llm W(xl, v Xp) = 1;
Xq1,00Xp)—>(—00,.

[cc4.8] lim U(xq, ..., xp) = 00U lim Ujs(xq, o, x0) =
X1y ) = (—00,..,—00) gt k00, m00) I

lim ) Lis(x1, ., %n), Vj€{L..,r}eVs€e(] ...,nj} paran; > 1;

(X1,m00Xp) = (=00,

[CC4.9] (x1,.0% )1—1>I(1-}-oo ceF0) Wj’s(xl’ B Xn) - (x1,.0% )1—1>I(T—1{-oo ceyF00) Mj’s+1(x1' B xn)1 Vj €

{1,..,r}evs=123,..,n; —1paran; > 2;

[cc4.10] ¢ € uma fda sem pontos de descontinuidade ou todas as funcdes

Vis; (X1, ey xp) € Lys, (x4, ..., x) S0 constantes a direita na vizinhanca dos pontos

cujas imagens sdo pontos de descontinuidades de ¢, sendo também continuas em

tais pontos e ¢ ndo possui pontos de descontinuidade no conjunto

{(x xn)l—>(+oo ,+) ]Sf(xl'm,xn)’ (xl,...,xn)l—l>r(nioo,..,i o) ]Sf(xl'm'xn)’
(xl,...,xn)lir&oo,...,ioo) Mj,sj(xl, ey X)), (xl,...,xn)l—l>r(ri-oo o) ]sj(xl, .., Xp), para algum, i; =

12,..,mj,comj =1.2,..,1}U {xli—g-loo [Uj,sj(xl, vy Xgy e X))t 2 €41, ...,n}} U

{ lim -,Sj(xl, vy Xz, X))t Z€{1,...,n}} U {lei_>r5_r1oo Mj,sj(xl, iy Xy, Xp): Z E

Xz—to0

{1,..,n}ju {xli_)rg_loo lesj(xl, vy Xy, X))t Z €{1,...,n}};

0} Uqg Jeee
[ccA.11] Ay, By, OCes, ey x) TH_y rirCuexm) U o) g ey >

ll_1 Ly iy (%1,00%m) [Lli (X1,00Xn)

Vi, Vg
Aty oD WO ooy ) BTy S forir Cmin) |l (e x")d(p(tl,..., t,).

i1=1 Mrl (X1,00Xn) Ml,il(xl
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ENtEO H(xy, o, X)) = 1= Wy, e, X)) Thoy o X, forir Cvn) | a0 oy o, e,

11=1 My i (X1,00Xn) My 1, (X1,0)

FUCE, e, X) Ty o DR [T O0mn) ...fUl"'l(xl n) ™ dg(ty, ..,t;) € uma fda multivariada.

Ly i (%1,0%n0) L,y (x1,-.e
Demonstracao:

No Teorema 4.1, considere n; =1, k = 1, Uy 1 (x4, ..., X)) = 1, U(xy, ..., xp) = 1,

Ly oty ooy X)) = W oy ) BTy o By fyor ) [ oo e, ) —

i1=1 Mrz (%1,44%n) Ml,il(xlr-"'
Up i, (X1,000%0) Uq,iq (X150 xn) .
U(xy, ... xn)Z 211—1 T’i:(xl’__’xn) "'fIL1,i11(x1 do(ty, .., t.) € V(xq, .., x,) =0,

V(x4,..,X,) € R® e F a fda da uniforme [0,1]. Note que U; 1 (x4, ..., x,) €

Ly 1(x4, ..., x,) Satisfazem as hipoteses do Teorema 4.1, pois: Ly 1(xq, ..., x,) =

Vlr( ) W,i( ‘l’l)
W0y, s %) By o B ey o g e dp (t, e 1) =

11=1IMy i, (2q,000n) M1,i1(x1,---r

Uty e, X0) BTy o Ty fyrir a0 oo, ) devido as condicdes

Ly iy (X1,0%n) Lyiy (%1,..%n
[cc4.1], [cc4.2] e [cc4.5] é ndo crescente, Uy (x4, ..., x,) =1 € U(xy, ..., x,) =1 s&o

nao decrescentes satisfazendo as condicoes [c4.2] e [c4.5]. Condiches [cc4.3] e

[cc4.4] garantem que: supf{t e R:t € Sp} =1 = : ln(n U1,1(x1, vy Xp) =
X1 xn d 0o,.
lim Ly1(xq, ., %), lim Li1(x4,....,x,) =0=inf{t eER:t E
(1,1 %)= (=0, ., —00) 11 (%1, ) Xn) (1) (H0, ., +00) 1'1( ! ") f

Sr}, € ambas sdo continuas a direita e F € uma fda sem pontos de
descontinuidade.

Além disso, por [cc4.11], 41,11 il H(xq, o %) =

Vit (1) (Vi (X1,ean)
j d(p(tli "'ft‘r)

4111- Anlnw(xlr e Xp) Z

ir=1 =1 My (1,0X0) My,iy (X1,-0%0)

Uy, iy (X1,.0%10) Uy (x xn)
+411, A, O(Xy, woe, X)) Zl D Y o wJ T d(ty e t) 2 0.

i1=1 Ly iy (X1,0%0) [Ll,il(xl
Logo, todas as condi¢bes do Teorema 4.1 estdo satisfeitos e temos que:

U1,1(X1,0Xn)

H(xq, .y xp) = J 1dy
L

1,1(X 1, %0)
Vi iy (X1,000%n) Vi, (q,m0n)
H(xqy, %) =1 —W(xy, ... xn)z 211_1 M:L (xi x:) "'fMi,ii(xi---'x:) do(ty, ..., t,)

[UT,ir(X r---’xn) U R (x xn)
+0(xq, ..., xn)Zl - 211_1 ! I B 111 (ST

T,l'r(xli"'rxn) H—'l,i1 (xlr---;
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€ uma distribuicdo de probabilidade multivariada. =

O proximo corolario mostra que a normalizacéo de qualquer funcao
multivariada monotdnica ndo constante gera uma distribuicdo de probabilidade

multivariada.

Corolario 4.1.2 (C4.1.2): Normalizac&o de fun¢8es multivariadas monotdnicas

ndo constantes

Seja h:R™ —» R uma fun¢cdo multivariada monoténica ndo constante, continua
a direita em cada uma de suas variaveis e com conjunto imagem limitado. Se
Ay, el h(xq, .., X)) = 0 para h(xy, ..., x,) NA0 decrescente € 4y, ... 4, h(xy, ..., x,) <0

para h(x,, ..., x,) NA0 crescente, entdo

h(xq, .., Xp) — _ )l_i)r(rioo _Oo)h(xl, ey Xp)
H(xy, .., Xn) = . o ——"
lim h(xq, ..., x,) — lim h(xq, .., x
(%1, X))~ (+00,..,+00) ( 1 n) (%1, ewXn)—(—00,..,—0) ( 1 n)

€ uma fda multivariada.
Demonstracao:

No Teorema 4.1, considere n; = 1,r =1, Ly 1(xy, ..., x,) = 0, U(xy, ..., x,) = 1,

h(xq,...%n)— ) h(x1,Xn)

lim
(x1,.xn)—=(=00,..,—

h(xXq,.0Xn)— lim
(1) —>(+09,..,+00) (X1,.-%n) (1) (=00, =

Ulll(xl, ...,xn) = e V(xl, ...,xn) = 0,

h(xq,.0Xn)
00)

V(xq,...,x,) € R™, e F a fda da uniforme [0,1]. Note que U(xy,...,x,) =1,
V(xq, e, x) = 0, Up 1 (x4, ..., xp) € Ly 1 (x4, ..., x,) = 0 satisfazem as hipoteses do
Teorema 4.1, pois: Uy 1 (x4, ..., x,) € U(xy, ..., x,) = 1 s80 ndo decrescentes e
Ly1(xq, ..., %) = 0 € V(xy, ..., x,) = 0 s&0 néo crescentes, com

lim Up1(xq, o Xp) = lim Ly 1(xq, o, %),
Gt oty S T Xn) = Sy L1 (e 2)

lim Up1(x1, ., %) = sup{t ER:t € Sp} =1,

(%1, euxn)—=(+0,...,+0)

lim L11(xq, .., xp) < inf{t € R: t € Sg} = 0, sendo todas funcdes
(x4, ewxn)—>(+00,..,40)

continuas a direita e F uma fda sem pontos de descontinuidades. Além disso,

Ay, By hCE, e Xn) .

lim h(xq, ..., x,) — lim h(xq, oo, Xn)
(X1 X) = (+0,..,+00) (1, s ) (X1,1X) = (=0, ., —00) (%1, s )

Al,ll ...An,InH(xl, ...,xn) =

Logo, todas as condi¢cbes do Teorema 4.1 estédo satisfeitos e temos que:
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U1,1 (xl'---rxn)

H(xq, ..., %) =J dt

L1’1 (xl,...,xn)

h(xq, ..., %) — o )l_i)r(rloo o) h(xq, ..., x,)
H(xq, . xp) = - S N :
lim h(xq, ..., x,) — lim h(xq,...,x
(x1,00Xn) = (+00,..,+0) (x n) (x1,.0Xp)—(=00,..,—) (x; n)

O proximo corolario mostra outra alternativa para obter distribuicdes de
probabilidade multivariadas normalizando diferenca de funcbes multivariadas

monotodnicas.

Corolério 4.1.3 (C4.1.3): Normalizacao de diferencas de fun¢cbes multivariadas

monotdnicas

Sejam h;: R™ - R e h,: R" - R fun¢des multivariadas continuas a direita e

limitadas, monotdnicas nao decrescente e ndo crescente, respectivamente. Se

lim hy(xq,...,x,) = lim ho(xq, ., X)),
(X1 Xin) (= 00,..,—00) 1% n) (1) (= 00,..,~00) 2061 n)
(xl,...,xn)l)r(r-lkoo,...,+oo) hl(xl' ,Xn) * (xl,...,xn)—l>l(1-}-oo,...,+oo) h2 (xll ,Xn) €

A1111 ...An‘lnhl(xl, ...,xn) 2 Al,ll ...An‘lnhz(xl, ...,xn), entéO

H(x) = P (60, Xn) =y (1) & uma funcao distribuicéo de

(xl,...,xn)l—l}(l:ll—oo,...,+oo)(h1 (%1, een) =Rz (X1,.0%0))

probabilidade multivariada.

Demonstracao:

Faca h(xy, ..., x,) = hy(xq, ..., x5) — hy(x4, ..., X,), NO Corolario 4.1.2.m

O proximo corolario traz outra alternativa para obter distribuicbes de
probabilidades multivariadas normalizando diferenca de funcbes multivariadas

monotonicas.
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Corolario 4.1.4 (C4.1.4): Normalizagdo complementares de diferencas de

funcbes monotdnicas multivariadas

Sejam h;: R™ - R e h,: R" - R fun¢des multivariadas continuas a direita e
limitadas, monotdnicas ndo decrescente e ndo crescente respectivamente, com

conjuntos imagens limitadas. Se 4y, ... 4p; hq (X1, oo, Xp) = A1y, o App o (X, o, X),

(xl,...,xn)l—l>r(r}-oo,...,+oo) hl(xl’ ""xn) - (xl,...,xn)1—1>r(l:1|-oo,...,+oo) h (xl' ""xn) €
lim hi(xq,...,x,) # lim h, (x4, ..., %,), entao
(xl,,,,,xn)—>(—oo,,._,—oo) 1( 1 n) (xl,,,_,xn)—>(—oo,,,,,—oo) 2( 1 n)

h Jerer -h Jerer . ~ . . v~
H(xq, o) =1 — 12 (1, Xn) 1 () é uma funcao distribuicéo de
(X1,enX)=(=00,... —oo)(h2 Cegyn) =ha (xl'""xn))

probabilidade.
Demonstracao:

Faca h(xy, ..., xp) = hy(xq, oo, X)) — R (xq, ) X)) + lim _w)(hz(x1, vy Xp) —

X1,e0Xn)—(—0,...
hyi(x1, ..., %)), NO Corolario 4.1.2. m
Na proxima Secao, vamos ver alguns corolarios do Teorema 4.1, em que as
fungdes monotdnicas multivariadas U(xy, ..., x,), V(xq, ..., x,), Uy (x4, ..., Xp),
Liy(xq, o0, X))y My (xy, ..o, %) € Vi (x4, ..., x) S€réo composicoes de fungdes de

distribuicdes multivariadas conhecidas.

4.4 Fungbes monotbnicas envolvendo distribuicbes de probabilidades

multivariadas.

Nesta secdo, apresentamos métodos geradores de classes de distribuicbes
probabilisticas multivariados a partir de fungdes monoténicas.

Formalmente, considere U:[0,1]" >R, 3:[0,1]" >R, u;;:[01]" -
R U {£o}, £,:[01]" >R U {0}, ©7;:[0,1]" >R U {£0} e m;:[0,1]" >
R U {£oo} fungdes multivariadas monoténicas e continuas a direita em cada uma de
suas vaiaveis. A ideia desta técnica é fazer com que U(xy, ..., x,) = UC)(xq, o\ Xp),
VO ) = 90) (o )y UggCoy, o, X)) = 0 (O Gy ), Lig (g, ) =

() Oeq, e, x0)s My (X, v, X)) =y () (g, e, X)) € Vi (xq, e, X)) = 07 () (X, e, X))
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Utilizaremos a abreviacdo (.)(X) = (.)(xy, ..., x,) = (Gq, oo, G) (X4, ooy X)) =
(01(961. vy X))y vy G (X4, ...,xn)) para representa o vetor formado por m distribuicoes
multivariadas, calculadas no mesmo ponto (x;, ..., x,,) do dominio.

O Corolario 4.1.5 mostra que condigbes U, 9, p;;, £i;, vi; € m;; devem
satisfazer para que U(x), V(x), U;;, L;;, V;; e M;, satisfagam as hipéteses do
Teorema 4.1 e possamos obter classes de distribuicées probabilisticas

multivariadas.

Coroléario 4.1.5 (C4.1.5): Método gerador de classes de distribuicOes

probabilisticas multivariadas.

Sejam F: R¥ —» R, U: [0,1]™ - R, 9:[0,1]™ = R, u;;:[0,1]™ » RU {00},
€11 [0,1]™ - RU {Foo}, m;;: [0,1]™ - RU {£oo} € v;:[0,1]™ - RU {Fo0}, Vi€
{1,...,k}evI€e{l,..,n;}, funcdes monotbnicas e continuas a direita tais que:
[d4.1] F é uma fda e U e 9 sdo ndo negativas;
[d4.2] UC)(xq, v x0), i1 () (xq, e, xp) € my () (xq, ..., X)) S@0 NAO decrescentes e
() (g, vy X)), 211 (xq, e, %) € 111 () (xq, ..., xp,) S8O NEO Crescentes, Vi € {1, ..., k}
eVl!le({l,..,n;}, emcada uma das suas variaveis;
[d4.3] Paratodo s € {1, ...,n}, se lim U()(xq,...,x,) # lim 9(C)(xq,...,x,), entdo
Xs——00 Xg——00
lim Uy, ) =00u lim p;; () 0y, e, x) = lim 2,() (g, e, x0), VI E
Xg—>— 00 Xg—>—00 Xg——00
{1,..k} evie{l, . ,n}, e lim 9(C)(xq,...,x,) =00u lim m;;()(xy,...,xp) =
Xs—=—00 Xg——00
lim v ;()(xq, ., %), ViE{L ...,k} evIe(l,.., n}
Xg——00
[d4.4] Paratodo s € {1, ...,n},se lim U()(xq,..,x,) = lim 9()(xq,...,x,) # 0,
Xg—>—00 Xg——00
entdo lim p;;()(xq, ., xy) = lim 2, ()(xq, o, xp), VIiEL{L ... ,k} eVIE
Xg—>—0 Xg——00

{1,...,n;}, e xlir{lwmi,l(.)(xl, v Xp) = xlin_”nooi’i,l(.)(xl, X)), Vie{l, ...k} evVIEe

{1, ...,n};

[d4.5] €:;(0,...,0) <pu;;(0,...,0) e se 9(0, ...,0) # 0, entdo m,;(1, ...,1) <
vi(1,..,1),Vie{l, ..k} eviliell, .. n};

[d4.6] piy,(1,...,1) = sup{t € R:t € R: (ty, ..., tig, titip, n te) € St € €34(1,...,1) <

inf{t € R: (t1, ., iz, & tips, o te) € Sph, Vi€ {1, ..., k} paran; = 1;
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[d4.7] UL, ...,.1) = 1;

[d4.8] 9(1,..,1) = 0 oumy;(1,..,1) = v;(1,..,1),Vi€{l,.. .k} evIe(l..nk
paran; = 1,

[d4.9] u;;(1,...,1) = €;,41(1,...,1), Vi€e{l,..,k}eVI=123,..,n;, — 1, paran; > 2;
[d4.10] F é uma fda sem pontos de descontinuidade ou todas as funcdes

£i1()(xq, ., xy) € v,() (x4, ..., xp,) S@0 constantes a direita na vizinhanga dos pontos
cujas imagens sdo pontos de descontinuidades de F, sendo também continuas em
tais pontos e F ndo possuir pontos de descontinuidade no conjunto

{u;,(0,...,0), u;,(1, ...,1) £;,(0,...,0), £;,(1, ...,1), m;,(0, ...,0), m;,;(1, ...,1), v,(0, ...,0),
vi(1,..,1), paraalgum [=12,..,n,comi=1.2,..,k}U

{xli_>r£1OO Ui (), e xp): s €{1,...,n}} U {xli_)rr_lOO ()X, e xy) sELL, .,n}} U
{xli_f{loomi'l(')(xl‘ woXp): SE{L, ...,n}} U {xli_)rzloovi,l(.)(xl, e Xp): s €L, ..., n}};

I n Biipy OGO g ()
[d4.11] 44, ... 4y, UC)(X) Zik"=1...2i11=1 {,k,ik"(_)(@ f1,1ill(.)(a?) dF(tq, ..., tg) =

Vi, (VX J"V1_i1 OE

= n n
By, b SO@ EI, T [ [0 AF (e ),

I, (D) U1,i; Q@)

X — 2 Nk URt
Entao Hg, ¢, (x1, .., xp) = "U(.)(x)zl.k:1 ---Zi1=1 te, O "I O® dF(tq, ..., t)

>y $V7k m o (ki Q@ o O@ ; .
—9()(x) Zik=1 ---Zi11=1 i, O '"fml,ii(-)(f) dF (tq, ..., tx) € um funcional gerador de

classes de distribuicées probabilisticas multivariadas, onde (.)(X) = () (xy, ..., x,,).

Demonstracao:

No Teorema 4.1, faca U(xy, ..., x,,) = UC)(xq, oo X)), V(g ooy X)) = 9( ) (x4, ov )y X)),
Ui Gy e ) = pip (O Ocg, e, X)L (e, v, x0) = €30 () Oty e, X0y My (4, -, %) =
mi () (g, e, xn) € V(X o, %) = v( ) (xq, ..., X)), € NOte que a condigdo [d4. j]

implica a condi¢céo [c4.j] do Teorema 4.1 paraj =1,2,..,11. m

Vejamos um caso especial do Corolario 4.1.5, que de fato é um funcional
construtor de classes de distribuic6es probabilisticas que podem ser mais facilmente

utilizado.
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1° Caso especial do Corolario 4.1.5 (1C4.1.5): Método construtor de classes de
distribuicbes probabilisticas multivariadas que podem ser mais facilmente

utilizados.

Sejam u,: [0,1]™ - [0,1] e v,:[0,1]™ - [0,1] funcSes monotdnicas e continuas
a direita tais que u; s@o nao decrescentes v; s80 ndo crescentes em cada uma das
suas variaveis, com u,(0,...,0) =0, u,(1,..,1) =1, 1,(0,..,0) =1l e v,(1,..,1) =0
para todo z = 1, ...,m. Se no Corolario 4.1.5, U(.)(®) = [12,((1 — 6,)u, ()@ +6,)™

e IR = Hg“:l(ezvz(.)(a?)) coma,>0e0<6,<1, entdo H;, ¢, (¥) =

iy () (&) i1 (@)
l_[gl=1((1 Z)uZ( )(x) + 9 ) l _1 2?11_1 ;:‘,lr()(f) fﬂl 1()(55) dF(tl, ""tk) -

{)1 11

n vy, i () () w1, V(@) , .
12, (8,v,(. )(x)) Y e WXL O ...fml’ii(.)@ dF(ty, ...,t;) € um funcional

gerador de classes de distribuicdes de probabilidades, onde (.)(X) = (.)(xq, ..., x,) =
(Gyy o’ Gp) (X, ey X)) = (Gl(xl, iy Xy oens G (X, ...,xn)).
A seguir, a Tabela 4.3.1 mostra a obtencéo de alguns funcionais especiais

construtores de classes de distribuicdes probabilisticas multivariada do funcional
az
HGl,...,Gm(xlr fx‘n) = ?:1((1 - ez)uz(-)(xb LA xn) + 92)

Bie,iy, (D (X1,00Xn) i O n) %z
1 kjig 1 f”l 1 X150 X dF(t]_, - tk) — l_[glz]_(QZUZ(' )(xl' e ,xn))

lk 1 i1=1 fk_ik(_)(xl,...,xn) 21,1, O (xg,ees

e /lrk,ik (-)(xl'---rxn) f’v’l'il () (x1 xn) dF (tl’

lk 1 Zin=1 D OCent) ™ Iy O ., tx), que podem ser mais
facilmente utilizados nas geragdes de classes de distribuicdes, onde (.)(x) =
() Gy s %) = (G s G (g, e, X)) = (61024, e, X)), e, G (X4, -, %) ). CoONsidere nas
expressoes de 13S1C4.1.5 a 1851C4.1.5, as seguintes fun¢gées monotdnicas
u:[0,1] = RU{+o0}, #i:[0,1] » RU{+0o0}, v':[0,1] » RU{+o0} e m:[0,1] = RU{+ o0},
tais que u' e m' sdo ndo decrescentes e continuas a direita parai = 1,2, ...,k, e v*

e ¢! s&o nao crescentes e continuas a direita parai = 1,2, ..., k.



Tabela 4.3.1 — Alguns funcionais construtores de classes de distribuic6es probabilisticas obtidos a partir do 1C4.1.5.

Sub-casos do

Condigdes especiais sobre as

Funcionais construtores obtidos

f(ty, .., t) =

I, (.Ui,1(1, e 1) = 11 (0, ,0))

plt; € [, (0, ...0), 1, (1, .., D],
vi €{1,...,k}

1C4.1.5 fungdes monotbnicas
1S1C4.1.5 n=1a,=0e¢€ T QL i, O® i O@
o1, 1) = (1, 1) Ho, o (F) = Z Z ] f AF (ty, .., )
=1 i;=1 [zameled £1,i; DX
2S1C4.1.5 n,=1,8,=0e o . wa Q@ g O
’U’u(l, . ;1) = mll(ll )1) HGl,...,Gm(x) = l_luzz(')(x) f dF(tl' e tl{)
7=1 f’k,l(-)(f) f’l,l(-)(f)
381C415 ‘r’i = 1’ m= 1’ al = O e ﬂk,l(-)(f) Hl,l(-)(-’z)
v, (1,.., 1) =m;(1,..,1 Hg, .6 (%) :f f dF(ty, ..., tg)
il ) = mial ) ' b, 0@ e, 0@
4S1C4.1.5 n=1,mn=1,a, =0,
via(L D) = miy (1, 1) My (12 O@ = £, O@®)
ty, .., ty) = Hg ,...,Gm(f) =
et = e @) : Iy (it (L o) = €34 (1, 1))
p/ti € [‘gi,l(li ,1),/11,,1(1, ...,1)],
vie{l,..,k}
5S51C4.1.5 n,=1,mn=1,a; =0,
i1 () = 1310, -..,0), T (1 O@ = 1400, .,0))
’U’i'l(l, ,1) = mill(l, ,1) e Hcl,__'Gm(X) =
1

M (a2 (1 D) = 320, ..,0))

120



6S1C4.1.5 n=1,m=1,a; =0,
:ui,l(')(x) = ‘gi,l(or ,0), . Héc:l (‘gi,l(' )(J_C)) - {’i'l(O, ,0))
Ul',l(l' ,1) = /I’}’Li'l(l, ,1) e HGL_"‘Gm(x) = X
i 1 e, (ei,1(1, 1) — 2100, ... ,0))
f(tlﬂ '"!tk) -
k (eirl(o, ) BN G ,1))
plit; € [£,,(1,...,1),£,,(0, .,0)],
vie{l,..,k}

7S1C4.1.5 n=1a,=0e€ Tk B ok O@ i, O@

& e O® ey O@ H, o (X)=1- z J dF(tq, ..., tg)

— 1»Ym N . ) )

ik=1mi1=1f‘?krik(')(’?) NLMI(.)@) dF(tl’m'tk) =1 ix=1 i1=1 mk,ik(-)(x) ’WL1,i1(-)(x)

851C4.1.5 ni = 1, Bi = 1, HG1 .,Gm(f)
i1 (X)) =+ e i o [CO® 0@
201D = —oo —1- H(UZ(.)(x)) f f dF (ty, ., )
= M O®  Imy O

9S1C4.15 m=Lm=1a, =0, ] 0@ 0100

12O = Foo e £, (@) = —oo Hopon@=1=[ [ R, 00

mp,1 ()(X) mq1()(X)

10S1C4.1.5 m=1m=1a =0,

pig () (X) = +oo, l’i,l(-)(lf) = —oo,

ty, o, ty) =
f(t ) I, (v11(0,.-.0) =241 (0,...0) )

plt; € [m,,(0, ..,0),v71(0, .,0)],
vie{l,..,k}

[T (03 O@ = mi (O@)
[Ty (20400, ..0) = 7244 (0, ..,.0) )

H(;l,...,c;m(f) =1-

121



11S1C4.15 m=1n=1a, =0,
’mn()(?_f) = "fi,1(0; ..,0),
Ui (D(E) =+, £, ()(@) = - e MM (32 O@ = 440, ..,0) )
f(ty, i) Hg, ., (X) = .
_ 1 MM (32 (1 1) = 040, ..,0) )
e, (vi_l((), 0 0) — v, (4, ...,1))
pit; € [v1(1,..,1), v71(0, ...,0)],
vie{l,..,k}
12S1C4.1.5
n=1mn=1a =0, [T, (m; (D)) — m;4(0, ...,0)
w11 ()@) = m4(0, ...,0), H%M@:k‘(“ - )
U@ = 4+, £, ()(F) = —oo e [Ty (742 (1, 1) = 4,40, ...,0))
1
f(ty, . ty) =
Y, (mia e D) = mis 0,.,0))
p/t; € [m;,(0,..,0),m;,(1,..,1)],
vie{l,..,k}
_ — — 1A O® 0@ 0@ (11,0
1351C4.1.5 N ILm=lea 0. Hg,, 6, (X) =j J dF(tq, .., tg) —f f dF (tqg, ..., tg)
Lk () £1,,()() M1 () (X) my, (D)
14S1C4.1.5 m=1n=1a =0e
1
f©) =— P (12O = 3, O@D) = Ty (232 (OE =7, O @)
A — xX) =
My (i, (1) = 25 (1 D)) | ey s (Gl D) — 2]
plt; € [¢,(1, .0, (1, 1)],
vie{l,..,k}
1551C4.1.5 O = ot (A = ¥ @) + 1),

2O = €' (1 = Ui O (®) +11),
Vi1 (-)(9_5)) = .Ui (yivmﬂ(-)()_é)),
mi (@) = £ (rvanO®),
m=1a,>0€ 0<y, <1

.U-k,l(-) (Y) f.’h,l(-) (Y)

He,.., () = | [ (A -00m0@® +6.)" | ey o Bt
z=1 kal 1,10

_ ﬁ(ezvz(.)(f))az J ) . f 1HJ(I)OOdF(tl, )

z=1 'mkl()(f) mq1() (Y)
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16S1C4.15 | iy O = p((A =i O@D +vi). | 32 ﬁ(( L 6@ + )" fuk,l(a(f)___ f”“(mdml, Y
{)i,l(-)(x) = —00, 7=1 —w

—00

;1 ()(X) = Mi(yian,i(.)(f)), - ﬁ(ezvz(.)(f))azj%l(')@)...fvl'l(')(f)dF(tl,...,tk)
mi,l(')(-’?) = —, z=1 —o0 —o0
n=1e0<y; <1.
17S1C4.1.5 pi 1) (%) = +oo, T = «, [+ +oo
S g S H = 1—-6,)u,( +0, dF (ty, ..., ty)
810D = £~ YOG + 1), | s @ = [[(@0O@ ) [ ] are
11 (.)(X) = +oo, n o [T +oo
mi,l(- )()_f) = ‘ei()/ivmwi(- )(5(’))’ - Q (HZUZ(,)(X)) fmkll(,)(f) fm1'1(.)(f)dF(t1, s by)

n=1le0<y; <1.

1851C4.1.5 My )(f) - ”i.(yiv“““(' )(’E ), H,..c,(%) = ﬁ (- 8)u,()(F) + ez)az j Mk'l(')ix) j MJ({%F(% e t)
2,1()@) = M (yivp: (D)), =1 . (?E%;-)(X)” (;’E%-)(X)
v 1 (@ = vH((1 = y)up(E) + - n(azvz(.)(f))azj o f AR, )
)/i) ' 7=1 my (V(X)  mg (O(X)
M1 (E) = m (1 = y)ups: (&) +
Yi),
n,=1,a>0e 0<5y; <1.
19S1C4.1.5 1 O@ = v (iva (@), Hov0a®) = [ [ (- 02u00@ + ) [ [ Pt
21 () (X) = —o, 0 oo ~oo
02O = 0 (1 = Yunni (@ + [ Tenom) [ a0
Yo, z=1 - -
mi1()(X) = —oo,

n=1e0<y <1




20S1C4.15 11 ()G = +oo, = R =
v : , H X) = 1-6)u,()(X) +6, dF (ty, ..., t
£1()E) = m (yivn: (@), Gren(¥) Q(( ) +6:) Lk,l(.)(f) -["1_1(.)(7) (b 1)
/(yi‘l(_)()_c’) = +o00, mn ap [ +o0
- [ - - 9 . dF ) eeny
Mm@ = m (1 = 7DD + [[Eno@)"] ] e
)’i),
m=1le0<y <1
21S1C3.1.5 u @) = ﬁ((l @)+ 6 )azfuk,l(.)(f) ful,lo(ic)dF(t .
m =1 P 21 o wo® om0
ﬁ(g ()(Y))az J”Im(-)@) f”m(-)(Y)dF(t . )
- 0, (. A
L 0@ Imaom "
22S1C3.1.5 1 (OE) = +oo,

fi,l(-)(f) = —00,
111 )(X) = +oo,
mi,l(-)(f) =-—coen = 1.

He,, 60 @ = | [0 - 000,00 +6,)
z=1

-] [0

z=1
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O Corolario 4.1.6 mostra um método alternativo para obtencdo de classes de
distribuicdes probabilisticas multivariadas a partir do Corolario 4.1.1. Ele mostra que
hipoteses sobre U, 9, u; s, ;s vjs € m;, devem satisfazer para que as fungdes U(x),
W(x), Ujs(x), Ljs(x), M;s(x) e V;s(x), satisfacam as condi¢des apresentadas no
Corolario 4.1.1 e possamos obter classes de distribuicbes probabilisticas

multivariadas.

Corolario 4.1.6 (C4.1.6): Método Complementar gerador de classes de

distribuicGes probabilisticas multivariadas.

Sejam ¢: R" - R, U:[0,1]" -» R, 9:[0,1]™ - R, u;,:[0,1]™ - RU {0},
£,5:10,1]™ » RU {00}, 7;,: [0,1]™ » RU {0} € v;:[0,1]™ > RU {00}, v j €
{1,..,r} e Vs€e({1,..,n}, fungBes monotdnicas e continuas a direita tais que:
[cd4.1] ¢ uma fda e U e 9 sdo ndo negativas;

[cd4.2] UC)(xq, s X)), s (Xq, oy X)) € M () (xq, ..., x,) SEO0 NAO decrescentes e
() (g, ooy X)), () (xq, e, xp) € ,5( ) (xq, ..., X)) SEO NAEO Crescentes, Vj € {1,..., 7}
e Vs €{1,..,n}, para cada uma de suas variaveis;

[cd4.3] Paratodo z € {1, ...,n}, se lir5r1 UC) (K1, ey xp) #+ lirix 9()(xy, .o, x), €NtAO
xZ—) co xz—> (o]

lim UG)(xq,...,x,) = 00U xliﬂrloo“fﬁ(')(xl' v Xp) = xli—moo{)j"g(')(xl' v, Xp), VJjE

Xz—+00

{1,..,7} eVsE€ {1,...,nj}, e lim 9()(xq,..,x,) =0 ou lim m; (. )(xq,...,xp) =
Xz—+00 Xz—+00 !

lil’? v s() (X1, 0, xn), VjE{L,..,T} €VSE {1, ...,nj};

Xz—>+00

[cd4.4] Paratodo z € {1, ...,n}, se lirfrl UC)(xg, X)) = lir£1 ) (xq, vy xp) # 0,

Xz—+00 Xz—+00

entéo lel—)rg-loo .uj,S(')(xll ey xn) = xzh—>r-r+-100 Uj,S(' )(xll ;xn) e xzh_g_loo mj,s(- )(xll ey xTL) =
lirE Cis()(xy, o xy), ViEL{L .. ,7} eVs €{], ..., 05}

xz—) [ee]

[cd4.5] m;(1,..,1) < v;4(1,..,1) ese U(Y,..,1) # 0, entdo u; (0, ...,0) < £;(0,...,0),
vief{l,..,r} evse{l, .. ng;

[cd4.6] v;,(0,...,0) = sup{t € R: (ty, ..., ti—1, t, tigg, -, ts) € Sp} € £;1(0,...,0) <
inf{t € R: (ty, e, tiog, 6, biyg, oy b)) € Sp}, YV E{L o, 1;

[cd4.7] 9(0, ...,0) = 1;
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[cd4.8] U(D,...,0) =0 ou p;(0,..,0) = £;5(0,..,0),Vj€{l,..r} eVs €L ..mn}
paran; > 1,

[cd4.9] ’U’j,s(l, .o1) = mj‘sﬂ(l, .,1),Vje{l,..,r} evs=1,23, .,y — 1, paran; =
2;

[cd4.10] ¢ é uma fda sem pontos de descontinuidade ou todas as funcées

7 s()(x1, e %) € £ 5() (x4, ..., X, ) S8O constantes a direita na vizinhanca dos
pontos cujas imagens sdo pontos de descontinuidades de ¢, sendo também
continuas em tais pontos e ¢ nao possuir pontos de descontinuidade no conjunto
{1;5(0,...,0), 1 5(1,...,1), £;5(0,...,0) , £5(1, ...,.1), m; (0, ...,0), m;s(1,..,1),
v;5(0,..,0), v;:(1,..,1), paraalgum s =1,2,..,n;,com j=1.2,..,1r}U

{lerEmuJ'S(')(xl’ e Xp): Zz €41, ...,n}} U {xILTm“f'S(')(xl’ woXp): z€4{1,...,n}}u
{xli_)rgooyjls(.)(xl, e Xp): z €41, ...,n}} U {xILrEoo“JUS(')(xl' e Xp): z €{1,...,n}};

n Hrip (D (1peXn) bty D(X10X0)
[ed4.11] Ay, o, UC) Gty s ) Ty o By [0 L RS dgp (1, . )

ir()C ) i O, )
= A1y, Ay, 9C) (X, o, X) er_1 DN FLen ---fvl 1) L do(ty, ..., t).

=1 Jmy i ) (eg,dtn) " I iy O (g xn)

Entéo temos que Hg,, g (X1, ..., %5) =1 =90 )(xq, ..., Xp)

S S [k PO g ) + U (e )

i1=1 mk'ik(.)(xl,...,xn) mq i ()0,
Brip O XgenXn)  l1ig (O (Xg,enXn) 4 i
Zlk L 11_1 e O ft’u 1()(x1 dF(tl, ..., t,) € um funcional gerador de

classes de distribuicdes probabilisticas multivariadas.

Demonstracao:

No Coroléario 4.1.1, faca U(xq, ..., x,,) = UC)(xq, oy X), WXy, oo, X)) =
() (g, s x)s Uy (g, ooy x) = w6 () gy v, X90) 0L g (g, o, X)) = €5 6D (Xq, 00, X)),
M s (g, s xn) = 1 () (X, n, X)) € Vg (Xq, o, X)) = 05,5( ) (xq, ..., X)), € NOtE quE @

condicao [cd4.i] implica a condicéo [cc4.i] do Corolario 4.1.1 parai=1,2,...,11. m

Vejamos um caso especial do Corolario 4.1.6, que de fato é um funcional
construtor de classes de distribuic6es probabilisticas que pode ser mais facilmente
utilizados:
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1° Caso especial do Corolério 4.1.6 (1C4.1.6): Método complementar construtor
de classes de distribuicdes probabilisticas multivariadas que podem ser mais

facilmente utilizados.

Sejam u,:[0,1]™ - [0,1] e v,:[0,1]™ — [0,1] funcdes monotdnicas e continuas
a direita tais que u; sdo nao decrescentes v; sdo nao crescentes em cada uma das
suas variaveis, com u,(0, ...,0) =0, u,(1,..,1) =1, v,(0,..,0) =1 e v,(1,..,1) =0
para todo z = 1,...,m. Se no Corolario 4.1.5 do Teorema 4.1, U(.)(X) =

»(6,u,0)@®)" e 9()E) = T ((1 - 6,)v,()E) +6,)”, coma, =0e0<6, <1,
entéo H, ¢, (@) = 1 - [1%.,((1 - 8)v,()(E) +6,)™

. rjrOE oy O@ N
D Y vy O APt tr) + 12, (6,u, (@)

m

ny n (hrpO@® e, O® . .
er=1---2]’1=1 b O e O do(ty, ..., t,) € um funcional gerador de
classes de distribuicdes de probabilidades, onde (.)(¥) = () (xq, ..., x,) =

Gy o) Go) (g, e %) = (G1(g, oy X)) G (2, wee, X))
A sequir, teremos a Tabela 4.3.2 que mostra a obtencédo de alguns funcionais

especiais construtores de classes de distribui¢cdes probabilisticas multivariada do

funcional Hg,, g (x1,...,%5) =1 — 21:1((1 —-0,)v,( () + ez)az
1y n vy j (D) 11,5, ()X 5\ Xz
DR SN M Mt LI A B | PR CRTR@169)

ny n B, jr (D (X) B1,j, () . .
er=1"'2j11=1 O gl‘hl(.)@ do(ty, ..., t,), que podem ser mais facilmente

utilizados nas geracdes de classes de distribuicdes, onde ()(%) = () (xq, ..., x,) =
(Gyy o’ Gp) (X, ey X)) = (Gl(xl, ey Xy eees G (X4, ...,xn)). Considere nas expressoes de
13S1C4.1.6 a 18S1C4.1.6, as seguintes fungdes u’: [0,1] » RU{+w}, #/:[0,1] —
RU{+o0}, ©/:[0,1] » RU{+o0} e m’:[0,1] = RU{+o0}, tais que u’/ e m’ s&o ndo
decrescentes e continuas a direita paraj = 1,2,...,7, € v/ e £/ sdo ndo crescentes e

continuas a direita paraj = 1,2, ...,r.



Tabela 4.3.2 — Alguns funcionais construtores de classes de distribuic6es probabilisticas obtidos a partir do 1C4.1.6.

Sub-casos do

Condigdes especiais sobre as

Funcionais construtores obtidos

1C4.1.6 fungdes monotbnicas
1S1C4.1.6 n=1,a,=0e€ Hr, () () B, D)
C O (0@ 0@ Gy () = z Z j j do(ty, ..., t)
JZ Zf L O® 'fml,jl(.)@)d(p(tl""'tr) - =1 e 0@ T, 0@
2S51C4.1.6 ( ) HraO@E 12 O@
—1,0, = Hopon@ = | [0 0@) [ [ dot, )
ki 1292 =1 ot H 0@ 0@

’Vr,l(-)(x) = +ooe

My ()(X) = —o0
381C416 Hr,1(-)(f) ﬂ1,1(-)(9?)

n] = 1, n = 1, a, = 0, HGl,...,Gm(x) = L 0@ L O® d(p(tll ---:tr)
N 1) J(x

vr1()(X) =+ € & v

mr,l(-)(f) = —®
4S1C4.1.6 n=1mn=1,a =0,

;1(0,...,0) = sup{t €

R: (&1, o, oo 1, o 2 t5) €S}, I (i O@ - £2:(O@)
mjl(O mf{t € HGl‘_.,Gm(x) = -
R: (1, ..., ti_y, t, t]+1 Lts) €ES,} € [T, (lii,1(1, wo1) =4 (1, ---,1))
’ 1
() (tl, ver) k) =

M (12 (L D=1 (1,01))
pit; € [¢,,(1, D (1 1),
vjie{l,..,r}
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5S1C4.1.6

m=1mn=1,a =0,
21 () = ;1 (0, ...,0),
v;1(0,...,0) = sup{t €

R: (t1, o) o1, & Ejpn, s ) € Sy},
m;;(0,...,0) = inf{t €

R: (ty, oo, tjog, 6y tjpg, oo ts) € S} €

1

@'(ty, ..., t,) =

pit; € [ujll(o, ) RTI C 1),
vje{l,..,r}

r (11 D=2 0.

0))’

HGI,...,Gm(J_C)) =

MMy (101 O = 1320, ..,0))

M (a2 (1 D) = 320, ..,0))

6S1C4.1.6

n=1m=1,a =0,
11 () = £;41(0, ...,0),
v;1(0,...,0) = sup{t €

R: (t1, o) o1, & Ejpr, s E5) € Sy,
m;1(0,..,0) = inf{t €
R: (ty, o) tjog, 6 tjpn, s ts) € S} €

1

@'(ty, ., ty) = =

pit; € [£,,(0,...,0),¢,,(1,..,1)],
vje{l,..,r}

m (€)1 (1) =4 (0.

0))'

Hcl,...,Gm(f) =

[T (£2()@) = £4(0, ...,0))

M=y (221, 1) = 240, ..,0) )

7S1C4.1.6

ULy o) = £ (1L 1)

Ny

Hal,...,c;m(f) =1- Z

st

do(ty, ..., t,)

v, (D) fvl, j1 O

= S, 0@ I, 0@

8S1C4.1.6

m=106=1¢€
ui(1,...,1) =4,(1,..,1)

Jr=1
m

Hop,n@® = 1- [ [ O@)"

z=1

vra@ o1 0@
j do(ty, .., t,)

mraO@)  Im 1 O@)

9S1C4.1.6

n=1mn=1,a =0,
pia(1,..,1) =4,(1,..,1)

Hal,...,Gm(f) =1 —f

1 () (X) 11,1 (D)
J do(ty, .., t.)

mra Q@ Imia Q@
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10S1C4.1.6
m=1,mn=1,a =0, ) Tor (052 @ = m;, (@)
,Llj‘l(l, ,1) = ‘Ej,l(l' ,1) e HG1,---,Gm(x) = 1 -
’ _ 1 HT= ’0"1(0, ,O) _’VI’L'l(O,...,O)
(p (tll --'lt‘r') - ’ J=1 I 7
Jf=1(4rj_1(0,...,0)—mj,1(0,...,0))
pit; € [m;;(0,...,0),v;,(0,...,0)],
vjie{l,..,r}
11S1C4.1.6
m=lm=1a=0 I (420O@ - 4(0,...,0))
mj1()(X) = v;,(0,...,0), Hey,.i6m(¥) = —
wia(l,.., 1) =4,(1,..1) e ) (4’1,1(1» 1) = 5,1 (0, ---:0))
1
(p’(tll i tr) =
Mo (252(0,...0) = v, (1, .., 1))
pit; € [v,,(0,...,0), v 1(0,...,0)],
vje{l,..,r}
12S51C4.1.6 n=1mn=1,a, =0,
w1 ()@ =m0, ...,0), I (0 (O@ =m0, .,0))
w1, 0 =244.1,...0e He,,..om(X) = —
, ) [Ty (721, ..., 1) = 1,410, ....0))
P (tl! ...,tr) =
T (M1 (1, 1) =m0, ..,0))
plt; € [m;;(0, ...,0), m;, (1, ..., 1],
vie{l,..,r}
1381C316 nj = 1’ m = 1 e al = 0 r1 (@) 01,1(-)(2)(1 (V@ M1,1(~)(9?)d
HG G, =1~ 1reeo br 1 br
vin () fmr,lo(f) fml,looa pllt ermo(az) fel,l(.)(»z) Pt t)
14S1C3.1.6 n=1lmn=1a=0e B B B B
1 M (002 OX) = m03 (X)) = T (112 OF) = £:2()(F))

@' (tq, o, ty) =
1 Iy (240, -.0) = 15,10, ...0))

plt; € [m;,(0, ...,0), v, (0, ...,0)],
vie{l,..,r}

HGlr'"'Gm(Y) =1-

M (910, 0,0) = 75,40, ..,0))
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15S1C4.1.6

2@ = 1 (1= 7)) ne O +

0@ (0@
Hoy 6, () = 1- 1_[((1 omO@+0) [T ettt
Vi) praQ@ 1O
i ) . +]_[(e wO@) [ L[ gttt
1)@ =4 ((1 — ¥ )un+; (@) + 02 0@ 0@
V]),
0510 @ = 1 (100, O@),
i1 (V@ = (v (@),
m=1a,>0e 0<y; <1.
N 2 0@ (0@
16S1C4.1.6 Hi,l(.)(x) —{,ul((()l(:))’j)umj(.)(X) + Vj)' Hg, . Gm(x) =1— 1_[((1 0,)v,()(X) + 6 ) f de(ty, .., t,)
i1 ) X) = —00 —0 —o0
j'l . . e, [FAO@  E 0@
’U}J()(X) = M] ()/]vllll+]()(x))1 + n(ezuz(-)(x)) j_oo j_ do(ty, .., t)
o z=1
m;q() (%) = —oo
n=1e0<y <1,
. ¥ — +o00 +oo
17S1C4.1.6 ) Hja (@) = +oo, ) Ho o ()= 1_1—[((1 0.05,0)) +6,)% f f oty )
2,0@ =0 (1= 7))y O@ +7), MaO®  Ima 0@
- +oo
11 () (X) = +oo, +1_[(92uz( )(x))“z j do(ty, .., t,)
5 j S 2400 0,00
i1 (V@ = (v (O@),
n=1e0<y; <1,
R ; S 0@ (0@
1851C4.1.6 11 () = v ()/jva_j(-)(x))a Hg, ¢ (D) =1- 1_[((1 — 6,)v,( )@ +6,)" f o f O(Q)dq)(tl, o tr)
{’j,1(-)(55) = m/ (Vjvm+j(-)(55)), Hra (V@ " 12O "
2 = o ; +]_[(e 0, (@)™ f T et
v;1()&E) =0/ ((1 =) uns; () + V;), 0A0®  Je,0®

M (@ =1 (1= 1)n O +v)),

n=1a,>0e 0<y; <1
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> j = 71 V() 1,
1951C4.1.6 1)@ = (ijmj(-)(x)), Ho, oo (B)=1— 1_[((1 0,)0,( )@ +6,)™ f_ dp(ty, . t)
{)f'l,(')(x) N Q@ a0
05 O@ = o7 (1= 7)), OE + 7)), + ]_[(e wO@)" [ f dg(ty, . t,)
mj, (X)) = —oo
n=1e0<y; <1
2081C416 : . ) = n @ +oo 400
Hial)e) =+ Hi,.00) = 1= [ (- 0260 + ez) L et
£,(0)@ =mI (3,00, O@), ~ma0® o
01 ()@ = +oo, ]_[(ezuz< @ o] et
M (@ =mI (1= 1)n O +v)), |
m=1e0<y <1.
21S1C3.1.6 c=1. 0@ 0@
T Hg, . ., () =1— H(u - 0,)v,()(X) +6 ) f oo f ()(Q)dqo(tl, i ty)
Hra ()@ #1,1()(@) .
+]_[(9 wO@)" | o 3 U dett)
22S1C3.1.6 1 (D@ = +oo,

£, = —o

@) = +eo

()@ = —oo
enj=1.

0,)v,( )@ +6,)"

H%J%@>=1—[]«1_

+[ [ O@)™
z=1
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O Corolério 4.1.7 mostra outra alternativa para obtermos classes de

distribuicdes probabilisticas multivariadas a partir do Teorema 4.1.

Corolario 4.1.7 (C4.1.7): Método normalizado gerador de classes de
distribuicGes probabilisticas multivariadas.

Sejam §:R° > R, w;4:[0,1]™ - RU{£>} e z;,:[0,1]™ - RU{xo}, funcbes
monotdnicas, continuas e derivaveis tais que:
[e4.1] & € uma fda;
[e4.2] w;, s@o ndo decrescentes e z;; S840 ndo crescentes, V j € {1, ..., s};
[e4.3] § € uma fda sem pontos de descontinuidade ou a fungéo z;,(.)(xy, ..., x,) S@0
constantes a direita na vizinhanca dos pontos cujas imagens séo pontos de
descontinuidades de &, sendo também continuas em tais pontos e § nao possui
pontos de descontinuidade no conjunto {Zjll(o, .,0), zj1(1,...,1),w;4(0,...,0),

wiq(1,..,1) }

fws,1(-)(xll---.xn) .fw1_1(.)(x1,...,xn) Aty ...ts)—fzS'l(')(xl ----- xn) _fZ1,1(-)(X1'---:Xn)

~ _ ws,1(0,...,0) "Y1 1(0,..,0) 35,1(0,..,0) " 7%1,1(0,..,0)
Entao, He, ,,Cer -0 xn) = T o Y VN vt e Y v O
fws_l(o ..... 0) "'fwl_l(o ..... 0) F(t,... S)_fzsll(o,...,o) " J%1,1(0,...,0) F(t1uts)

Ag(ty,.ts)

€ um funcional gerador de classes de distribuicdes de probabilisticas.

Demonstracao:

No Teorema 4.1, considere k = 1,n; = 1, F a fda da uniforme [0,1], Uy 1(xy, ..., xp,) =

fws,l(-) (x1,.0%n) . fwl_l(.) (X1semXm1)

251X 1¥n) (81,1 (X1,00%0)
w510,,0) wii0,0  O8Etsd)—] J

25,1(0,...0) " 131,1(0....,0) AF(t1,-ts)

ws,1(1,.,1) w1,1(1,...1) 3s,1(1,..,1) 31,1(1,..,1)
fws‘l(o,...,o) "‘fwl,l(o,...,o) dg(tl""'ts)_fzs,l(o,...,o) "'lejl(o,...,o) A§(ty,ts)

e Ll‘l(xl, ...,xn) = 0, V(xl, ey xn) € Rn. NOte que Ul’l(xl, ...,xn) e Ll’l(xl, ...,xn)
satisfazem as hipoteses do Teorema 4.1, pois: Uy ; (x4, ..., x,,) € ndo decrescente e

Ly1(x4,...,x,) € n&o crescente, com Up1(xq, ey xp) = 1,

m
X1,-0Xpn) 2 (+00,...,400)

lim Ui1(xq,...,%,) = lim Ly1(xq, .0, X)),
(xl,...,xn)—>(—oo,...,—00) 1,1( 1 n) (xl,...,xn)—>(—00,...,—00) 1,1( 1 n)

( )ir(ri N )L1,1(X1. ...,Xp) = 0, ambas sdo continuas a direita e F é uma fda
X1,00Xn) > (+00,...,+00

sem pontos de descontinuidade.
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Entdo, como as hipéteses do Teorema 4.1 séo satisfeitas, temos que

Y ( ) fzfssll((o)(xg)xn) fzrrllll(%)(xg)xn) d{y(tllm’ts)_fzzss',ll(((.))“(fol),...,xn) fzzl111((0)(xg)xn) AF(ty,ts)
G, X1 e X ) = oD w114 251D 211(D
fws_l(o,...,o) "'fwl,l(o ..... 0) dg(tl""'tS)_fzsll(o,...,o) "'le,l(o,...,o) dg(ts,.ts)

€ um funcional gerador de classes de distribuicbes de probabilidades.m

O Teorema 4.2 mostra que o Teorema 4.1 e 0s seus corolarios sédo todos

equivalentes entre si.

Teorema 4.2 (T4.2): Equivaléncia entre o Teorema 4.1 e 0s seus corolarios.

O Teorema 4.1 e todos 0s seus corolarios geram exatamente as mesmas

distribuicbes probabilisticas multivariadas.

Demonstracao:

A demonstracdo deste teorema é analoga a apresentada na prova do Teorema

3.2, sendo assim a mesma sera omitida. m

4.5. Suportes para as Classes de Distribuicdes Probabilisticas para o caso

multivariado.

A seguir apresentamos um estudo detalhado dos conjuntos suportes das
classes e das distribuicdes geradas pelos funcionais dos Corolarios 4.1.5a4.1.7 1.

Primeiro observemos que por definicho de suporte de distribuicdo de
probabilidade, teremos que para qualquer distribuicdo F, o seu suporte, S, é dado por
Se = {xXx ERiF(X1, wer) Xj—1, Xiy Xig1s oo r X)) — F(X, e, Xi1, Xj — € Xig1y ey Xp) > 0,VE >

0,para algum i € {1,2,...,n}}. Vejamos entdo a seguinte proposi¢ao:

Teorema 4.3 (T4.3): Teorema geral dos suportes para o caso multivariado.

Seja Hg, . 6, (x1,...,x,) @ funcéo de distribuicdo gerada a partir do Corolario

4.1.5 (respectivamente, 4.1.6). Entédo SHe,..om U}’;lSGj.
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Demonstracao:

Por ser de forma analoga a demonstracdo apresentada na versao univariada

do Teorema 3.3 ja apresentado, omitiremos a mesma. m

O Corolério 4.3.1 mostra um caso especial em que a distribuicéo

Hg, .6, (x1, .., xy) € discreta.

Corolério 4.3.1 (C4.3.1): Baseline discreta multivariada gera distribuicdo discreta

multivariada.

Se todas as G;’s sdo discretas multivariada, entdo H;, . (x4,...,x,) € discreta
] Gl! 'Gm

multivariada.

Demonstracao:

A demonstracao € analoga a apresentada no Corolario 3.3.1. m

.....

Teorema 4.4 (T4.4): Suporte de distribuicdo multivariada € a unido dos suportes

da baseline multivariadas.

Se no Corolario 4.1.5 (respectivamente, 4.1.6)

[f4.1] Sr for um conjunto convexo;

[f4.2] wuin,(1,...,1) = sup{t € R: (ty, ..., ti—1, t, iy, s ty) € Spr € €34(1,..,1) =

inf{t € R:(ty, .., ti—1, t, tix, - ty) € Sp}, UC)(X) >0, VX €R™, e u;,;()(X) ou
£,,()(X), paraalgum [ € {1,...,n;} e Vi € {1, ..., k}, forem estritamente monot6nicas
ou vy, (0, ...,0) = sup{t € R: (ty, .., t;—1, t, tiyy, o, ty) € Sp} € m;1(0,...,0) =

inf{t € R: (ty, ., ti_1, t tiyy, - t) € Sp}, 9C)(X) >0, VX €R", ewv;,;(.)(X) ou
m;()(%), paraalgum [ €{1,..,n;} e Vi € {1, ..., k}, forem estritamente
monotonicas.

Entéo Sy, . = Ujz1 Sg;-
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Demonstragéo:

Esta demonstragdo sera omitida por ser analoga a realizada no Teorema 3.4. m

O Teorema 4.5 mostra condi¢cbes em que a distribuicéo Hg, ¢ (xq,...,%,) €

continua.

Teorema 4.5 (T4.5): Distribuicbes de funcdes continuas multivariadas geram

distribuices de funcdes continuas multivariadas.

Se F(ty,..,tx), Gq,...G,, s@o fda’s continuas no Corolario 4.1.5
(respectivamente, 4.1.6), u;;, €;;, U, vy, m;; € 9 sdo fungdes continuas, entdo

Hg, . 6, (x1,...,x) S€rauma fda continua.

Demonstracao:

A demonstracdo deste teorema €é analoga ao Teorema 3.5, sendo

desnecessaria sua apresentacao. m

O Teorema 4.6 mostra condi¢des em que a distribuicdo Hg, ¢ (xq, ..., %p)

serauma fda de v.a. continua.

Teorema 4.6 (T4.6): Distribuicbes de variaveis aleatérias continuas
multivariadas geram distribuicdes de varidveis aleatérias continuas

multivariadas.

Se F(ty,...,t), Gq,..., G, forem fda’s de v.a.’s continuas no Corolario 4.1.5
(respectivamente, 4.1.6), u;;, €, U, vy, my; e 9 forem fungbes continuas e

diferenciaveis, entdo Hg, g (x4,..,%,) serauma fda de v.a. continua.

Demonstracao:

A demonstracdo deste teorema €é analoga ao Teorema 3.6, sendo

desnecessaria sua apresentacéo. m
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O Teorema 4.7 mostra condi¢cbes em que a distribuicdo Hg, ¢ (xq,...,%,) €
discreta.

Teorema 4.7 (T4.7): Integrais de diferenciais de distribuicdes discretas

multivariadas geram distribui¢cdes discretas multivariadas.

Seja Hg,, ¢, (x4, ..., X,) @ fungéo de distribuicéo gerada a partir do Corolario 4.1.5
(respectivamente, 4.1.6). Se a distribuicdo de probabilidade F(t,, ..., t;) for discreta e
UC) (g, e x) =9(C) (g, oy xp) = 1, V(xq, ..., x,) € R™, entdo a distribuicao
Hg, .6, (X1, ..., xn) sera discreta independente das funcGes monotdnicas usadas

como limites de integragéo.

Demonstracao:

De igual modo as anteriores, a demonstracao deste teorema € analoga ao

Teorema 3.7 ja apresentada no capitulo anterior. m

4.6. Nomenclatura para as Classes de Distribuicdes Probabilisticas e para as

distribuicbes de probabilidades, caso multivariado.

A partir da proposta do método gerador de distribuicdes de probabilidades,
classes de distribuicbes de probabilisticas e das distribuicbes geradas por elas, da
mesma forma que fizemos anteriormente notamos a necessidade da sistematizagao
das nomenclaturas das expressdes encontradas. Desta forma, segue a proposta por
nés elaborada para uma forma geral de nomeacao.

Para as distribuicoes geradas pelo Teorema 4.1, dividimos em duas categorias:
a primeira nomeia as classes de distribuicbes probabilisticas e a segunda as
distribuicdes de probabilidades geradas pelas classes.

A seguir temos as regras de nomeacao das classes e das distribuicdes geradas

pelo funcional do Corolario 4.1.5:

a) Quando da classe de distribuicbes probabilisticas sera: Classe + nome da
expressao (u)(ﬁ)F(tlv "'Ftk)(fl,ill"'!gk,ik)(ul,ill"'J#k,ik)(ml,ill"'Jmk,ik)(vl,ili"'l/l)/k,ik)! ou

seja, classe + nome do vetor U(.)(X) + nome do vetor 9(.)(X¥) + nome da
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distribuicédo de F(t, ..., t;) + nome do vetor ({’1,1-1(.), ---'{)k,ik(-)) (%) + nome do

vetor (ﬂl,il ), ---J”k,ik(-)) (¥) + nome do vetor de (fml,i1 ), ""mk,ik(')) x) +
nome do vetor (4’1,1'1 () ey e, )) ().

b) Quando da distribuicéo probabilistica gerada pela classe sera: nome da classe
+ a substituicdo do vetor (.)(X¥) pelo vetor de nomes das distribuicdes

representadas.

Regras de nomeacgéo das classes e das distribuicdes geradas pelo funcional
do Corolério 4.1.6:
a) Quando da classe de distribuicdes probabilisticas sera: Classe complementar
+ nome da expressao
O WPty, e, ) (M1,1y, s M, ) (Ui s U7 ) Py oo i) (Bt iy oo iy )
ou seja, classe complementar + nome do vetor de 9(.)(X) + nome do vetor de

U()(X) + nome da distribuicdo de ¢(t4, ..., t,) + nome do vetor de

(”mul () eermy (C )) (¥) + nome do vetor (4’1,1'1 (et )) (%) + nome do

vetor (t’ul ), ...,{’”-T(.)) (%) + nome do vetor (#1,1'1(-)' ---rﬂr,ir(-)) ().

b) Quando da distribuigdo probabilistica gerada pela classe serd: nome da classe
+ a substituicdo do vetor ()(X) pelo vetor de nomes das distribuicdes
representadas.

Regras de nomeacéao das classes e das distribuicbes geradas pelo funcional
do Corolario 4.1.7:
a) Quando da classe de distribuicBes probabilisticas sera: Classe normalizada +

nome da expressao (w14, .., ws,)§(11, -, 351), OU Seja, classe normalizada
+ nome do vetor de (W1,1(-)'---,Ws,1(-)) (¥) + nome da distribuicdo de

&(ty, ..., ts) + nome do vetor de (zl,l(.), ...,zs,l(.)) (3.

b) Quando da distribuicdo probabilistica gerada pela classe sera: nome da classe
+ a substituicdo do vetor ()(X) pelo vetor de nomes das distribuicdes

representadas.
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4.7. Obtencgdes de generalizacfes de modelos de classes ja existentes

Neste topico faremos algumas aplicacbes para obtencdo de casos bem
especiais da funcdo generalizada geradora de distribuicdes probabilisticas, ou seja,
fazendo uso de alguns corolarios do Teorema 4.1 denominado método gerador de
distribui¢cdes de probabilidades e de alguns de seus casos particulares.

A seguir, a Tabela 4.5.1 mostra a obtencdo de classes de distribuicbes
probabilisticas de modelos ja existentes com o uso de alguns corolarios do Teorema
4.1.



Tabela 4.5.1 — Generalizacdes de modelos de classes ja existentes
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Sub-casos Distribuicdes Funcdes Monotbnicas Alguns valores especiais Classe Obtida
dS _1|_C3al.5 Util(izada)s para os parametros
tilizado (p, ty,t,
Gh _ Debasis Kundu - Rameshwar
1 () a=0 o o
mOEy)=a+ T-¢%00 b — 0 D. Gupta bivariada -G definida
O b( 912( ))yl B por Kundu e Gupta (2011)
a(l—«a Jx,y) =b(1-G3"(y
3S1C4.1.5 ( )a+2 ! ° G1(x) = Gy(x) =1 — e M* o .
(1+¢t;+¢t,) B2 Distribui¢céo exponencial
1 2 _ G4 (J’) G (y):G (y):l—e_;{zy . . p ..
Ha()(x,y) = b + 1-¢=0) 4 sV bivariada generalizada definida
53 yyz Zl _ /ﬁil por Kundu e Gupta (2011)
6,()(xy) =b(1-G()) 2 =P
a=0 Debasis Kundu - Rameshwar
)81 — - . . -
_ 1-G1 (%) _ D. Gupta bivariada -G definida
r1()Gy) =a+ 671 (x) b=0 por Kundu e Gupta (2011)
a(l-a) my ()0 y) = a6y () () = 1 — el
951C4.1.5 (1 +t; +t;)*+2 ()Cey) = b + 1-652(y) g1(x) B gz (x) B 1 } e_lzy Distribui¢do exponencial
VLN Y) = 622 (y) s =G)=1-e bivariada generalizada definida

my()(x,y) = bGY*(y)

a; = Py
a, =P,

por Kundu e Gupta (2011)
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4.8. Modelo proposto

4.8.1 Obtencédo de uma classe de distribuicbes a partir do Teorema 4.1

4.8.1.1 Modelo Weibull bivariada (G2(y)/(1-G2(y)),G1(X)/(1-G1(x)))

G (x)

Considerando  as  funges ~ monotdnicas (61, G2)(x, ) = —-— = '
—Uu1

H2(61,6) () = 1225, 1(61,G) () = 0, £,(61,6)(x,y) =0 e f a fdp da

- . -~ . - . . — —_ _ a _ a
distribuicdio conjunta Weibull bivariada f(t,t,) = a,a,b byt 1t§2 le=biti’=baty* @

1
G,(y) Gi1(x) )
1-G,(¥) ' 1-G;(x) /)’

fazendo uso do Corolario 4.1.5, teremos a classe Weibull bivariada (

conforme desenvolvimento abaixo:

U2(G1,G2)(xy) u1(G1,G2)(x,Y)
f f(ty,t) dtydt,
f

Hg, G, (x,y) = j

42(G1,G2)(x,y)

G2(¥) G1(%)

1-G2(y) [ 1-G1(x) -1 —1 _p +21_p Q2
H61,Gz(x;}’) =-]. .l_ alazblbztfl t;z e bity"=bat; dtldtz
0 0

1(G1,G2) (x,y)

G1(x) G2(»)

1-G1(x) a—1 _p. 91 1-G2(y) ar,—1 _n. a2
abt;* " e bty dtlf a,b,t;? e Pt dt,
0

He, c, (x,y) = f

0

G1(x) ) G2 \*2
HG1,G2 (.X', }’) = <1 — e_bl(l_él(x)) ><1 — e_bz(l_éz(”) )

Derivando Hg, ¢, (x,y), teremos:

G a;—1 G a;
o =i 2 s (726) e () )

9. ( Go() )“flexp(_b( Go() ))
(l—Gz(y))2 1-G,(y) 2 1-G,(y)
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4.8.1.2 Funcdo Risco usando a Classe Weibull bivariada (G2(y)/(1-
Ga(y)),G1(x)/(1-G1(x)))

Podemos obter a funcao risco Rg, ¢, (x,y) usando a classe Weibull bivariada

( G,(y) G1(x)
1-G,(¥)’ 1-G1(x)

formula abaixo:

), substituindo as expressdes de hg, ¢, (x,y) ede Hg ¢, (x,y)na

he,,..6,(xy)
1—-Hg, ¢,y

RGI,...,G4 (xy) =

4.8.1.3 Expansbes da Funcao de Distribuicdo e da Densidade da Classe
Weibull bivariada (Gz(y)/(1-G2(y)),G1(x)/(1-G1(x)))

A seguir, veremos 0s calculos do desenvolvimento da expanséo da funcéo
geradora de densidade de probabilidade da classe Weibull bivariada

( G(y) Gi(x) )
1-G,(y) " 1-G1(x) /"

Como

(x a; © kpk ) .
ex”(_bl(%(lzx)) )=Z( 1;3! Lo (1 - 6,0) "
k=0
Gz(x) “ -
exp( <1_Gz(x)> > ]Z

Logo

=D'b,

Gazf(y)(l ~6,()) "

hg,,..c,(x,y) = ayazb1b;

910 (G TS Db G ) (1 — —ak
(1-6,)° (1 - Gl(x)> . T 0 (& )(1=G1(0)
92 60 \* 0 VB, oy ey
- G,* 1—-G
(1-6,»)* (1 — G, (y)) P T (1 —-G6)

(—1 ) b} G —ay(k+1)—1
hg,,(x,y) = a1azb1b291(x)2 LDy )(1—-G1(x)) (D

92(}’)2( D2 63200 531 = Gy ) 0!

Como
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o

—a;(k+1)-1 —a(k+1)-1
(1-G1(x) )=t ( >(—1)lG{(x)
(1-6,) ™7 = z ( U= ) (—1)* 65

Logo temos

h61,62 (x,¥) = aya;b1b,91(x)g,(y)

(DD eyt O (—ar(k+1) — 1
Tlcl e 1(x)z< o )(—1)16{@

z b, 0“2”“)( )Z( wi 1) )(—1)5 G5 ()

0 00

—a;(k+ 1) — 1\ (DY
hcl,cz(x:}’)=a1azb1bzg1(x)z < a( ] ) )%—,1 G 06 ()
k=01=0
o (—ap G+ 1) — 1\ (1D, oy
gz(y>zz< @y D >(;—!20220+1> RO

j=0s=0

— k+1
he6,(x,¥) = a1a2b1b2g1<x>g2(y)z Z( alkry 1><1>_b161alo<+1>+z ')
=0 Il=

k!
ii(—am +1) - 1)( 1)J+Sb2 Ga0rDHs-i )

j=0s=0

+ oo +o00

N o (—a;(k+1) — 1) [— 1) —1
e y>—alazblbzgﬂx)gz(y)ZZZZ( ey )( w0 )

k=0 1=0 j=0 i=0

( 1)k+]+]+sbkb
k!j!

2Ga1(k+1)+l 1( )Gaz(]+1)+s 1(y)

Como
y X
Houo o) = | [ Fo, () dtadey
0 0

Logo teremos:
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Hg, ¢, (x,y) Z
=01

(— 1)k+j+j+sa a, bk+1bj+1
(a;(k+ 1) +D(a,G+ 1) + i)kl t

ii <—a1(k Jlr 1) — 1) <—a2(j J; 1) - 1>

= ]:O s=0

al(k+1)+l( )Ga2(1+1)+s( )

4.8.1.4 Expansao para os momentos bivariados de ordens m; e m, paraa
Classe Weibull bivariada (G2(y)/(1-G2(y)),G1(x)/(1-G1(x)))

Utilizando a expansao da fdp, podemos obter a expansdo para 0s momentos

G2 (y) G4 (x) )
1-G,(¥) " 1-G,(x)/"

bivariados de ordens m,; e m, para a classe Weibull bivariada (

Como

+oo +oo
Um, m, = E[X7"X,"?] = f f x; ) 2dF (xq, %)

Logo, teremos:

o oo

Fmamz = f_m f_w mW’"ZZZii(‘%(’“{U—1><—az(it1)—1>

01=0 j=0s=

—1ktitits g q pktipi*tt _ ] ~
( ) 1201 2 gl(x)gz(y)Glal(k‘l‘l)'l'l 1(x)62az(]+1)+5 1(y)dxdy

!
O —al(k +1) =1\ [—a,( + 1) — 1\ (=1)*+i+i+sg, q, pk+1pI
iy = 0, 0, -
s k!j!
k=0 1=0 j=0s=0

+oo +co .
f f XMy g () gp () AR () o0+ D+ () g

Portanto,

O ~a kD) = 1) (—ap( 4+ 1) = 1) (= DFHHsa, a, bR
Hmym, = ZZZZ l s ki)

Tmy,0,a; (k+1)+1-1,1Tm,,0,a,(j+1)+s—1,2

onde
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Tmnry = E(mev(z)an(Z)r) = f mev(z)an(Z)rdFv(Z)

|
Em particular, para m; = 1 e m, = 1, teremos a expansao para a media
bivariada y, ; para a classe Weibull bivariada (102@&) , 102(920)
—u2 —u1
IENANARAN —al(k +1) =1\ (—ay(j + 1) — 1\ (=1)*H+i*+sq, g, pk+1pI+
“1'1_2222 s k)
k=0 [=0 j=0 s=
T1,0,a; (k+1)+1-1,171,0,a,(j+1)+s-1,2
|

4.8.1.5 Expanséo para a funcao geradora de momentos bivariados para a
Classe Weibull bivariada (G2(y)/(1-Gz(y)),G1(x)/(1-G1(x)))

A seguir veremos o desenvolvimento dos calculos da expanséo para a funcéo

60) 6K )
1-6,(»)’ 16,0/

geradora de momentos bivariados para a classe Weibull bivariada (

Como

+ 0 + 0
MX1X2 (t1: tz) =F (ethlethz) — f f et1X1et2XZdF(x1’x2)

Logo, teremos:

Myy (ty,t7) = f_m f_ ) etr* fzyiz

=01

j ii (—al(k +1) — 1) (—az(j J; 1) - 1>

0 j=0s=0

(—1)k+j+j+sbfb£ (k+1)+1-1 (G+1D)+s—1
k! a1a2b1b291(x)92()’)0(111 (X)ng T (y)dxdy

+

o 400 o PR ;
—al(k + 1) -1 —az(i + 1) -1 (—1)k+}+]+sa1a2blf+1b]2+1
w3553 S
e e, . ]

k=0

[ ] et g.g:0068 4 @60 ) dxay

Como
et x™

t1x — Yy X 62y — tay”
et _Zm=0 m! eezy Zr 0 r!
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Portanto,

iiiii(—al(k+1)—1><—a2(];r1)—1>

(o]
Myy (1, t2) =
k=0 1=0 j=0 s=0 m=071=0

i+j j+1
(—1)k+1+1+5a1a2b{‘+1bé tTlntTZ‘

kljlm!r!

onde Typrp = EE™f,(2)1E,(2)7) = [*7 27 f,(2)1F,(2)" dF,(2).m

Tm,0,a1(k+1)+1-1,1Tr,0,a, G+ 1) +s—1,2

4.8.1.6 Expansdo para a funcdo caracteristica bivariada para a Classe
Weibull bivariada (Gz(y)/(1-G2(y)),G1(x)/(1-G1(x)))

A seguir veremos o desenvolvimento dos calculos da expansao para a fungao

Go(y) G1(x) )
1-G,(¥) ' 1-G1(x)/"

caracteristica bivariada para a classe Weibull bivariada (

Como

+ o0 40

Logo, teremos:
oer(tuty) = f f pitsx ltzyzzzz(—al(k+1)—1><—a2(j+1)—1>
Xy\t1,t2) —
T =0 1=0 j=0 s=0 s

(_1)k+j+j+sb{<bé'
k!j!

a;a;b1b,91(x) g, (Y)Gfl(k+1)+l_1(X)GZaZ(jH)H_l(Y)dde

OO (—ar(k + 1) — 1\ (—ap( + 1) — 1\ (—D)kH g, g, bkt 1pI
Pxy(t1, t2) ZZZZ I s k!j!

k=01=0 j=0s=0

+ o0 + o0 .
[ ] etees 0,06 e ) dxay

C tix = yo° imetam 2y = Y1 irtyy”
omo e* = 30— 1 eels = 37—

Portanto,

Oxy(ty, ty) = i iii i i <—a1(k Jlr 1) - 1> <—a2(j -; 1) - 1)

k=0 1=0 j=0 s=0 m=0r=0

o
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ilides j+1
(_1)k+}+]+slm+ra1a2b{c+1bé t{ntg

kljlm!r!

ONde Ty rw = EG™f, (2)F,(2)7) = [ 2™ f,(2)7F,(2)7 dF,(z).m

Tm,0,a,(k+1)+1-1,1T7,0,a,(j+1)+s-1,2"

4.8.1.7 Expanséo para os momentos centrais bivariados de ordens m, e
m, para a Classe Weibull bivariada (Gz(y)/(1-G2(y)),G1(x)/(1-G1(x)))

A seguir veremos o desenvolvimento dos calculos da expanséo para 0s
momentos centrais bivariados de ordens m; e m, para a classe Weibull bivariada

( G, (y) G1(x) )
1-G,(y) " 1-G1(x) /"

Como N
.u;nl,mz =E [(Xl - ,uljo)ml (XZ - ﬂo'l)mz] = f f (X1 - .ul,o)ml (xz - ,uo'l)mz dF(xlv xz)

—o0 —o0

Temos

'um1m2 Z Z ( )( )( 1)r1+r2‘u Oug,zl.uml—rl,mz—rz

Como

Himy =y ma-r, = i i ii (‘“1(" Jlf - 1) <—az(/' J; 1) - 1>

k=0 1=0 j=0s=0

+1
( 1)k+]+]+sa a, bk+1b]

k! Tm,—11,0,a; (k+1)+1-1,1Tm,—1,,0,a, G+1)+s—1,2-
Portanto,
O my\ (my\ (—a;(k+1)—1\[—a,j+1)—1
Himym; = ZZZZZZ(?‘)(?”) l s
=071,= =0 1=0 j=05=0 1 2

i+7 j+1
(_1)r1+r2+k+]+j+sa1a2 bf"—lb]

T2
k'j' I’ll,oﬂo'lel —rl,O,al (k+1)+l—1,1Tm2—rz,o,az(j+1)+s—1,2

Em particular, param; = 1 e m, = 1, teremos a expansao da covariancia

G, (y) G1(x)
1-G(y)’ 1-G1 (%)

para a classe Weibull bivariada ( ) é dada por:
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e}

NN IN Yt e G

1r1=071,=0k=0 [l=0 j=0 5s=0

T+t j+j+s k+1pj+1
(=) g, a, b1 by Ty
k! j! H1,0H0,1T1-71,0,a1 (k+1)+1-1,1T1-715,0,a, (j+1)+s-1,2

4.8.1.8 Expanséo para o coeficiente geral bivariado para a Classe Weibull
bivariada (G2(y)/(1-G2(y)),G1(x)/(1-G1(x)))

A seguir veremos o desenvolvimento dos calculos da expanséo para o

G2 (y) G1(x) )
1-G,(¥) ' 1-G1(x)/°

coeficiente geral para a classe Weibull bivariada (

E[(Xl ~1,0)"" (Xo=10,1) 2] E[(Xl—lh,o)ml(Xz—#0,1)mz]

Como C,(m,,m,) = T , entdo
J wie tuwgz" 2
teremos:
:[’Lml,mz
Cg (ml' mZ) = mq _m,
0; 0,
Portanto,

w (CDFITRAYKYT oy (kta—1
r=o Zic=0 2j=o0 KT () () i) Tm-ro0j-a-k-11

Cy(m) =
k+j+7r ga+k _
( =0 2k=0 Zj=0 = kjr(f)a “ ) (k+;¥ 1) TZ‘“OJ‘“"“Ll)

m
2

Em particular, para m; = 3 e m, = 3, teremos a expansao para o coeficiente
de assimetria do caso particular da classe da distribuicdo Weibull bivariada

( G,(y) Gi(x)
1-G,(¥)’ 1-G1(x)

), € dada por:

Cq = C4(3,3)

Similarmente, para m; = 4 e m, = 4, teremos a expansao para o coeficiente

de curtose do caso particular da classe da distribuicdo Weibull bivariada

G,(y) Gi(x) , _ ~
(1_02(37)’ 1—Gl(x))’ e dada por' CC - Cg(4‘,4‘)..
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4.8.1.9 Derivadas da funcdo log-verossimilhanca em relagcdo aos

parametros para a classe Weibull bivariada (Gz(y)/(1-Gz(y)),G1(x)/(1-G1(x)))

A seguir, veremos os calculos do desenvolvimento das fungfes escores em

G, (y) G1(x) )
1-G,(¥)" 1-G1(x) /"

relacdo aos parametros para a classe Weibull bivariada (

Como

n
x;; 0
21409}161,62 (xj,yj; a, a, bl,bz,ﬁ,Q) =nlLog(a,a,b,b,) + 2 Log a( 4 ) 5
j=1 j=1 (1 — Gl(xj;Q))
+(a; — 1)ZL0 ( 6,(%:0) ) b i( 6,(x:6) >
! 1-Gy(x;;6)) £i\1- Gy(x;: 0)

g —22008) +(1)ZL9<%>”Z<%>

= \(1-6(31:8)) =

Logo teremos que:

=—+

z aLOghGl,Gz (xj»yji aq,az, by, bz'ﬁ'Q) _n S L Gl(xj;Q)
day a, 0 B

[y

j=1

~.

v (_G1(x30) )al_l ( G1(x;;8) >
—a b — lO =
! 1;<1—Gl(x,-;g) g 1-Gi(x;;9)

= dLoghg, ¢, (xijj; a4, ay, by, by, B, 9 Gz Y .3)
Z F B + Z Log
= a 1-G,(y;:B)

“ G, (J’j;ﬁ) “ G, (J’jiﬁ)
_a1b1 N = lO -~ =7
Seom) w))

$ OLoghs,q, (%3 a1z, bu b f.0) Z ( G (x;:6) )

T b, by \1- G1(x; 0)




150

a

z dLoghg, ¢, (x],y,, ay, Az, by, by, B, 9) n zn: G, (yj:ﬁ)
ab, b L\1-6,(yp)

[y

~.

aLOg gl(x] 9)
= dLoghe, ¢, x]'y ay,az, b1, b2, B, 9) B (1—Gl(xj;Q))2
Z 0, = 306, *

j=1 1

-
-
I

3
S5

+(a1—1)z (1610(1?’“192’)) Z <1G16(12:;)>

a0,

6Log gl(x] 9)
n 6L09h61,02 (x]-, y]» a, az, bll bZ! E} Q) _ i (I—Gl(xj:Q))z 4

B B

1 j=1

Gz(}’-iﬁ) Gz(}’-iﬁ) “
n dLog (1_—J> n 0 (1_—J>
+(a2 _ 1) Z aﬁGz(yj'E) _ bz § Gggj'ﬁ)

l l

j=1 j=1

J

4.8.1.10 Entropia bivariada de Rényi usando a classe Weibull bivariada
(Ga(y)/(1-Gz(y)),Ga(x)/(1-G1(x)))

A entropia € uma medida de incerteza, no sentido que se maior o valor da
entropia menor a informagao e maior a incerteza, ou seja, maior a aleatoriedade ou
desordem.

A seguir veremos o desenvolvimento dos calculos da expanséo da entropia

G2(y) G1(x)
1-G,(¥) " 1-G1 (%)

bivariada para a classe Weibull bivariada ( ) usando a entropia de

Rényi:
Como
1(x “ = 1)knkpk a —kay
P <_nb1< GCE1Zx)> > z( ) =Gy Gy () (1= G () *
k=0
a ® 1 j ia
oo )5 -

Logo
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nbn+k n(a1—1)+ka1 —T)(al—l)—kal
Gy (01 -6,(x))

k
L Go) = <x>z( 2

Jni
WL0) = g (y)Z( L

bn+1

Gn(a2—1)+ja2 (y)(l _ Gz (y))—n(az—l)—jaz

Como
Dk O (—n(a; — 1) —ka
(1-6,0)) """ = Z( b B IGEREHEY
1=0
-n(az—1)—ja C —n(a - 1) —Jja
(1-6m) " “=Z< o 2)(—1)%5@)
r=0
Logo temos
® = -1 k 1 k+l len+k B
hgl(x) _ ZZ( TI(al ) al)( ) k' a, o, g;y(x)Gln(al 1)+ka1+l(x)
k=0 [=0
“ -1 1)+l 1t
) = ZZ( n(a, ) ]a2>( ) ]77' a, n( )Gn(az 1)+Ja2+r( )
]j= r=
Logo temos
2 - 1D -k 1)k+pk nbn+k
f hn (x)d _ ZZ( T)(a1 ) a1>( ) Z' aq f g (x)GI](al—l)+ka1+l(x) dx
- k=01=0 ' —°
+00 22 K+l k 1 N+kK
—n(ay — 1) — kay\ (-1 *nkalb]
f hZ1 (x)dx = Z Z ( 1 I ! Kl ! Tonn(a;—1)+ka,+1,1
% k=0 1=0 '

+o0 = ; j+7 n+j
—n(az — 1) —jay\ (=1)/""n/a]b] —1)+j
| o) dy=zz< : 2 e [ gy i) ay

j=07=0 r st
+oo 2 Z i i+ 0] 4 1
—n(az = 1) —jaz\ (=1Y""Wayb
f hr(liz(y) dy:zz< ’ r : Ji — Tonm(az—1)+jaz+7.2
—o =0 =0 )
Como,
+00 +o00 + 00
J f hc G, (x,y) dxdy = J hgl (x) dx f hgz (y)dy
Assim,

Lan) = = ~log ( | mieax | wLo dy)

—00

Portanto,
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w oo @ oo 1) -]
1in1°g{;;;;( n(a, ll) ka1>< n(a; rl 1a2>

i i +k +j
(_1)k+l+1+rnk+1 agbf an b77 ]

Lr(m) =

Il j! Tonn(a,-1)+kas+L,1Tonn(a-1)+ja, +r,2}

Podemos escrever a funcéo risco da seguinte maneira:

1og<z Z( n<a1—1>—ka1>( Dl

o o n(az _ 1) ]a2 ( 1)]+rn] a77 bTI+]
10g Z Z ]' TO,TI:TI(az—l)-I-jaz +T,2
j=0 r=

PURAL
1b

Lr(m) =

Tonn(a;—1)+ka, +l,1)

4.8.2 Construcdo de uma distribuicdo da classe Weibull bivariada
(Ga(y)/(1-Gz(y)),Ga(X)/(1-Ga(x)))

Como ja vimos no inicio deste capitulo e no tépico anterior propomos um

método gerador de distribuicdes e classes de distribuicbes, onde geramos uma classe

G, (y) Gy (x)
1-G,(¥)’ 1-G1(x)

denominada Weibull bivariada ( ) em que iremos aplica-las

considerando G;(x) =1 —e 1% e G,(y) = 1 — e %2,

4.8.2.1 Distribuicado Weibull bivariada (Exp2(y)/(1- Exp 2(y)), Exp 1(x)/(1- Exp
1(x)))

Considerando G;(x) e G,(y) as fda’s das distribuicdes exponenciais de

G, (y) G1(x) )
1-G,(») " 1-G1 (%))’

parametros 1, e 4, no funcional gerador da classe Weibull bivariada (

Exp,(y) Exp,(x) )

teremos a distribuicdo Weibull bivariada (1 0. () TExp ()"
- 2 - 1

Azy 1 )llx_l

— - a a
H(x,vy) —f f ayazb, byt 1t;12 le=bity*=bat;” gt dt,

H(x,y) = (1 - exp(—bl(ellx — 1)a1)) (1 - exp(—bz(e/lzy - 1)a2))
Derivando H(x,y), teremos a funcdo densidade de probabilidade Weibull

Exp,(y) Exp; (x) )
1-Exp,(y)’ 1-Exp; (x)/)"

bivariada (

h(x,y) = 1yA,a,a,b,b, (ellx - 1)a1_1(e)‘2y - 1)az_18’11"”“23’_1’1(3113(‘1)(11‘bz(elzy—l)az
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As figuras 4.8.2.1.1 a 4.8.2.1.2 mostram os gréficos da fun¢do densidade de

probabilidade representada pelas superficies e pelos contornos do modelo proposto

Exp,(y) Expq(x)
1-Exp,(y) " 1-Exp, (x)

denominado de distribuicdo Weibull bivariada ( ) gerados a partir de

alguns valores atribuidos aos parametros caracterizando algumas possiveis formas.

Outros gréficos desta fungéo esta no apéndice B.

a,=0.1,8,=0.1, by =0.1, by =0.1,2,, = 0.1, 1,=0.1
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Figura 4.8.2.1.1 — Superficie da fdp da Weibull bivariada (1 T, ) 1—Exp. ()
- 2 - 1

8,=0.1,8,=0.1, by =0.1, by=0.1, %, =0.1,3,=0.1
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Exp,(y)  Expi(x) )

Figura 4.8.2.1.2 — Contorno da fdp da Weibull bivariada (1 Er(0)’ T—Exp. ()
- 2 - 1
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4.8.2.2 Funcgéo de Risco bivariado usando a distribuicdo Weibull bivariada
(Expa(y)/(1- Exp 2(y)), Exp 1(x)/(1- Exp 1(x)))

Podemos ainda obter a fungao de risco usando a distribuicdo Weibull

bivariada( Exp, () _Exp, (%) )da seguinte forma:
1-Exp,(y)  1-Exp1(x)

_ hxy)
R(xJY) - 1 —H(X,y)

Portanto,

MAraa,b1b, (ellx - 1)a1_1(e/12y - 1)a2_1611x+’123’_b1(ellx_l)al_bz(elzy—l)az
R(x,y) =

1— (1 - exp(—by (et — 1)0))(1 — exp(—b,(er2y — 1)%2))

As figuras 4.8.2.2.1 a 4.8.2.2.2 mostram os graficos da funcdo risco
representada pelas superficies e pelos contornos do modelo proposto denominado de

distribuicdo Weibull bivariada (15’;2;(’8]), 1E;Z;(2c)) gerados a partir de alguns valores
- 2 - 1

atribuidos aos parametros. Outros graficos desta fungéo, encontram-se no apéndice
B.
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Figura 4.8.2.2.1 — Superficie da funcao de risco da Weibull bivariada

( Exp2(y) Exp4(x) )
1-Exp,(y)’ 1-Exp1(x)
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a,=0.1,8,=0.1, by, =01, by=0.1, 5, =0.1, ip=0.1

100 200 300 400 500

Figura 4.8.2.2.2 — Contorno da fungéo de risco da Weibull bivariada

( Expp(y)  Exp;(x) )
1-Exp,(¥)’ 1-Expq(x)

4.8.2.3 Expansdes das Funcdes de Distribuicdo e da Densidade da Weibull
bivariada (Exp2(y)/(1- Exp 2(y)), Exp 1(x)/(1- Exp 1(x)))

Podemos obter a expanséo da funcéo densidade de probabilidade da Weibull

Expa(y)  Expi(x)
1-Exp,(y) " 1-Expq(x)

bivariada ( ) da seguinte maneira.

Como

=0
Logo
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h(x, y) = Allzalazblbz

(ehx — 1)a1—1(e;12y _ 1)a2_1e)llx+/12y Z Fl}{;'kbf (et — l)kal Z(_ll_?lbé (eh2y — 1)“12

k=0 =0
h(x,y) = A1A,a,a;b,b,
X ANkpk X NIl
pMx+2zy (=1)"by (e’llx _ 1)(k+1)a1—1 (—=1D°b; (eazy _ 1)(l+1)az—1

k! I
k=0 =0

Como

(ellx (k+1)a1 1

<(k + 1)611 - 1) (—1) e (et Dar—j-1x

(6123’ (l+1)az 1_ ((l + 1a, — 1) (—1)i pA2((+1)az—5-1)y
Temos,
o ((k + Day — 1\ (=1) b .
h(x,y) = 11A,a,a,b1b, z Z <( Jay >()k—'1 A1 ((k+1)ay—j)x
k=0 j=0 ‘]
[ee] [ee] l
Z Z (U +Da, - 1) ED™b; s, @rvay-sy
|
=0 1 i
s=0
Portanto,
hGx,y) = Zzzz<(k + 1)a1 - 1> ((l + 1a, — 1)
k=0 j=0 l=0 s=
k l k+13,0+1
(DM A5a1a,b5 by oA (e 1)ag —)x+ Ay (1HDaz-s)y
k'l
Como

Y rx
H(x,y) = f f fwep1(t1, t2) dt dt,
o Jo

Logo teremos

Hx,y) —ZZZZ<("+““1‘1><<1+1>% —1>

k=0 j=0 =0 s=
k+j+l+spk+11+1
MAzaga,(=1)*" by b,

(A1((k + Day — ))(A(U+ Day — s))k! 1!

eM((k+1D)a;—x+22((I+1)az-s)y
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4.8.2.4 Expanséo para os momentos bivariados de ordens m; e m, da
distribuicdo Weibull bivariada (Exp2(y)/(1- Exp 2(y)), Exp 1(x)/(1- Exp 1(x)))

Utilizando a expanséo da fdp, podemos obter a expansdo para 0s momentos

bivariados de ordens m, e m, da distribuicdo Weibull bivariada (1E’;Z;(y(z/),1m;z;(g)):
- 2 - 1

Como

“+ o0 “+ o0
Mml,mz = E[Xlnlx’zrnz] = -]- J‘ xlnlxgnzdF(xli xZ)

Logo, teremos:

+00 +00
fmym, = E(X™Y™2) = f f xMiyMzf o (x, y)dxdy
0 0

Assim,

O o oo

oo, i ZZZ ((k + 1)611 - 1> ((l + 1a, — 1) (_1)k:!+ll:5bfbé

=0 j=0 [=0 s=
MAzaia,b b, T (my + (M, + 1)
. +1
(A (e + Day — D)™ (A(U + Day — 5))

m2+1

Em particular, para m; = 1 e m, = 1, teremos a média bivariada da distribuicdo

Weibull bivariada( Expy () _Exp;(X) )
1-Exp,(y) " 1-Exp;(x)/°

OO e + Day — 1 (l+1)a2—1 (—1)k+i+l+spkpl
”‘11_ZZZSZ< )( > k1!

k=0 j=0
MAyaya,b, b,
. 2
(11/12((15 +Da; — )+ Da, — S))

4.8.2.5 Expansao para a funcéo geradora de momentos da distribuicéo
Weibull bivariada (Exp2(y)/(1- Exp 2(y)), Exp 1(x)/(1- Exp 1(X)))

A expansao para a funcéo geradora de momentos da distribuicao Weibull

Expp,(y)  Exp;(x)
1-Exp,(y) " 1-Exp,(x)

bivariada ( ) pode ser obtida da seguinte maneira:
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Como
+00 +00
Myy (ty, t;) = E (ef1%+E2Y) = J j ety £ op1(x,y)dxdy
o Jo
Temos

OO O [k Day — 1) (U Da, — 1) (D452, 4y a,a, b4 b5
My (t1,t2) = j s k!

k=0 j=0 =0 s=0

1 1
(MG - k+Day) —t) (L(s = U+ Day) — t,)

4.8.2.6 Expansdo para a funcéo caracteristica da distribuicdo Weibull
bivariada (Exp2(y)/(1- Exp 2(y)), Exp 1(x)/(1- Exp 1(x)))

Similarmente a expansao para a funcéo caracteristica da distribuicdo Weibull

bivariada ( Exp, () _Exp, () ) pode ser obtida como a seguir:
1-Exp,(y) 1-Exp,(x)

Como

+°O +°O
Oxy(ty,t;) = E (eit1X+it2Y) = f f ettatitzy £ o1 (x, y)dxdy
o Jo

Temos
(ty,t,) = i i i i (k+ Da, — 1\ [+ Da, — 1\ (=152, 2, aya, b5 b5
Pxy\l1, l2) = j S k!
k=0 j=0 1=0 s=0
1 1

(1m0 = k+ Day) —ity) ((s = L+ Day) — ity)

4.8.2.7 Expanséo para os momentos centrais bivariados de ordens m, e
m, para a distribuicdo Weibull bivariada (Exp2(y)/(1- Exp 2(y)), Exp 1(x)/(1-
Exp 1(x)))

Podemos ainda obter a expanséo para 0s momentos centrais bivariados de

Exp,(y)  Expi(x)
1-Exp,(y) " 1-Exp;(x)

ordens m4 e m, da distribuicdo Weibull bivariada ( ) da seguinte

forma:
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Como

mq
I'lml my, Z z ( ) ( ) ( 1)T1+T2l'l OMO 1l'l'm1—r1 my—7y

=0r,=

e

c© ©0 o0 00

Moy —rmy 1 Z 2 z Z ((k + 1)a1 — 1> ((l + 11{12 — 1) (- 1)k:!+ll!+sbfbé

k=0 j=0 1=0 s=0

MAzaqab b, T (my — 1y + DMy — 1, + 1)

T ((k + Day - D) (A + Dag — )

Logo teremos,
my,m 3 A NAY _a1(k+1)—1)<—a2(j+1)_1>
ZZEZEZ( DO S

(_1)r1+7'2+k+j+j+5a a b:{( 1bé’+1 lLll 0”0 11112a1a2b1b2]1(m1 - Tl + 1)F(m2 - TZ + 1)

k1! (M + Day = D)™ (A,(0 + Day - )

my— r2+1

Em particular, para m; = 1 e m, = 1, teremos a expansao da covariancia para

Exp,(y)  Expq(x)
—Exp,(y)’ 1-Exp;(x)

a distribuicdo Weibull bivariada (1 ) dada por:

DPNNINXH] Ay (b

r1=07,=0 k=0 [=0 j=0 5=0
(—1)r1+r2+k+j+j+sa1a2bfﬂbgﬂ lil ‘olo 1/11/12a1a2b1b2F(2 —r)IN(2 —1,)
- - 2—
ket ! (M (Ck + Day — D) Aa(( + Day — )

4.8.2.8 Expansao parao coeficiente geral bivariado da distribuicao Weibull
bivariada (Exp2(y)/(1- Exp 2(y)), Exp 1(X)/(1- Exp 1(x)))

Pode-se ainda calcular a expansédo para o coeficiente geral bivariado da

Exp,(y)  Exp;(x)
1-Exp,(y)’ 1-Exp,(x)

distribuicdo Weibull bivariada ( ) da seguinte maneira:
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E[(Xl ~t1,0)"" (Xz—#o,1)m2] _ E[(Xl—lh,o)ml (Xz—ﬂo,l)mz]

Como Cy(my,my) = TYERTIE = o , entdo
20 Hopz 1“2
teremos:
!
#ml,mz
Cg(ml'mz) = "m; _m,
0—1 0-2

Em particular, para m; = 3 e m, = 3, teremos a expansao para o coeficiente

de assimetria bivariada da distribuicdo Weibull bivariada ( Expp () | _Exp, (%) ) é dada

1-Exp,(y)’ 1-Exp;(x)
por:
C, =C,(33)

Similarmente, para m; = 4 e m, = 4, teremos a expansao para o coeficiente

de curtose bivariado da distribuicdo Weibull bivariada ( Exp,0)  _Expy(x) ) é dada

1-Exp;(y)’ 1—Exp(x)

por:

Ce = C,(4,4)

4.8.2.9 Derivadas da funcédo log-verossimilhanca em relacdo aos

parametros da distribuicdo Weibull bivariada (Exp2(y)/(1- Exp 2(y)), Exp
1(})/(1- Exp 1(x)))

A seguir, veremos as derivadas fun¢ao log-verossimilhanca em relacao aos

parametros da distribuicdo Weibull bivariada ( Exp, () _Exp, (%) )

1-Exp,(y) " 1-Exp,(x)/"

Como

LoghGI’GZ(x]', y}, aq, ap, bl' bz, AI'AZ) = nLOg(AllZalazblbz) +
1

n
]:

n

n n n
+(a; — 1)2L0g(e)‘1xf —1)+(a, - I)ZLog(e’lzyf -1)+ /11ij +A ) yi—
=1 =1 =1

Jj=1

n n
by Y (M= 1) — by Y (4~ 1)"
j=1 j=1
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Logo teremos que:

n n

aL h i Yis ) Jb ;b ;A ;/1

z 0g Gl,Gz(x] Yj; A1, Az, D1, 02, 41 2) _ £+ ZLog(e’lle _ 1) _
da,; a; &

j=1

n
—a, by Z(elixf — 1)a1 log(ellxi — 1)
j=1

n
dLogh ,a,a,b,b,l,/l
Z g Gl,Gz( »Yjs A1, A, D1, Do, A1, Ay __I_ZLOg(eAzy,_l)_

da
i=1 2

n
—a,b, Z(e’lzyf —1)%log(e??i —1)
=1

n n
Z aLOghGl’GZ (xj,y], aq, ap, bl’ bz, /11, Az) _ 1 _ Z(e}llx] _ 1)(11

£ db,

n n
0Loghg, ¢,(X;,¥j; a1, a3, b1, by, A1, 2;)  m A2yj
ab, b, Ll

j=1

LG 6L0ghGl’G2 (x]', y], a, ap, bl, bz, )Ll, AZ) Alx] n
Z A % + (@ =1) Z 1) Z X
j=1 1 (e - ) =1

. lzy n
aLoghGl,Gz (x];y]; aliaZIlebZiALAZ) n 1 J
D o7, =g, T2 )Z 1) Z

~.
=

4.8.2.10 Entropia bivariada de Rényi usando a classe Weibull bivariada
(Ga(y)/(1- G2(y)), G 1(x)/(1- G 1(x)))

A seguir veremos o desenvolvimento dos calculos da expanséo da entropia

para a distribuicdo gama- exponencial 3, usando a entropia de Rényi:
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A seguir veremos o desenvolvimento dos calculos da expanséo da entropia

bivariada para a distribuicdo Weibull bivariada (15222@&), f’;’c;(’a)), usando a
- 2 - 1

entropia de Rényi:

Como

(- 1)" “by

exp( nbl(ellx— 1)a1) z

( Aix _ 1)ka1

1)/n/p’ j
exp( T]bz(e/lzy _ 1)0.2) Z( ) 77 2 ( A 2V 1)]0,2
Logo teremos

® +k

Jond g7 n+j
( )= Z( 1) 77 A,a bZ e/’lzy(elzy _ 1)(j+1)a1—1
Como

(3/1196 _ 1)(k+1)a1—1 _ Z ((k + 1)a1 - 1) (_1)1 311((’”1)‘11—1—1)’6

l
1=0

(e — 1)Ut _ Z <(j +Day — 1) (—1)" et2((+Dar-r-1)y
r

=0

Entao teremos

2 — n,npntk
hg (x) _ ZZ <(k + 130,1 - 1) (—1)k+l'r];:lla1 bl e/ll((k+1)a1—l)x
1 !
=0

(=}

© 2. _ —1YJ+T i 31 M I
hgz(y)=22((]+1)a1 1>( 1)) 2;3a; by eA2(G+Dar—r)y

il
j=0 r=0 r J:
Temos
+oo - _ etk 37 g1 n+k 4o
f h21 (x)dx = <(k + 1)la1 1) D k'ﬂ b f eM((k+Dar=0)x gy
k=0 [=0 * 0

too i i+ 1 — 1\ (—=1Yt" j/ln 77b77+f +oo .
f hg (v)dy = Z Z (U )aq > (-1 " A2a2b; f h2(U+Dar=1)y gy,
0 . o

T Jj!
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40 +00 +00 +oo
fo J; hgl’GZ(x, y) dxdy = fo hgl(x) dx J; hgz (y) dy

Assim,
1 +co + oo
Lo =g tog( [ WL ax [ wLGIay
1 — n 0 1 0 2
Portanto,
1 e ((k+ Day =1\ (G + Day — 1
INOEE log{ZZZZ( : )( :
| l r
k=0 1=0 k=0 =0

(_1)k+l+j+rnk+j/1717a717 b;“k/lga
k!j!

nbn+j 400 400
272 J j eM((k+Da;=Dx+2; (G+Das-1)y gy dy}
o Jo

Podemos escrever a fungao risco da seguinte maneira:

1 O (k4 Das — 1\ (=1)eHnk AT gTph*k e
Lr(m) = T nlog (ZZ (( 3 1 >( ) nk' 17171 j eM((k+Day-Dx g,
' 0

2 . _ CANJAT ) T Mt oo
N 1 log Zz ((] + 1a, 1)( 1) n Azazbz f e/lz((j+1)a1—r)y dy
: Jj! .

4.8.2.11 Aplicacéao

Neste tépico mostraremos resultados obtidos, bem como os graficos para
melhor andlise e discussdo dos resultados a serem obtidos pelo mesmo, podendo
assim, compara-lo com outros existentes na literatura.

Escolhemos a largamente utilizada base de dados da Flor Iris para este estudo,
uma vez que a base de dados aqui utilizada é a mesma que exposta no trabalho de
Fisher (1936) e citada por centenas de trabalhos, entre eles: Duda & Hart (1973),
Zhong & Fukushima (2007), Tung, Xu & Ooi (2005); este conjunto de dados contém
trés tipos de lIris: Iris Setosa, Iris Versicolor e Iris Virginica; com 50 medidas de partes
diferentes dessas Iris (comprimento e largura da sépala em cm; comprimento e largura
da pétala em cm), que neste estudo escolhemos apenas as 50 medidas da largura e
as 50 medidas do comprimento da pétala. Normalmente as Iris crescem em colbnias
contendo muitas plantas particulares; uma peculiaridade que facilita a localizacéo e
estudo de grandes nimeros de individuos (ANDERSON, 1936). A partir da técnica de

discriminante linear introduzida no mesmo artigo de 1936, os dados se tornaram uma
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referéncia para testes de classificacdo em Aprendizado de Maquina (KOTSIANTIS e
PINTELAS, 2005; FISCHER e POLAND, 2005). Os dados encontram-se no Apéndice
G.

As Figuras 4.8.2.11.1(a) e (b) abaixo representam os histogramas dos dados

das pétalas da Flor Iris em duas perspectivas.

Comprimento da Pétala

Tarnanho da Pétala

Figura 4.8.2.11.1 (a) — Histograma dos dados das pétalas da Flor Iris em perspectiva
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Figura 4.8.2.11.1 (b) — Histograma dos dados das pétalas da Flor Iris em perspectiva

(b)
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Na Tabela 4.8.2.11.1 podemos ver as estimativas dos parametros, erros

padrées, para as distribuicées Weibull bivariada (1EZZ;Q&)’1EZZ;(J&)) (M4.1), gama
- 2 - 1

exponencial bivariado (M4.2), Kumaraswamy exponencial bivariado (M4.3), Weibull
modificado bivariado (M4.4), beta Pareto bivariado (M4.5) e Weibull bivariado (M4.6).

Tabela 4.8.2.11.1 — Estimativa dos parametros, dos erros para as distribuicbes M4.1
aM4.6

Modelos Estatisticas
a p1 M a, B2 A 0, 0,
M4.1 1,088 0,091 0,514 0,695 0,182 1,703 ——— —
(0,245) | (0,044) | (0,171) (0,116) (0,051) (0,413)
M4.2 3,523 0,474 1,98 1,542 0,629 2,043
(0,389) (0,053) (0,013) (0,162) (0,071) (0,022) -—-- —
M4.3 2,34 7729,3 0,005 1,439 2709,536 | 0,003
(0,166) | (<10-6) | (0,001) (0,2) (<10-6) | (0,001) | ---
M4 .4 1,071 0,038 0,373 0,699 0,241 0,79 — —
(0,324) (0,01) (0,096) (0,139) (0,055) (0,145)
M4.5 92,38 60,88 0,164 97,657 73,33 0,086 0,114 | 4,17E-5
(<10-5) | (<10-4) | (0,009) (<10-6) (<10-4) | (0,005) | (0,004) | (<10-4)
M4.6 2,329 0,235 1,439 0,763
(0,163) (0,009) | (0,102) (0,045) | -

A seguir temos as Figuras 4.8.2.11.1 a 4.8.2.11.12 apresentando os graficos

de contornos e de superficie ajustados para cada modelo.
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Figura 4.8.2.11.1 — Grafico de contorno ajustado Figura4 8.2 11 2 — Grafico de superficie ajustado
aomodelo M4 1 ao modelo M4 1
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Figura 4 8 2 11 .5 — Grafico de contorno ajustado
aomodelo M4.3
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Na Tabela 4.8.2.11.2 podemos ver as estimativas, obtidas pelo método de

Newton-Raphson implementados no software estatisticos SAS 9.1, dos parametros,
erros padrdes, critério de informagédo de Akaike, critério de informacdo de Akaike

corrigido, critério de informacé&o Bayesiano e critério de informacéo de Hannan-Quinn

para as distribuicdes Weibull bivariada (

Exp,(y)

Exp4(x) )
1-Exp2(y)’ 1—Exp1(x)) (M4.1), gama exponencial

bivariado (M4.2), Kumaraswamy exponencial birariado (M4.3), Weibull modificado
bivariado (M4.4), beta Pareto bivariado (M4.5) e Weibull bivariado (M4.6),
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Tabela 4.8.2.11.2 — célculos das estatisticas AIC, AICc, BIC e HQIC para as
distribuicdes M4.1 a M4.6

Modelos Estatisticas

AIC AICc BIC HQIC
M4.1 878,553 879,140 896,616 885,891
M4.2 954,856 955,444 972,920 962,195
M4.3 932,272 932,859 950,336 939,611
M4.4 887,102 887,689 905,165 894,44
M4.5 1018,353 1019,374 1042,438 1028,138
M4.6 927,654 927,930 939,696 932,546

Para as seis distribuicbes mostradas na Tabela 4.8.2.11.2, aplicada a base de

dados da Flor Iris para este estudo, foi observado que o modelo Weibull bivariada

( Exp,(y)  Expi(x)
1-Exp,(y)’ 1-Exp4 (x)

) (M4.1) foi o de melhor ajuste em funcéo de ter obtido os menores

valores nos critérios de informacdo como AIC = 878,553, AICc = 879,140, BIC =
896,616 e HQIC = 885,891.

4.8.2.12 Etapas para identificagdo de modelos multivariados para

modelagens

A seguir temos as etapas para identificagdo de modelos multivaridos para
modelagens.
Primeiro passo: Identificar o conjunto suporte para a situacao.

Segundo passo: Fazer os diagramas de dispersédo de duas dimensodes e de trés

dimensades.
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Segundo passo: Caracterizar o comportamento dos dados coletados baseado nos
diagramas de dispersédo de duas dimensdes e de trés dimensodes, considerando os
seguintes itens.

2.1 Média;

2.2 Variancia;

2.3 Assimetria;

2.4 Curtose,

2.5 Numeros de modas mais o teste multimodalidade.

Terceiro passo: Fazer um estudo da reducgéao da dimensionalidade.

Quarto passo: Com os passos anteriores, deve-se identificar as classes de
distribuicdes e as distribuicbes de probabilidades, considerando os itens 4.1 ou 4.2 ou
ambos:

4.1 identificar as classes de distribuicbes e as distribuicbes de probabilidades
conhecidas na literatura que possam se ajustar aos dados;

4.2 propor uma nova classe de distribuicbes ou uma nova distribuicdo de

probabilidade que melhor se ajuste aos dados.

Quinto passo: Escolher algumas distribuicdes e avaliar comparativamente, usando

os indicadores e os testes estatisticos.
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4.9. Concluséao

Neste capitulo podemos perceber que o método gerador aqui desenvolvido
permite criar as distribuicdes de probabilidades multivariadas e também as classes de
distribuicbes multivariadas em qualquer dominio, o que amplia as possibilidades de
trabalhar, novamente, como no capitulo anterior, em dimensdes superiores de
gualquer distribuicdo e generaliza-las.

Nota-se a importancia da equivaléncia do Teorema 4.1 com seus corolarios que
geram as mesmas distribuicdes probabilisticas multivariadas, o que proporciona
diversas maneiras de gerar a mesma distribuicAo ou classe de distribuicdo
probabilistica. Também de grande importancia temos o Teorema Geral do Suporte
permitindo obter os suportes das distribuicdes multivariadas a partir dos suportes das
distribuicbes multivariadas que alimentam o funcional gerador de classes de
distribuic6es probabilisticas multivariadas, indicando quando a distribuicdo gerada
sera discreta ou continua. Apresenta-se uma proposta de nomenclatura que permite
nomear as distribuicdes multivariadas de forma precisa diferenciando-as entre si, além
de ser uma forma sistematica.

Observemos ainda que o método gerador aqui apresentado generaliza o
método do capitulo anterior e gerando também uma grande quantidade de classes de
distribuicdes multivariadas, e consequentemente, como era de se esperar, 0 mesmo
para modelos probabilisticos multivariados, que poderao ser aplicados em trabalhos
futuros em varias areas do conhecimento. Neste trabalho foram utilizados, para alguns
corolarios, casos particulares convenientes aos mesmos para gerar a classe proposta
e algumas classes ja existentes na literatura. Notemos que ndo ha esgotamento das
possibilidades dos resultados obtidos, o que fica como continuacéo, a obtencéo de
novas distribuicbes multivariadas e suas aplicacdes nas mais variadas areas do

conhecimento.
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5. CONCLUSOES, CONTRIBUIGOES E TRABALHOS
FUTUROS.

Este capitulo apresenta as conclusfes da tese, bem como as principais
contribuigdes. Ao final, alguns trabalhos futuros que podem dar prosseguimento a esta
pesquisa de doutoramento que sdo apresentados nas listas de classes de

distribuicdes probabilisticas apresentadas no Apéndice D.
5.1 Conclusbes

Como observacdes finais, podemos notar que 0 método gerador de
distribuicdes de probabilidades desenvolvido nesta tese, representa uma abordagem
unificada para desenvolvimento de distribuicbes de probabilidades e classes de
distribuicées permitindo atuar em qualquer dominio e dimenséo, ampliando assim as
possibilidades de trabalhar as distribuicdes e suas generalizagfes.

Podemos ainda observar que o método aqui apresentado gera uma quantidade
ndo enumeravel de fungbes geradoras de classes de distribuicbes, e
consequentemente, o mesmo para modelos probabilisticos, que poderdo ser
aplicados em trabalhos futuros em diversas areas. Vale salientar que nesta tese
utilizamos alguns casos particulares que convieram ao mesmo. Acrescente-se que
nao esgotamos as possibilidades dos resultados obtidos, ficando como continuacéo,
ndo s6 a ampliagao tais novas distribuicdes, bem como suas aplicacdes nas diversas
areas de conhecimento.

Muito tem sido apresentado na literatura como proposta de generalizacdes e
extensdes, como os trabalhos de Mudholkar et al (1995), Gupta e Kundu (1999),
Nadarajah (2011), Adamski, Human e Bekker (2012), Nadarajah e Kotz (2006), Thair
e Nadarajah (2013), McDonald (1984), Cordeiro e Castro (2011), Marshall e OIkin
(1997), Jayakumar e Mathew (2008), Zografos (2008), Zografos e Balakrishnan
(2009), Alizadeh e Silva (2013) e Silva (2013), Pescim et al 2012), Eugene et al (2002),
Mudholkar et al (1995), entre outros, mas, nessa tese, propomos uma metodologia

universal que particulariza todas as descritas até hoje?.

1 Dada uma distribuigdo G (x) qualquer que seja o método gerador, ela podera ser escrita pelo nosso

método gerador da seguinte forma: foc(x) dt.
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5.2 Contribuicdes

A partir desta tese, notamos que h& vérias contribuicbes e apontamos as
seguintes:

Para a primeira contribuicdo podemos apontar o desenvolvimento dos
teoremas denominados de método gerador de distribuicbes de probabilidades e de
classes de distribuicées probabilisticas, bem como suas construcdes, gerando tanto
novas distribuicdes propostas como novas classes.

Como segunda contribuicdo, apontamos as funcbes monotdnicas envolvendo
distribuicdes. De fato, acreditamos que ambas contribuicées sdo importantes, pois séo
essenciais para a criagdo de funcionais geradores de classes de distribuicdes
probabilisticas.

J& para a terceira contribuicdo desta tese, podemos apontar a criacdo da classe

—21— e a sua aplicacdo que gera, entre outras, a distribuicio complementar

Como quarta contribuicdo desta tese, podemos apontar a criacdo da classe

G2 (y) G1(x)
1-G,(»)’ 1-G1 (%)

Weibull bivariada ( ) e a sua aplicacdo que gera, entre outras, a

Exp,(y)  Exp,(x)
1-Exp,(y)’ 1—Exp(x)

distribuicdo Weibull bivariada ( ) desenvolvidos no quarto capitulo.

A quinta contribuicdo desta tese aponta-se o conjunto de regras sistematicas
para nomear tanto as distribuicGes como as classes de distribuicdes probabilisticas
geradas pelos teoremas propostos, em consonancia com o ja existente na literatura.

Como sexta contribuicdo desta tese, aponta-se os Teoremas 3.2 a 3.7 para o
caso univariado e os Teoremas 4.2 a 4.7 para o0 caso multivariado, que trazem a
importancia da equivaléncia dos Teorema 3.1 e 4.1 com seus corolérios que geram
as mesmas distribuicbes probabilisticas uni ou multivariadas, o que proporciona
diversas possibilidades de obter a mesma distribuicdo ou classe de distribuigcbes
probabilisticas. Também de grande importancia temos o Teorema Geral do Suporte
permitindo obter os suportes das distribuicbes uni ou multivariadas a partir dos
suportes das distribuicbes uni ou multivariadas, respectivamente, que alimentam o
funcional gerador de classes de distribuicdes probabilisticas, indicando quando a

distribuicdo gerada sera discreta ou continua.
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A sétima contribuicdo desta tese podemos apontar o compéndio no apéndice
D, com uma grande quantidade de classes de distribuicées probabilisticas.
Na sequéncia sdo apresentadas algumas alternativas de trabalhos futuros que

podem ser realizados a partir desta pesquisa de doutoramento.

5.3 Trabalhos futuros

Como trabalho futuro, entendemos que é um trabalho que pode vir a sobrepor
a maioria das limitacdes encontradas nos trabalhos existentes, explicando melhor as
situacdes ou fenbmenos modelados.

Como sugestéo, acreditamos que se pode desenvolver ndo apenas as classes
de distribuicées de probabilidades que sé&o apresentados nas listas do Apéndice D,
mas também desenvolver novas classes de distribuicbes com suas propriedades.

Outra sugestao é que podemos fazer aplicacdes das classes de distribuicfes
de probabilidades que s&o apresentados nas listas do Apéndice D para futuras
publicagdes.

Pode-se ainda utilizar as fungfes monoténicas construidas nos Apéndices B e
C para construcéo e estudo de novas classes de distribuicdes de probabilidades.

Espera-se ainda a criagcdo de um software semi-automatico para ajudar o
“modelador” a encontrar a classe e a distribuicdo que “melhor” modele os dados. Este
software conteria bibliotecas com vérias fun¢cdes monotbnicas e distribuicbes
conhecidas que seriam utilizadas para alimentar os funcionais geradores de classes
de distribuicbes aqui propostos. Para isto, seria preciso alguma técnica de inteligéncia
artificial (IA) e/ou o auxilio do proprio modelador na busca pelas distribuicdes que
melhor se ajustem aos dados levando em consideragdo critérios de bondade de

ajuste.
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APENDICE

Apéncide A: Graficos das funcdes densidade e fungdes de risco para Weibull
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exponencial bivariada (Exp2(y)/(1- Exp 2(y)), Exp 1(x)/(1- Exp 1(x)))

Gréficos das func¢des densidade para Weibull exponencial bivariada

( Expy(y) Exp; (x) )
1-Exp,(y) " 1-Exp; (x)

Apresentamos aqui as figuras 4.8.2.1.1 a 4.8.2.1.14 mostram os graficos da

funcdo densidade de probabilidade representada pelas superficies e pelos contornos

do modelo proposto denominado de distribuicdo Weibull exponencial bivariada

( Exp,(y)  Expi(x)
1-Exp,(y) " 1-Exp; (x)

caracterizando algumas possiveis formas, apresentados no capitulo 4.
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Figura 4.8.2.1.11 — Superficie da fdp Figura 4.8.2.1.12 — Contorno da fdp
da Weibull bivariada (222 2 ) da Weibull bivariada (222 _2n) )

1-Exp,() 1-Expy (x) 1-Exp, ()" 1-Expy (x)

com A; variando com A; variando

a;=0.1,8;=01by=0.1,b;=01,72,=01,1,=02

a,=0.1,8;=0.1, b, =01, by=0.1, hy =0.1,7,=02

500

400 4

300 4

200

o
MAGE

5
T

100

Yt
ity

L
s
Pyt
s
2,
i
TR
i

2
Iy,

&
th,

iy
4

300 100
ke

%
i
e

i

it
o
=]
3

&
%

e

T

T T T T 00
100 200 300 400 500

X

Figura 4.8.2.1.13 — Superficie da fdp Figura 4.8.2.1.14 — Contorno da fdp
da Weibull bivariada ( Exp,(y) _Expi(x) ) da Weibull bivariada ( Exp,(») _Expy(x) )

1-Expy(y)’ 1-Expy (x) 1-Exp, (y) " 1-Exp; (x)

com A, variando com A, variando

Funcéo de Risco bivariado usando a distribuicdo Weibull exponencial bivariada
( Exp,(¥) Exp4(x) )
1-Expz(¥) " 1-Exp; (x)

Apresentamos aqui as figuras 4.6.2.2.1 a 4.6.2.2.14 mostram os gréaficos da

funcdo risco representada pelas superficies e pelos contornos do modelo proposto

Expy(y) Exp;y (x) )
1-Exp,(y)’ 1-Exp1(x)

denominado de distribuicdo Weibull exponencial bivariada (

gerados a partir de alguns valores atribuidos aos parametros, ja apresentados no

capitulo 4.
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fungéo de risco da Weibull bivariada
() B ) com A, variando

1-Expy(y)" 1-Expy (%)

a,=0.1,8,=0.1, b, =0.1, by=0.1,3, =0.1, i, =02

100 200 300 400 500
X

Figura 4.8.2.2.14 — Contorno da fdp
da Weibull bivariada (222 20 )

1-Exp, ()" 1-Expy (x)
com Ay variando
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Apéndice B: Listas de fun¢gdes monotonicas envolvendo distibui¢cdes

De fato, queremos crer que na no¢ao de construcdes de fungbes monotdnicas

envolvendo distribuicées esta num dos principais ganhos desta tese. Como modo de

organizar suas aplicacdes, delineamos uma tipologia deste conceito.

As listas apresentadas a seguir, sdo funcbes monotdnicas envolvendo

distribuicdes, que alimentam os funcionais geradores de classes de distribuicbes para

os coroléarios 3.1.5a 3.1.7.

1)
2)

3)

4)

5)

6)

7
8)

9)

Relacdo de fun¢gdes monotdnicas com conjuntos imagens limitadas:

1. Relagao de fungdes monotdnicas nao decrescentes u; com conjuntos

imagens que vai de O a 1:

u;( ) () =1 6% (x), comm =1,2,3,..e ;> 0.

w;()(x) = X pi6Pi(x), com0<p; <1, Y% p;=1, m=1,23,..eB;>0.
w()x) =1-XZp; (1 - Gfi(x))y", com 0<p;<1, X&;p;=1 m=
1,2,3,.., B;>0e y; >0.

()@ =m(1+(e—1) [ 6" (x)), comm=1,23,..e ;> 0.

w(O)@=n(e-(e—1 1 (1- 6 ®)"), comm=1,23,.. gi>0e
Yi > 0.
w()@ =n(e—(e—1)- (1[I, 65 ®)"), comm=1,23,.., g;>0e

Yy >0.

m Bi vi
w ()@ =11 (1-6(x)) " comm=1,23,.., B;>0ey; >0.
w()@ =1-(1-",6%x) , comm=1,23,.., B;>0ey >0.

= exp (- 2O® —
() = exp (- 255), com j # .

10) w;()(x) =1—exp (—M) com j #i.

11) u; () (x) = (1 - (1 _ (1 L (1 3 (1 _ uz,o(.)(x))al)az)anz)aH)

v; () (%)

an

comj #i,a>0enpar.



12) u; () (x) = (1 _ (1 _ (1 L (1 B (1 _ v?o(.)(x))al)az)an2>an_1)an’

comj#i, a;>0enimpar.
13) u; () (%) = 1 - v;()(x).

0
19 5@ = (FAs) | com 6 > 0.

(1+u1(.>(x))9 -8

15) w;()(x) = =0

5, com 6 >0.

_9_ —0
16) u;(. ) (x) = (Hvl(ff’;)_)g 2 ,com 8 > 0.

-0
17 () (x) = B T eom g5 0,

o
18) () (x) = ( 1)) ) ,comb>0e6>0.

ug (VX)) +bv1 ()(x)

exp(uq()(x))-1
e—1 '

20) u]'(-)(x) = (ul(-)(X))vl(Gl"
21) uj(.)(x) = (u ()(x) + 1)u2(61,...,am)(x) 1

19) u;()(x) =

wWGm) (x)

22) w;()(x) = (1t O 6))

In2
v10)X)

23) (. )(x) = (g () (x))¥20%.

w2 (Grom) ()

exp (2)—exp(%)

24) u,()(x) = -

1+ O (%)
(1+u1 (@] (x)) —exp(2)

exp (%)—exp(z)

exp v10® \_,
26) u;(.)(x) = (G0

1-e

25) u;(.) (x) =

(92

27) ui(.)(x) = 1+ei(1-)( )

exp(uq ()(0)—v1()(x))—exp(-1)
exp(1)—exp(-1)

exp(v1 () —uy () (x))—exp(1)
exp(-1)—exp(1) '

in (200N 5
30) u;()(x) = (1+u1(.>(x))

—-2In2

28) u;(.)(x) =

29) u,(.)(x) =

n 14+uq()(x)
31) () (x) = (a0

2In2

)+ln2
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2. Relagdo de fungdes monotdnicas ndo decrescentes v; com conjuntos

imagens que vai de 1 a O:

1) v;(O@) =1-TI2, 6 (x),comm=1,2,3,..e a; > 0.
2) v;( @) =1-3" p;6F(x), com 0<p; <1, I p;=1, m=123,..¢e
B> 0.

. Yi
3) v;()® =1, (1 - Gf‘(x)) ,com m=1,2,3,.. B;>0e y; > 0.

4) v;()(x) = XD (1 — Gfi(x))w, como0<p;<1,Y%,pi=1 m=123,.,

ﬁi >0e Yi > 0.
A

5) v;(.)(x) = ln(l +le—1) T2 (1- 65) ) comm=1,2,3,.., ;>0 e
A;>0.

6) v;( )@ =n(1+ (e~ 1 (1 -2, 67 ®)"), com m=1,23,.., a;>0e
A>0.

7) v;()(x) = ln(e —(e—1)-I[%, G?"(x)), comm=1,23,..eaq;>0

8) v;()(x)=exp (—%) com j #i.

9) v()x)=1-exp (—%) com j #i.

10) v;(.) (%) = (1 _ (1 (-(1-(a- ufo(.)(x))al)az)an_z>an_1>

comj #1i, ar>0enimpar.

1) () (x) = (1 _ (1 (1 (1= (1-w0) (x))al)az)an_z)an_l)

comj+i, a,>0enpar.

12) v;()(x) =1 - u;()(x)

An

an

0 \?
13) v;()(x) = (%) ,com 6 > 0.
(1+vl(.)(x))9_2-e

14) v;()(x) = —“”12(382_9

,com@ > 0.

_g_ —0
15) v;()(x) = (1+"1('1)£’;)_)9 2 ,com 6 > 0.

(141, O®) -1

— ,com@8 > 0.
27%-1

16) () (x) =

_ by, ()(x) 6
17) v;()(x) = (ul(.)(x)+bv1(.)(x)) ,comb>0e6 >0.



188

()(x) = 2p@O@)-1

e-1

18) vj

19) v;()(x) = (v () ().

20) v;()() = (1 + v, (O )

21) v;() () = HELOW)

nO®

u1()(x)

22) v;( () = (v, () ()20,

ex(ih 5eg) e ()

23) v;()(x) = T
1+ O(@)

exp\ 1 O) e (@
24) vj(-)(x) = (1+V1(-)(x))

exp G) —exp(2)

exp( 0D )4
25) v;(.)(x) = —O0—
xp(RaG ),

26) v;(.) (x) = Lm0

1-e

exp(uq ()(x)—v; () (x))—exp(1)
exp(—1)—exp(1)

27) v,()(x) =

()(x) = 220D 1mO@)-exp-)

28) Yj exp(1)—exp(-1)
ln(”Zli(')(?)an
29) v;(.)(x) = —H1ED

In(2ROW)
30) v,-(.)(x) = (1'”’1(-)(36))

—-2In2

3. Relacédo de fungdes monotbnicas ndo constantes h’s com conjuntos

imagens limitadas:

1) h()(x)=a+(b—a) -u,()(x),comaeb eRea < b
2) h()(x)=b—(b—a)-v,(.)(x),comaeb ERea < b
3) h()(x) =a+ (b —a) -v1()(x),comaeb ERea < b
4) h()(x)=b—(b—a) -u;(.)(x),comaeb ERea < b
5) h()(x) = Q’;l(a,-+6‘f"(x))ﬁi, coma; >0,a;>0epf;>0.

6) h()() =I1"(a; — 6%(x)" coma; > 1, a;>0e g; > 0.

N hOG) = (an—l + <an—2 + (an—g + .- (al + (ao + ulllo(_)(x))“l)“2>“n—z>“n—1>

an
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coma;=0ea; >0.

8) h()(x) = (an—l + <an—2 + (an—?, + .- (al + (aO + v‘;o (.)(x))“l)HZ)an—2>an—l>

coma;=0ea; >0.

an

ij Bi,'

9) h()() =Ty (2 ((ai; + 67V ()™)), com a;; 2 0, a;; > 0 e B> 0.
ij Bi,'

10) h()(@) = Ty (2% ((ai; - 6,7 (@))™)), com a;; 2 1, @y > 0 e B> 0.

n (rm aij o \Pii o

Z,-=1<1'Ii=1 5i,j(lli,j+0i " (x)) >
11) h(Gy, ..., Gpin) () = PPN 7y | COm 6;; > 1,
a1 15 065 0) o5 (W i 016t 0) )

a;; = 0 e os demais parametros sao positivos.

n i J o
Y= I(Hl lbii(ei.i_amﬁ(x)) )
12) h(GL ey Gm+n)(x) = i P 7ij Com 9” 2 1
Zl 1(1_[1 1511(‘11]“’6 (x)) >+Z;=1<H?=1bi,j(ai,j—Gmii(x)) )

a;; = 0 e os demais parametros sao positivos
n m @ ﬁi,j
13) h()(x) = (2]-:1( ™y 85 (@i + 61V (x)) )) com a;; > 0 e os demais
parametros sao positivos.

14) h(O)H(x) = (Z}Ll( 1b,,( Gl (x )) )) com 6;; > 1 e os demais

parametros sao positivos.

(w0 \?
15) h(.)(x) = (—1+V1 . (x)) .com 6 > 0.

(0w
16) h(.)(x) = (—1+u1 . (x)) ,com 6 > 0.

0
17) h()(x) = (7299 com 6 > 0.

1+v1 () (x)
7]
18) h()(x) = (i:f—g((’g) .com 8 > 0.
0
19) h(.)(x) = (1+ e )) ,com 6 > 0.
(%]
20) h()(x) = (m) ,com @8 > 0.
_ u; ()() 0
21) h()(x) = (ul(.)(x)+bv1(.)(x)) comb>0ed>0.

_ br 0@ \?
22) h()(x) = (ul(.)(x)+bv1(.)(x)) ,comb>0eb >0.

23) h(.)(x) = exp(ul(.)(x)).
24) h()(x) = exp(vl(.)(x)).
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V1 (Gl' 'Gm) (x)

25) h()(x) = (i, (D))
26) h(.)(x) = (u; () () + 1)#20®

27) RO = (1)),

28) h(.)(x) = (1 +v,()(x))
29) h()(x) = In(1 +u, () (X)).
30) h()(x) = ln(l + vl(.)(x)).

31) h()(x) = (vl(-)(x))%-
210®

32) h()(x) = (uy () (x))20®,

33) h()(x) = exp (F233)

v2()(x)

1+v,()(x)

(
34) h()(x) = exp (1"'”1()(96))
(e

35) h(.)(x) = exp LAOIC) )

14+u,()(x)

36) h(.)(x) = exp (M)

1+v,()(x)
37) h()(x) = exp(ul(. )(x)) — exp(v1 (.)(x))
38) h(.)(x) = exp(v,()(x)) — exp(u; () (%))
39) h(.)(x) = exp(u () — v () ()
40) h(.)(x) = exp(v1()(x) —u; () (X))

41) h()(x) = In (2222)

1+u; (O ()

42) h()(x) = In (72292)

1+v, ()(x)

4. Relagao de fungdes monotonicas h’s com conjuntos imagens ilimitadas

adireita:

4.1 Relacdo de fungGes monotdnicas ndo decrescentes h;’s com

conjuntos imagens ilimitadas a direita:

Sejam h;: [0,1]™ — [0, +oo[ fungdes néo decrescentes envolvendo distribui¢des,
tais que h;'s sdo sobrejetoras, veremos agora uma lista contendo algumas dessas

funcoes:



b
1) hi()(x) = (%) ,comb >0

2) hi()x) = (—ln(vl(.)(x)))b, comb >0

_ U Q) +uz O (x)-1
3) hi()X) = exp( 0@ 00 ) comb>0

8) O = (exp (299) 1)’ com b > 0

5) hi(.)(x) = (exp(vl()(x)) ) comb > 0
6) hi(.)(x) = (ln(ﬁfj)g)(x)))b com b > 0

1) B0 = (- 2299 com b >0

0 10 = (4292 om0,

b
9) h()X) = ( ml(t(ggg))) com b > 0.

1mh<x>=(“?§?b com b > 0.
11) hi()(x) = ( v ()(x) ) com b > 0.
12) hi()(x) = ( ln(uz()( ))) comb > 0.
1 b
13)h; () (x) = (— —t (x))) ,com b > 0.
e OGN LU O
14) () () = (L9 ’
uzx ()
15) h;()(x) = (1 + 13 ()(x))"0.
Uz ()(x)
16) h]()(x) — (1"‘?(1)(-()36()35))1’2(-)(%).

17) hi()(x) = (=In(vy( )(x))) com b > 0.

v1 ()

18) h;()(x) = <ln (R ) com b > 0.
19) hy()(x) = (

b
log(l_l_vl()(x)) ( ) —_2) , com b > 0.
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b
20) By () () = (=l0g(u, ) () + cOm b >0,

b
21) hi()(x) = <log 1491 ()() (e)) ,comb > 0.

u1()(x)

22) ()@ = (10914, ()2 (1 + 1 )(x))) com b > 0.

b
(Ar0w
23) hi()(x) = <log(1+vz()(x)) %)) ,com b > 0.

24) h;()(x) = (ln (1 — ln(vl(.)(x))))b, comb > 0.

4.2 Relacdao de fungdes monotdnicas nao decrescentes z;’s com

conjuntos imagens ilimitadas a direita:

Sejam z;:[0,1]™ - [0, +oo[ fungBes ndo crescentes envolvendo distribuicGes,
tais que z;'s séo sobrejetoras, veremos agora uma lista contendo algumas dessas

funcdes:
1) z()(x) = (%)b com b > 0.
2) 7()(x) = (—ln(ul(.)(x)))b, com b > 0.

_ 11, 00130 ()
3) 70 = exp( NG ) comb > 0.

4) zi()(x) = (ex (Zigix))) 1)b, comb > 0.

5) z(.)(x) = (exp (uz()(x)) e)b, com b > 0.
6) z()(x) = (Z;E:ig))gx))))) com b > 0.

1 506 = (229 comb > 0.

8) zi(.)(x) =( zniuzgz(;c))) com b > 0.

2 b
) —1) ,comb > 0.

9 z()k) = ((u 0@



10) z;()(x) = (%)“vzom
v20@)
11) z;()(x) = (1 + v,()(x))*10®,
1492060
12) 7()(x) = (22E) =0

b
In (Hvl—()(x))> ,comb > 0.

13) z;()(x) = ug (%)

/N

14) zi()(x) = —ln(ul(.)(x)))b, comb > 0.

P U

b
15) 2;(.)() = (10g(14uy0)007) (€) —75) + COM b > 0.

b
109(1+u1(.)(x)) (e) | ,comb > 0.
1T

16) 7()() =

17) z;()(x)

/N

v1 () (%)

In (1 - ln(uz(.)(x))))b, com b > 0.

I
/N

18) zi(.)(x)

b
log(1+u1(.)(x)) (1 + vz(.)(x))> ,comb > 0.

193
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Apéndice C: Listas de fungdes monotonicas crescentes e decrescentes

Delinearemos agora algumas listas de funcbes crescentes e decrescentes
definidas u:[0,1] » R, m:[0,1] » R, »:[0,1] > R e #:[0,1] » R, que alimentam os

funcionais dos corolarios 3.1.5a 3.1.7.
1 Relacao de fungdes crescentes com imagens limitadas

Sejam u(t) e m(t) funcbes crescentes, tais que u(0) = m(0) =0 e u(1l) =

m(1) = 1, veremos agora uma lista contendo algumas dessas funcdes:

1) u@=m() =t
2) u(t) = m(t) =t>*, comn=0,1,2,..

2 Relacao de funcdes decrescentes com imagens limitadas

Sejam v (t) e £(t) funcbes decrescentes, tais que v(0) =£(0) =1e v(1) =

£(1) = 0, veremos agora uma lista contendo algumas dessas func¢oes:

1) v(@)=2t)=1-t
2) v(t)=+¢@) =1 -1t)*"1, comn=0,1,2,..

3 Relacédo de funcgdes crescentes com imagens ilimitadas a direita

Sejam u(t) e m(t) funcbes crescentes, tais que u(0) =m(0) =0 e u(1l) =
m(1) = +o0, veremos agora uma lista contendo algumas dessas funcdes:
1) u(®) =m®) ==
2) u(t)=m(t) =—-In(1-1t)
3) u(®) = m(®) = n ()

1-t

4) u() = m(©) = exp (775)

t(1-t)
5) u(t) = m(t) = exp (i) -1
6) u(t) =m((t) = ln(l —In(1- t))
7) u(t) =m(t) = exp (i) —e

8) w(t) = m(6) = -

9) u) =m(t) =—7m=n—
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4 Relagao de fungdes decrescentes com imagens ilimitadas a direita

Sejam v (t) e £(t) funcdes decrescentes, tais que v(0) = £(0) = +o e v (1) =

£(1) = 0, veremos agora uma lista contendo algumas dessas funcoes:

1) v(t) = £(t) ==

2) v(t) =4£(t) =—In(t)

3) v(t) =£(t) = exp (t:_zi))
a) v(t) =£(t) = exp (=) - 1
5 v(t) =4() = ln(l - ln(t))
6) v(t) =4£(t) =exp (%) —

1

7) v(t) =£4(t) =——~—

exp(7)-e
exp(7)-1

5 Relacéo de funcdes crescentes com imagens ilimitadas a esquerda

[y

8) v(t) =4(t) =

Sejam u(t) e m(t) funcdes crescentes, tais que p(0) = m(0) = —o e u(1) =

m(1) = 0, veremos agora uma lista contendo algumas dessas funcoes:

1) u(®) =m() = —=

2) u(®) =m(t) = n(®
3) () = m(t) = —exp( o

)
4) u(t) =m(t) = —exp ) +1
5 u(t) =m((t) = —ln(l - ln(t))

6) u(t) =m(t) = —exp %) +e
7) u@®) =m@) = ———
exp(5)-e
8) u(t) =m(t) = ————
exp( ) 1

1-t

6 Relacdo de funcdes decrescentes com imagens ilimitadas a esquerda

Sejam v (t) e £(t) funcbes decrescentes, tais que v(0) =£(0) =0 e v (1) =

£(1) = —oo, veremos agora uma lista contendo algumas dessas fungdes:

1) v(t)=£(t)=——

1-t

2) v(t)=4£(t) =1 —-1t)
3) v(t) =£(t) = —In (1”)

t
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4) v(t) =£(t) = —exp ii:;)

5) v(t) = £(t) = —exp i) +1

6) v(t) =£(t) = —In(1-In(1-1))
7) v(t) =£(t) = —exp i) +e

B) v(O)= 0 =~

t
1
1—

9) v(t) =4() = e

H/\ /NN

7 Relacéo de funcgdes crescentes com imagens ilimitadas

Sejam u(t) e m(t) funcdes crescentes, tais que u(0) = m(0) = —o e u(1) =
m(1) = +o0, veremos agora uma lista contendo algumas dessas funcdes:
_ _2t-1
1) w@® =m@) =
2) u(t) =m((t) = ln(—ln(l — t))
t
3) u(®) = m(®) = in (=)

8 Relacéo de func¢des decrescentes com imagens ilimitadas

Sejam v (t) e £(t) funcdes decrescentes, tais que v(0) = £(0) = +o e v (1) =
£(1) = —oo, veremos agora uma lista contendo algumas dessas funcdes:
2t-1
1) v(t)=2() =— prom
2) v(t) = £(t) = —In(-In(1 - 1))
t
3) v(t) = £(t) = —In (E)
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Apéndice D: Compéndio de classes de distribuicdes

A seguir indicamos algumas listas especiais com alguns bilhGes de classes de
distribuices de probabilidades j& prontas para cada fda a partir dos Coroléarios 3.1.5
a3.1.7.

Lista de classes de distribuicdes oriundas da 2S1C3.1.5 da Tabela 3.3.1:

1° caso: Pode-se obter, fazendo uso do 2S1C3.1.5 da Tabela 3.3.1 e
considerando u,(.)(x) e £;(.)(x), listada abaixo, uma fda com suporte S =10,1[, e

escolhendo u; da lista 1 e v; da lista 2 do apéndice C.

1) 410 =yve (O e (D) = 1 =P D) +y,com0 <y <1.

2° caso: Pode-se obter, fazendo uso do 2S1C3.1.5 da Tabela 3.3.1 e
considerando u;(.)(x) e £,(.)(x) listada abaixo, uma fda com suporte Sp = |a, + o],

e escolhendo h; da lista 4.1, z; dalista 4.2, u; da lista 1 e v; da lista 2 do apéndice C:

2) £1()x) =0 - )1 (D) +a e u()x) =6+h;()(x),coma=<8.

3) u()x)=+xoet;()x) =a+z()(x),coma€R.

3° caso: Pode-se obter, fazendo uso do 2S1C3.1.5 da Tabela 3.3.1 e
considerando p;(.)(x) e #,(.)(x) listada abaixo, uma fda com suporte Sp = |-, a|,

e escolhendo h; da lista 4.1, z; dalista 4.2, u; da lista 1 e v; da lista 2 do apéndice C:

1) 1)) =(a— w1 (D) +0e,()x) =6 —h()(x), comb <a.
2) 1)) =a-z()x) et ()(x) =—o,coma € R.

4° caso: Pode-se obter, fazendo uso do 2S1C3.1.5 da Tabela 3.3.1 e
considerando p;(.)(x) e £,(.)(x) listada abaixo, uma fda com suporte Sp = |—c0, + o],

e escolhendo h; dalista 4.1, z; da lista 4.2, u; dalista 1 e v; da lista 2 do apéndice C:
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1) Ml()(x) — Ug41 () +HUps () (x)—1 e {)1()(95) = —00,

Up43() () Vi1 (D)

_ 1=k 1 Q00 ~Ug4 (O (x)
2) L) =t e f10)00 == om0t

3) (@) = (~n(vi (D)) € £4()(x) = —oo.

4) () =+ e 6,6 = I (=In(ve (D@))-
5 mO&)=a+h()xet;()x) =a-h()x),coma€R.

Lista de classes de distribuigcdes oriundas da 851C3.1.5 da Tabela 3.3.1:

1° caso: Pode-se obter, fazendo uso do 8S1C3.1.5 da Tabela 3.3.1 e
considerando v;(.)(x) e m,(.)(x), listada abaixo, uma fda com suporte Sr =]0,1],

e escolhendo u; da lista 1 e v; da lista 2 do apéndice C.

1) mi (&) =yugs () e 1)) = A =P (D) +y,com0 <y <
1.

2° caso:. Pode-se obter, fazendo uso do 8S1C3.1.5 da Tabela 3.3.1 e
considerando (G, ..., G)(x) € m,(Gy, ..., Gp)(x) listada abaixo, uma fda com
suporte Sy = ]a, +oo|, e escolhendo h; da lista 4.1, z; da lista 4.2, u; da lista 1 e v; da

lista 2 do apéndice C:

1) 1)) =6+z()x) em()(x) =00 —a)ug1()x) +a,coma<0.
2) v1()(x) =+ em()(x) =a+ h;(.)(x), coma € R.

3° caso: Pode-se obter, fazendo uso do 8S1C3.1.5 da Tabela 3.3.1 e
considerando v (.)(x) e m,(.)(x) listada abaixo, uma fda com suporte Sy = |-, a],

e escolhendo u; da lista 1 e v; da lista 2 do apéndice C:

1) 1)) =(a—0)vg () +0em()(x)=0-z()(x), comb < a.
2) v1()®) = (a— D1 (D) + 0 e my ()(x) = 6 + In(wy1 () (x)), com 6 <

a.
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4° caso: Pode-se obter, fazendo uso do 8S1C3.1.5 da Tabela 3.3.1 e
considerando v, (.)(x) e m,(.)(x) listada abaixo, uma fda com suporte Sp =

]—o0, +0o0[, e escolhendo u; da lista 1 e v; da lista 2 do apéndice C:

1— . - .
D 0,0)e) = S ¢ 1 ) = o

@)+ O0)-1
2) v1()(x) =+wem()(x) = “"J;S((-’)‘zx;_‘;‘:l().)(& .

3) 1)) = =In (=In(ves, (@) € My (@) = —oo.
4) my ()0 = In (=i (D)) e v1()00) = +oo.

5 v1()x) =a+z()Xx)em()(x)=a—-z()(x),coma€ER.

Lista de classes de distribuicdes oriundas da 21S1C3.1.5 da Tabela 3.3.1:

1° caso: Pode-se obter, fazendo uso do 21S1C3.1.5 da Tabela 3.3.1 e
considerando p;(.)(x), €.()(x), v1(.)(x) e m;(.)(x) listada abaixo, uma fda com

suporte Sr =]0,1[, e escolhendo u; da lista 1 e v; da lista 2 do apéndice C.

1) £:()(x) =0, m()(x) =0, v1()(x) =y () (x) e iy () (x) =
1 —pPupp1(OD)X)+y,com0 <y <1.

2) £1()(x) = v (D), m4 () (X)) = (1 =P D) +y, (D) =1e
u()x)=1,com0 <y <1.

3) £1()(x) = AWy () (x), m1()(x) = (¥ — D41 (D) + 4, v1()(x) =
O = VIV +y e (D) =1 — Du( D) + 0, com0 <A<y <
6<1.

2° caso: Pode-se obter, fazendo uso do 21S1C3.1.5 da Tabela 3.3.1 e
considerando pu;(.)(x), £1(.)(x), v1(.)(x) e m,(.)(x) listada abaixo, uma fda com
suporte Sp = ]a, +oo[, e escolhendo h; da lista 4.1, z; da lista 4.2, u; da lista 1 e v; da

lista 2 do apéndice C:
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1) 4,0 =a, m()x) =a, v1()x) = (0 — A1 (D) +aepu (D) =
6 + h;(.)(x),coma < 6.

2) 1)) = (0 — A1 (D (x) + a, m()(x) =0 + h;()(x), v1()(x) =+ €
u1()(x) =40, coma <46.

3) £1(.)(x) = (b — Avg41 () (x) + a, m; () (x) = (¢ = D)ug41()(x) + b,
v1()x) = (0 — v (D) +cep()x) =0 + hi()(x),coma < b <

c<80.

3° caso: Pode-se obter, fazendo uso do 21S1C3.1.5 da Tabela 3.3.1 e
considerando u;(.)(x), £1(.)(x), v1(.)(x) e m(.)(x) listada abaixo, uma fda com

suporte Sp = ]—,a[, e escolhendo u; da lista 1 e v; da lista 2 do apéndice C:

1) €10 =60 — h()(x), m()(x) = (a— D1 (D) + 6, 1)) =ae
u()(x) =a,coma=86.

2) £,()(x) = —o0, my()(x) = —o0, v1()(x) =0 — hi()(x) e u()(x) = (a —
up1()(x)+6,coma = 6.

3) £1()() =0 — hi()(x), my()(x) = (c — Dup41 () (x) + 6, v1( D) =
(b= +cepu (D)) =(a—bug()x)+b,coma=b=>c>
6.

4° caso: Pode-se obter, fazendo uso do 21S1C3.1.5 da Tabela 3.3.1 e
considerando p;(.)(x), 1(.)(x), v1()(x) e m.(.)(x) listada abaixo, uma fda com

suporte Sp = ]—oo,+o[, e escolhendo u; da lista 1 e v; da lista 2 do apéndice C:

1) £1()x) =c—h()(x), m()x) =B —ug1(DX) + ¢, v1()(x) = (a-—
b)vgi1()(x) +bepu;()(x)=a+hi()(x),coma=b=c.

O 102 V) -1
2) v1()() = +oo e my()(x) = u’:;g(j(x)f;fl(.)?x) :

—_ — 1=Upy 1 Q) —Ug12 (O ()
8) mi()() = —ew e vy ()0 == e 0

4) ()0 = =i (~n(vir1 () ) € 71, (V) = —oo.
5) m1()(@) = In (= In(ve (X)) € 04 () (@) = +oo.
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6) v1()(x) =a+z()x)em()(x)=a-z()(x),coma€ER.

— 1= 1 ()0 —Uks2()(x)
) (@) = teoeby()(x) = U3 D@ V1 Ox)

8) fl()(X) = —we ‘Lll()(X) — uk+1(-)(x)+uk+2(-)(x)—1.

Up43()(X) Vg1 (O ()

9) 1O = In(~n(v: (@) e 1)) = .

10) £1()6) = ~In (~In(ve1()(0))) € pr () = +oo.
11) () (x) =a+ hi()(x) e £,()(x) =a—h()(x), coma ER.

Lista de classes de distribuicdes oriundas da 21S1C3.1.6 da Tabela 3.3.2:

1° caso: Pode-se obter, fazendo uso do 21S1C3.1.6 da Tabela 3.3.2 e
considerando p;(.)(x), #:()(x), v1(.)(x) e m,(.)(x) listada abaixo, uma fda com

suporte Sr =]0,1[, e escolhendo u; da lista 1 e v; da lista 2 do apéndice C.

1) ()6 =0, my()@) =0, 1)) = 1 =P (DG +y e ()G =
Yurs1()(x), com0<y < 1.

2) 1)@ =0 =P O +y, m (D) = yup (O, (D) =1e
(D) =1,com0<y<1.

3) 1)) =@ = D1 O + 4, my (D) (x) = A1 (O (), (D) (x) =
(1= 02 + 6 € i ()(x) = (0 = P2 )X) +y, cOMO< A<y <
6 <1.

2° caso: Pode-se obter, fazendo uso do 21S1C3.1.6 da Tabela 3.3.2 e
considerando pu;(.)(x), £1(.)(x), v1(.)(x) e m,(.)(x) listada abaixo, uma fda com
suporte Sp = ]a, +oo[, e escolhendo h; da lista 4.1, z; da lista 4.2, u; da lista 1 e v; da

lista 2 do apéndice C:

1) 410 =a, m()x) =a, v1()x) =0 +7()(x) e u ()(x) =
6 —a)ug41()(x)+a,coma<é.
2) 1)) =0+ z()(x), m()(x) = (0 — D1 () (X) + a, v1()(x) = +oo

e u;(.)(x) =+, coma < 0.
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3) £1()(x) = (c = b1 () (x) + b, m()(x) = (b — Dup4.()(x) + a,
v1()) =0+ z()(x) e u () = (0 — Aug1()(x) +c,coma <b <

c<80.

3° caso: Pode-se obter, fazendo uso do 21S1C3.1.6 da Tabela 3.3.2 e
considerando p;(.)(x), £1(.)(x), v1()(x) e m.(.)(x) listada abaixo, uma fda com

suporte Sp = ]—,a[, e escolhendo u; da lista 1 e v; da lista 2 do apéndice C:

1) €10 = (@ = OV (D) + 60, my()(x) = 6 —z;()(x), v:()(x) =ae
u()(x) =a,coma=86.

2) 1)) =—c0, m()x)=-o, 1)) =(@—-OVe1(IE)+0 e
i ()(x) =6 —h;(.)(x),coma = 6.

3) £1()(x) = (c = O)vp41 (D) + 6, m () (x) =6 — () (), 1)) =
(@a—b)vg1(DX)+bepu;()x)=0B—-AJugp(DX)+c,coma=b=>c>
0.

4° caso: Pode-se obter, fazendo uso do 21S1C3.1.6 da Tabela 3.3.2 e
considerando u;(.)(x), £:()(x), v1(.)(x) e m,(.)(x) listada abaixo, uma fda com

suporte Sp = ]—o0,+ o[, e escolhendo u; da lista 1 e v; da lista 2 do apéndice C:

1) 1)) = (b = A1 (D) + ¢, m()x) =c—z()x), v1(DE)=a+
zi()@) e (D)) =(a—bug1()x)+b,coma=b=c.

)+ Ox)-1
2) 1)) = +o0 & my () (x) = Ml MO,

1— O)- 01€)
3) 4’n1()(x) = —o0 e 01()(95) = ut:l(_)(x);.v,:i?z)(x)x ’

2) (@) = ~In (~In(ves () ())) € My () ) = ~oo.
5) 1, ()@) = In (=n(vs1( () ) € 03 () () = +oo.
6) v1()x) =a+z()x)em()(x)=a-z()(x),coma€ER.

7) ()G =+ e £,()(x) = e OO Uk, OC)

U3 ()X Vg1 (O ()

8) #1()(X) = —we ,Lll()(X) — uk+1(-)(x)+uk+2(-)(x)—1.

U3 () (X) Vg1 (O ()

9) 1)@ = (~n(vi (V()) € 41()(x) = —oo.
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10) £,0)() = ~In (=In(vis1 (@))€ ()00 = +oo.
11) () (x) = a+ hi()(x) e £,()(x) =a—h()(x), coma € R.
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Apéndice E: Algoritmos para o caso univariado

1. Algoritmo do esboc¢o do gréfico da funcdo densidade da distribuicéo
gama (1-Exp)/Exp (M3.2)

setwd('C:\\Users\\ Cicero Carlos \\Dropbox\\Cicero\\Densidades Gama')

x=seq(0, 10, 1=1000)

f2=function(a,b, lamb){

lamb*b~a/gamma (a)*exp (-lamb*a* x)/(1 - exp (-lamb*x))(a + 1)*exp (-b*(exp (-lamb*x)/(1 - exp (-
lamb*x))))

}

HpHHHEH Variando alpha #HHHHHHHHHHHH
png(f2a.png)

plot(x,f2(.5,1,.5),type="l' lwd=2,col=1,Ity=1,ylim=c(0,1),
ylab=expression(f[ge2](x)))

mtext(expression(paste(beta==1, ', ', lambda==0.5)))
lines(x,f2(.8,1,.5),lwd=2,col=2,Ity=1)

lines(x,f2(1,1,.5),lwd=2,col=3,Ity=1)

lines(x,f2(2,1,.5),lwd=2,col=4,lty=1)

lines(x,f2(3,1,.5),lwd=2,col=5,Ity=1)

legend(‘topright’, c(expression(
alpha==0.5,

alpha==0.8,

alpha==1,

alpha==2,

alpha==3

)),col=1:5,lwd=2)

dev.off()
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B Variando beta #HHHHHHH A
png('f2b.png’)

plot(x,f2(1,.5,.5),type="l'lwd=2,col=1,Ity=1,ylim=c(0,1),
ylab=expression(flge2](x)))

mtext(expression(paste(alpha==1, ', ', lambda==0.5)))
lines(x,f2(1,.8,.5),lwd=2,col=2,Ity=1)
lines(x,f2(1,1,.5),lwd=2,col=3,Ity=1)
lines(x,f2(1,2,.5),lwd=2,col=4,lty=1)

lines(x,f2(1,3,.5),lwd=2,col=5,lty=1)

legend(‘topright’, c(expression(
beta==0.5,

beta==0.8,

beta==1,

beta==2,

beta==3

)),col=1:5 Iwd=2)

dev.off()

HpHHHHHHHE Variando lambda #HHHHHHHHH T
png(‘f2lamb.png")

plot(x,f2(2,2,.2),type="l'lwd=2,col=1,Ity=1,ylim=c(0,1),
ylab=expression(f[ge2](x)))

mtext(expression(paste(alpha==2, ', ', beta==2)))
lines(x,f2(2,2,.5),lwd=2,col=2,Ity=1)

lines(x,f2(2,2,.8),lwd=2,col=3,lty=1)

lines(x,f2(2,2,1),lwd=2,col=4,lty=1)

lines(x,f2(2,2,1.5),lwd=2,col=5,Ity=1)



legend(‘topright’, c(expression(
lambda==0.2,

lambda==0.5,

lambda==0.8,

lambda==1,

lambda==2

)),col=1:5,lwd=2)

dev.off()
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2. Algoritmo do esboco do gréfico da funcado de distribuicdo acumulada
da gama (1-Exp)/Exp (M3.2)

par(mfrow=c(1,3))
x=seq(0.001, 10, I=100)
aux=0
F2=function(a,b,lamb){
for(i in 1:length(x)){

integrand <- function(x) {lamb*b”a/gamma (a)*exp (-lamb*a* x)/(1 - exp (-lamb*x))(a + 1)*exp (-b*(exp
(-lamb*x)/(1 - exp (-lamb*x))))

}
aux[i]=integrate(integrand, lower = 0, upper = x[i])$value

}

return(aux)}

HHHHHHHHE Variando alpha #HHHHHHHHHHHH
png('Fd2a.png’)

plot(x,F2(.5,1,.5),type="l'lwd=2,col=1,lty=1,ylim=c(0,1),
ylab=expression(F[ge2](x)))

mtext(expression(paste(beta==1, ', ', lambda==0.5)))
lines(x,F2(.8,1,.5),lwd=2,col=2,Ity=1)

lines(x,F2(1,1,.5),lwd=2,col=3,lty=1)

lines(x,F2(2,1,.5),lwd=2,col=4,lty=1)

lines(x,F2(3,1,.5),lwd=2,col=5,Ity=1)

legend('bottomright’, c(expression(
alpha==0.5,

alpha==0.8,

alpha==1,

alpha==2,

alpha==3
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)),col=1:5,lwd=2)

dev.off()

HHHH AR Variando beta #HHHHHHEHH R
png('Fd2b.png’)
plot(x,F2(1,.5,.5),type="l',lwd=2,col=1,lty=1,ylim=c(0,1),
ylab=expression(F[ge2](x)))
mtext(expression(paste(alpha==1, ', ', lambda==0.5)))
lines(x,F2(1,.8,.5),lwd=2,col=2,lty=1)
lines(x,F2(1,1,.5),lwd=2,col=3,Ity=1)
lines(x,F2(1,2,.5),lwd=2,col=4,lty=1)
lines(x,F2(1,3,.5),lwd=2,col=5,lty=1)
legend('bottomright’, c(expression(

beta==0.5,

beta==0.8,

beta==1,

beta==2,

beta==3

)),col=1:5,lwd=2)

dev.off()

HHHHHHEAHE Variando lambda #HHHHHHH
png('Fd2lambda.png’)

plot(x,F2(2,2,.2),type=""lwd=2,col=1,lty=1,ylim=c(0,1),
ylab=expression(F[ge2](x)))

mtext(expression(paste(alpha==2, ', ', beta==2)))
lines(x,F2(2,2,.5),lwd=2,col=2,lty=1)

lines(x,F2(2,2,.8),lwd=2,col=3,Ity=1)

lines(x,F2(2,2,1),lwd=2,col=4,Ity=1)

lines(x,F2(2,2,1.5),lwd=2,col=5,Ity=1)



legend('bottomright’, c(expression(
lambda==0.2,

lambda==0.5,

lambda==0.8,

lambda==1,

lambda==

)),col=1:5,lwd=2)

dev.off()
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3. Algoritmo de estimacé&o no sas da distribuicdo gama (1-Exp)/Exp

data artigo;

inputx @@;
datalines;
1.7221441.10.420.6530.71.913.012.09.3
1418.78525511.614.122.11.1251441.7 37.6
0.62.239.00.315.011.07.32291.70.11.10.6
9.01.77.020.10.42.814.19.910.4 10.7 30.0 3.6
5.6 30.813.34.225.53.411.9 21.527.6 36.4 2.7 64.0

152527.41.027.120.216.85.39.727.52527.0

run;

*/PROC NLP Gama-exp1;
proc nlp data=artigo cov=2 pcov vardef=n covariance=h maxiter=10000;
max loglik;
parms a= 1, b= .5, lamb=2;
boundsO0<a,0<b, 0<lamb;
loglik = log((lamb*b)**a/gamma(a)) + (a-1)*log(x) - lamb*b*x;

run;

*PROC NLP Gama-exp2;
proc nlp data=artigo cov=2 pcov vardef=n covariance=h maxiter=10000;
max loglik;
parms a=1, b=1, lamb=1;
boundsO0<a,0<b, 0<lamb;
nuc =1 - exp(-lamb*x);
loglik = log(lamb*b**a/gamma(a)) - lamb*a*x -(a+1)*log(nuc) - b*(1-nuc)/nuc;

run;
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*PROC NLP Kum-Exp;
*/ proc nlp data=artigo cov=2 pcov vardef=n covariance=h maxiter=10000;
*/ max loglik;

* parms a= 1.54, b= .13, lamb = 4;

* boundsO<a,0<b,0<lamb ;

*/ G =1 - exp(-lamb*x);

*/ loglik = log(lamb*a*b) - lamb*x + (a-1)*log(G) + (b-1)*log(1-G**a);
*/ run;

*PROC NLP Exp-Weib;
proc nlp data=artigo cov=2 pcov vardef=n covariance=h maxiter=10000;
max loglik;
parms a=1, b=1, lamb =1,
boundsO0O<a,0<b, O0<lamb ;
nuc = 1 - exp(-(lamb*x)**a);
loglik = log(a*b*lamb) + (a-1)*log(lamb*x) - (lamb*x)**a + (b-1)*log(nuc);
run;
*/PROC NLP Weibull Modificada;
proc nlp data=artigo cov=2 pcov vardef=n covariance=h maxiter=10000;
max loglik;
parms a=1, b =1, lamb= 1,
bounds0<a,0<b, 0.01<lamb;
loglik = log(b) +(a-1)*log(x) +log(a+tlamb*x) + lamb*x - b*x**a*exp(lamb*x);
run;
*/PROC NLP Beta-Pareto;
proc nlp data=artigo cov=2 pcov vardef=n covariance=h maxiter=10000;
max loglik;
parms a=1, b=1, k=1, th= 0.05;

bounds0<a,0<b,0<k, O<th<=.1;
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beta = gamma(a)*gamma(b)/gamma(a+b);
loglik = log(k/(th*beta)) + (a-1)*log(1-(th/x)**k) + (k*b+1)*log(th/x);
run;
*/PROC NLP Weibull;
proc nlp data=artigo cov=2 pcov vardef=n covariance=h maxiter=10000;
max loglik;
parms a= 1, lamb=1;
bounds 0 <a, 0 <lamb;
loglik = log(a*lamb) + (a-1)*log(lamb*x) - (lamb*x)**a;

run;
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4. Algoritmo de ajuste das distribui¢cdes univariadas gama In(1-Exp), gama
(1-Exp)/Exp, weibull exponenciada, weibull modificada, beta pareto e

weibull

x=c(1.7,2.2,14.4,1.1, 0.4, 20.6,5.3,0.7, 1.9, 13.0, 12.0, 9.3,
1.4,18.7,85,255,11.6,14.1,22.1,1.1,2.5,14.4,1.7, 37.6,
0.6, 2.2,39.0,0.3, 15.0, 11.0, 7.3, 22.9,1.7, 0.1, 1.1, 0.6,
9.0,1.7,7.0,20.1, 0.4, 2.8,14.1, 9.9, 10.4, 10.7, 30.0, 3.6,
5.6, 30.8,13.3,4.2, 255, 34, 11.9, 21.5, 27.6, 36.4, 2.7, 64.0,

15,25,27.4,1.0,27.1,20.2, 16.8,5.3,9.7, 27.5, 2.5, 27.0)

setwd('C:\\Users\\ Cicero Carlos \\Dropbox\\Cicero\\Densidades Gama\\Ajuste')
png(‘hist_aj.png’)
hist(x,breaks=12,freq=FALSE,

ylab='"Densidade',xlab=expression(paste('Picos (', m"3/s,") de enchentes no rio Wheaton - Canada
(1958 - 1984)"),main=",ylim=c(0,0.08),col=rgh(.95, .95, .95))

n=length(x)

# GamaExpl #
a<- 0.838269

b<- 0.035048

lamb<- 1.959796

estiml = c(a,b,lamb)

errol=c(0.121066, 0.006778, 0.000121)

likl= -251.3443595

density<-function(x){

(lamb*b)**a/gamma(a)*x(a-1)*exp( - lamb*b*x)}

curve(density(x),add=TRUE,col=1,lwd=2,Ity=1)



# GamaExp2 #
a= 0.131311

b= 0.179101

lamb= 0.538921

estim2 = c(a,b,lamb)

erro2=c( 0.053241, 0.069721, 0.250776)

lik2 = -249.5149722

density<-function(x){

nuc = 1 - exp(-lamb*x)
lamb*b~a/gamma(a)*exp(-a*lamb*x)/nuc™(a+1)*exp(-b*(1-nuc)/nuc)
}

curve(density(x),add=TRUE,col=1,lwd=2,Ity=2)

3+

**

Weib Exponeciada

a = 1.386721
b = 0.518546
lamb= 0.050204

estim3 = c(a,b,lamb)

erro3=c(0.589702, 0.311692, 0.020907)

lik3 = -251.0251108

density<-function(x){

nuc=exp(-(lamb*x)"a)
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a*b*lamb*(lamb*x)"(a-1)*nuc*(1-nuc)*(b-1)
}

curve(density(x),add=TRUE,col=2,lwd=2,Ity=1)

*+

Weib Modificada

H*

a = 0.775774
b = 0.124177
lamb= 0.010074

estim4 = c(a,b,lamb)

erro4=c(0.124171, 0.034872, 0.007901)

lik4 = -250.6715591

density<-function(x){
b*x"(a-1)*(a+lamb*x)*exp(lamb*x - b*x*a*exp(lamb*x))
}

curve(density(x),add=TRUE,col=2,lwd=2,lty=2)

# Beta Pareto #
a= 84.681920

b= 65.573790

k = 0.063190

th = 0.000011295

estim5 = c(a,b,k,lamb)

erro5=c(0.000000923, 0.000003560, 0.005157, 0.000011982)

likb = -258.1987546
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density<-function(x){
k/(th*beta(a,b))*(1-(th/x)"k)(a-1)*(th/x)(k*b+1)
}

curve(density(x),add=TRUE,col=3,lwd=2,Ity=1)

# Weibull #
a = 0.901166
lamb= 0.085968

estim6 = c(a, lamb)

erro6=c(0.085557, 0.011837)

liké = -251.4986404

density<-function(x){
lamb*a*(lamb*x)™(a-1)*exp(-(lamb*x)"a)
}

curve(density(x),add=TRUE,col=3,lwd=2,Ity=2)

legend(‘topright’,c('Gama Exponencial 1','Gama Exponencial 2','Weibull Exponenciada’,'Weibull
Modificada','Beta Pareto’, 'Weibull'),

col=c(1,1,2,2,3,3), lty=c(1,2,1,2,1,2),lwd=2)

**
+*

Analises

p=3

aic1=2*p-2*lik1

aiccl=-2*lik1 + 2*n*p/(n - p -1)
bic1=-2*lik1+p*log(n)

hqicl =2*p*log(log(n)) -2*lik1



p=3

aic2=2*p-2*lik2

aicc2=-2*lik2 + 2*n*p/(n - p -1)
bic2=-2*lik2+p*log(n)

hqic2 =2*p*log(log(n)) -2*lik2

p=3

aic3=2*p-2*1ik3

aicc3=-2*ik3 + 2*n*p/(n - p -1)
bic3=-2*lik3+p*log(n)

hqic3 =2*p*log(log(n)) -2*1ik3

p=3

aic4=2*p-2*lik4

aicc4=-2*lik4 + 2*n*p/(n - p -1)
bic4=-2*lik4+p*log(n)

hqic4 =2*p*log(log(n)) -2*lik4

p=4

aic5=2*p-2*lik5

aicc5=-2*ik5 + 2*n*p/(n - p -1)
bic5=-2*lik5+p*log(n)

haic5 =2*p*log(log(n)) -24ik5

p=2

aic6=2*p-2*lik6

aicc6=-2*lik6é + 2*n*p/(n - p -1)
bic6=-2*lik6+p*log(n)

hqic6 =2*p*log(log(n)) -2*lik6
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#Tabelas

#Estimativas
estimativas=matrix(c(
round(estim1,3),NA,
round(estim2,3),NA,
round(estim3,3),NA,
round(estim4,3),NA,
round(estim5,3),
round(estim6,3),NA,NA),

6,4,byrow=T)

#Erros Padréo
erros=matrix(c(
round(errol,3),NA,
round(erro2,3),NA,
round(erro3,3),NA,
round(erro4,3),NA,
round(erro5,3),
round(erro6,3),NA,NA),

6,4,byrow=T)

#AIC (Criterio de Informagédo de Akaike)

aic=matrix(c(

round(aicl,3),
round(aic2,3),
round(aic3,3),

round(aic4,3),
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round(aic5,3),

round(aic6,3)))

#AIC (Criterio de Informacao de Akaike Corrigido)
aicc=matrix(c(
round(aiccl,3),
round(aicc2,3),
round(aicc3,3),
round(aicc4,3),
round(aiccb,3),

round(aicc6,3)))

#BIC
bic=matrix(c(
round(bic1,3),
round(bic2,3),
round(bic3,3),
round(bic4,3),
round(bic5,3),

round(bic6,3)))

#HQCI
hgic=matrix(c(
round(hgic1,3),
round(hgic2,3),
round(hgic3,3),
round(hgic4,3),
round(hgic5,3),

round(hqic6,3)))
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adequa=chind(aic,aicc,bic,hqic)

write.table(estimativas, "tabelas/estimativas.txt", sep = "\t", quote = F,
row.names = F,dec="")

write.table(erros, "tabelas/erros.txt", sep = "\t", quote = F,

row.names = F,dec="")

write.table(adequa, "tabelas/adequacéo.txt”, sep = "\t", quote = F,

row.names = F,dec="")

dev.off()
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5. Algoritmo para o célculo das estatisticas de Cramér von Mises e

Anderson-Darling

setwd('~/Dropbox/Cicero/Cramer-Von Mises')
data=source('dados")$value

source(‘cdf’)

cdf= function(par,x) cdf_m3.6(par,x)

mle = ¢(0.838, 0.035, 1.96) # m3.1

mle = ¢(0.131, 0.179, 0.539) # m3.2

mle = ¢(1.387, 0.519, 0.05) # m3.3

mle = ¢(0.776, 0.124, 0.01) # m3.4

mle = c(84.682, 65.574, 0.063, 0.01) # m3.5
mle = ¢(0.901, 0.086) # m3.6

parameters = mle
data_orderdenados = sort(data)
v = cdf(as.vector(parameters), data_orderdenados)
n = length(data)
y = gnorm(v)
u = pnorm((y - mean(y))/sqrt(var(y)))
W_temp <- vector()
A_temp <- vector()
for (iin 1:n) {
W_templ[i] = (u[i] - (2 *i - 1)/(2 * n))"2
A temp[i]=(2*i-1)*log(u[i) +(2*n+1-2*i)*log(1 - uli])
}
A_2 =-n- mean(A_temp)
W_2 = sum(W_temp) + 1/(12 * n)
W_star=W_2 * (1 + 0.5/n)
A star=A 2*(1+0.75/n + 2.25/n"2)

p = length(parameters)

ks.testg = function(...) tryCatch(ks.test(...), warning = function(war) NA)
KS = ks.testg(x = jitter(data,.1), y = "cdf", par = as.vector(parameters))
W_star

A_star

KS

HHHHHHE A Gama -IN(1-exp) (M3.1) #HHHHHHHEHHHHEH

cdf_m3.1 <- function(par,x){
a = par[1]
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b = par[2]

lamb = par[3]

integrand <- function(t) { b"a/gamma(a) * t(a-1) * exp(-b*t) }

for (i in 1:length(x)) integral[i] = integrate(integrand, lower = 0, upper = lamb*x][i])$value
integral

}

T Gama (1-exp)/exp (M3.2) tHHHBHIHHIHHEHHIHHIHHEHHIH
cdf_m3.2 <- function(par,x){

a = par[l]

b = par[2]

lamb = par[3]

integrand <- function(t) { b*a/gamma(a) * t"(a-1) * exp(-b*t) }

for (i in 1:length(x)) integral[i] = 1 - integrate(integrand, lower = 0, upper = exp(-lamb*x[i])/(1-exp(-
lamb*x[i])) )$value

integral

}

HtHHHHHEH A Weib-EXp (M3.3) S
cdf_m3.3 <- function(par,x){

a = par[l]

b = par[2]

lamb = par[3]

(1 - exp(- (b*x) "a))Namb

#HHHHHA A Weilb Modif (M3.4) #HHHHHHHHHHHHHHHHH

cdf_m3.4 <- function(par,x){
a = par[l]
b = par[2]
lamb = par[3]
integrand <- function(t) { b*t"(a-1)*(a+lamb*t)*exp(lamb*t - b*t*a*exp(lamb*t)) }
for (i in 1:length(x)) integralli] = integrate(integrand, lower = 0, upper = X[i] )$value
integral

}

R Beta Pareto (M3.5) #HHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHH
cdf_m3.5 <- function(par,x){
a = par[1]
b = par[2]
lamb = par[3]
th = par[4]
integrand <- function(t) { lamb/(th*beta(a,b))*(1-(th/t)"lamb)”(a-1)*(th/t)*(lamb*b+1) }
for (i in 1:length(x)) integral[i] = integrate(integrand, lower = 0.01, upper = x[i] )$value
integral

}

HpHHHEH R W elb (M3.6) #HttHHHHHHEHHHHHHHHHER
cdf_m3.6 <- function(par,x){

a = par[l]

b = par[2]

1 - exp(-(b*x)"a)
}
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Apéndice F: Algoritmos para o caso multivariado

1. Algoritmo implementado no software SAS 9.1 para estimagdo dos

parametros dos modelos multivariados para o conjunto de dados iris.

data artigo;
input slen  swid plen pwid;
cards;
5.1 35 14 0.2
4.9 3.0 14 0.2
4.7 3.2 1.3 0.2
4.6 3.1 15 0.2
6.2 3.4 5.4 2.3
3.0 5.1 1.8

59

*/PROC NLP Weib-exp;

proc nlp data=artigo cov=2 pcov vardef=n covariance=h maxiter=10000;
max loglik;
parms al=1, bl=1, lambl=1, a2=1, b2=1, lamb2=1;

fl=

boundsO0<al,0<bl,0<lambl, 0<a2,0<b2, 0<lamb2;
x1= plen;
X2= pwid;
nucl = exp(lamb1*x1)-1;
nuc2 = exp(lamb2*x2)-1;
log(al*b1*lambl) - b1*nucl**al + lamb1*x1 + (al-1)*log(nucl);
f2 = log(a2*b2*lamb2) - b2*nuc2**a2 + lamb2*x2 + (a2-1)*log(nuc?2);
loglik = f1 + 2;
run;

*PROC NLP Gama-exp1;
proc nlp data=artigo cov=2 pcov vardef=n covariance=h maxiter=10000;
max loglik;
parms al=1, a2=1, bl=.5, b2= .5, lamb1=2, lamb2=2;

boundsO0<al,0<bl,0<lambl,0<a2,0<b2, 0<lamb2;

x1= plen;

X2= pwid;

f1 = log((lamb1*b1)**al/gamma(al)) + (al-1)*log(x1) - lamb1*b1*x1;
f2 = log((lamb2*b2)**a2/gamma(a2)) + (a2-1)*log(x2) - lamb2*b2*x2;
loglik = f1 + f2;

run;

*PROC NLP Gama-exp3;
proc nlp data=artigo cov=2 pcov vardef=n covariance=h maxiter=10000;
max loglik;
parms al=1, bl=1, lambl=1, a2=1, b2=1, lamb2=1;

fl=

bounds0<al,0<bl,0<lambl,0<a2,0<hb2,0<lamb2;
x1=plen;
x2= pwid;
nucl =1 - exp(-lamb1*x1);
nuc2 =1 - exp(-lamb2*x2);
log(lamb1*b1**al/gamma(al)) - lambl*al*x1 -(al+1)*log(nucl) - b1*(1-nucl)/nucl;
f2 = log(lamb2*b2**a2/gamma(a2)) - lamb2*a2*x2 -(a2+1)*log(nuc2) - b2*(1-nuc2)/nuc2;



loglik = f1 + f2;
run;

*/PROC NLP Kum-Exp;
proc nlp data=artigo cov=2 pcov vardef=n covariance=h maxiter=10000;

max loglik;

parms al=1, b1=1, lambl=1, a2= 1, b2= 1, lamb2=1,;
boundsO0<al,0<bl,0<lambl,0<a2,0<b2,0<lamb2;
x1= plen;
x2= pwid;
G1 =1 - exp(-lamb1*x1);
G2 =1 - exp(-lamb2*x2);
fl = log(lamb1*al*bl) - lamb1*x1 + (al-1)*log(G1) + (b1-1)*log(1-G1**al);
f2 = log(lamb2*a2*b2) - lamb2*x2 + (a2-1)*log(G2) + (b2-1)*log(1-G2**a2);
loglik = f1 + f2;
run;

*/PROC NLP Weibull Modificada;
proc nlp data=artigo cov=2 pcov vardef=n covariance=h maxiter=10000;
max loglik;
parms al=1, bl=1, lambl=1, a2=1, b2=1, lamb2=1;
bounds0<al,0<bl,0<lambl,0<a2,0<hb2,0<lamb2;
x1= plen;
X2= pwid;

fl = log(bl) +(al-1)*log(x1) +log(al+lambl*x1) + lamb1*x1 - b1*x1**al*exp(lambl*x1);
f2 = log(b2) +(a2-1)*log(x2) +log(a2+lamb2*x2) + lamb2*x2 - b2*x2**a2*exp(lamb2*x2);

loglik = f1 + f2;
run;
*/PROC NLP Beta-Pareto;
proc nlp data=artigo cov=2 pcov vardef=n covariance=h maxiter=10000;
max loglik;
parms al=1, bl=1, k1=1, th1=0.05, a2=1, b2= 1, k2=1, th2= 0.05;

bounds0<al,0<bl,0<kl, O<thl<=.1,0<a2,0<b2,0<k2, 0<th2<=.

x1=plen;

X2= pwid;

betal = gamma(al)*gamma(bl)/gamma(al+bl);

beta2 = gamma(a2)*gamma(b2)/gamma(a2+b2);

f1 = log(k1/(th1*betal)) + (al-1)*og(1-(th1/x1)**k1) + (k1*b1+1)*log(th1/x1);
f2 = log(k2/(th2*beta2)) + (a2-1)*log(1-(th2/x2)**k2) + (k2*b2+1)*log(th2/x2);
loglik = f1 + f2;

run;

*IPROC NLP Weibull;
proc nlp data=artigo cov=2 pcov vardef=n covariance=h maxiter=10000;
max loglik;
parms al=1, lambl=1, a2= 1, lamb2= 1,
bounds0<al,0<lambl, 0<a2, 0<lamb2;
x1=plen;
X2= pwid;
f1 = log(al*lambl) + (al-1)*log(lamb1*x1) - (lamb1*x1)**al,;
f2 = log(a2*lamb2) + (a2-1)*log(lamb2*x2) - (lamb2*x2)**a2;
loglik = f1 + f2;
run;
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2. Comandos implementados no software R 3.0.2 para construcao da
tabela com medidas de adequacéao: AIC, AlICc, BIC e HQIC para o caso

multivariado.

setwd('C:\\Users\\ Cicero Carlos \\Dropbox\\Cicero\\Ajuste Multivariado\\Bancos de dados
Multivariados\Iris')

iris=as.data.frame(read.table('iris.txt',head=T))

# GamaExpl #
al = 1.088037,

bl = 0.090536;

lambl = 0.514420;

a2 = 0.694563;

b2 = 0.181539;

lamb2= 1.703419;

estiml = c(al,bl,lambl,a2,bl,lamb?2)
errol=c(0.245057, 0.043857, 0.170913, 0.116317, 0.051337, 0.412718)

likl = -433.2763437

*

# Analises

p=6

aicl=2*p-2*lik1

aiccl=-2*lik1 + 2*n*p/(n - p -1)
bic1=-2*lik1+p*log(n)

hqicl =2*p*log(log(n)) -2*lik1
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3. Comandos implementados no software R 3.0.2 para construgcdo dos

graficos de contorno bivariados da densidade do modelo proposto.

setwd('C:\\Users\\Cicero Carlos\\Dropbox\\Cicero\\Ajuste_Multivariado\\Graficos")

contorno = function(al,a2,b1,b2,lambl,lamb2){

z = function(x1,x2){
x1*lambl*al*bh1*(exp(lamb1*x1)-1)(al-1)*exp(lambl*x1-b1*exp(lambl*x1-1)"al)*
x2*lamb2*a2*b2*(exp(lamb2*x2)-1)N(a2-1)*exp(lamb2*x2-b2*exp(lamb2*x2-1)"a2)}
z = outer(x1,x2,z)

mylevels <- seq(min(z),max(z),|=30)
s=se((0.7,.05,length=(length(mylevels)+1) )
filled.contour(x1,x2,z,col=rgh(s,s,s),xlab=expression(X),ylab=expression(Y))

}

x1 <- seq(.1,500,I=100);x2 <- seq(.1,500,|=100)

png(‘contornol.png’)

contorno(.1,.1,.1,.1,.1,.1)

mtext(expression(paste(a[1]==0.1,', ', a[2]==0.1,", ', b[1]==0.1,", ',
b[2]==0.1,", ', lambda[1]==0.1,", ', lambda[2]==0.1)), side=3, line=0.35,
outer=FALSE,cex=0.9, font=3,adj = 0)

dev.off()

png(‘contorno2.png’)

contorno(.2,.1,.1,.1,.1,.1)

mtext(expression(paste(a[1]==0.2,", ', a[2]==0.1,", ', b[1]==0.1,", ',
b[2]==0.1,", ', lambda[1]==0.1,", ', lambda[2]==0.1)), side=3, line=0.35,
outer=FALSE,cex=0.9, font=3,adj = 0)

dev.off()

png(‘contorno3.png’)

contorno(.1,.2,.1,.1,.1,.1)

mtext(expression(paste(a[1]==0.1,', ', a[2]==0.2,', ', b[1]==0.1,", ',
b[2]==0.1,", ', lambda[1]==0.1,", ', lambda[2]==0.1)), side=3, line=0.35,
outer=FALSE,cex=0.9, font=3,adj = 0)

dev.off()

png(‘contorno4.png’)

contorno(.1,.1,.2,.1,.1,.1)

mtext(expression(paste(a[1]==0.1,", ', a[2]==0.1,", ', b[1]==0.2,", ',
b[2]==0.1,", ', lambda[1]==0.1,", ', lambda[2]==0.1)), side=3, line=0.35,
outer=FALSE,cex=0.9, font=3,adj = 0)

dev.off()

png(‘contorno5.png’)

contorno(.1,.1,.1,.2,.1,.1)

mtext(expression(paste(a[1]==0.1,", ', a[2]==0.1,', ', b[1]==0.1,", ',
b[2]==0.2,", ', lambda[1]==0.1,", ', lambda[2]==0.1)), side=3, line=0.35,
outer=FALSE,cex=0.9, font=3,adj = 0)

dev.off()

png(‘contorno6.png’)

contorno(.1,.1,.1,.1,.2,.1)

mtext(expression(paste(a[1]==0.1,', ', a[2]==0.1,", ', b[1]==0.1,", ',
b[2]==0.1,", ', lambda[1]==0.2,', ', lambda[2]==0.1)), side=3, line=0.35,
outer=FALSE,cex=0.9, font=3,adj = 0)

dev.off()
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png(‘contorno?7.png’)

contorno(.1,.1,.1,.1,.1,.2)

mtext(expression(paste(a[1]==0.1,", ', a[2]==0.1,", ', b[1]==0.1,", ',
b[2]==0.1,", ', lambda[1]==0.1,", ', lambda[2]==0.2)), side=3, line=0.35,
outer=FALSE,cex=0.9, font=3,adj = 0)

dev.off()
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4. Comandos implementados no software R 3.0.2 para construcédo dos

graficos de contorno bivariados da funcéo de risco do modelo proposto.

setwd('C:\\Users\\Cicero Carlos\\Dropbox\\Cicero\\Ajuste_Multivariado\\Graficos")

#al=a2=bl=b2=lambl=lamb2=.1

contorno = function(al,a2,b1,b2,lambl,lamb2){
risco = function(x1,x2){
x1*lambl*al*b1*(exp(lambl1*x1)-1)Nal-1)*exp(lambl*x1-bl*exp(lambl*x1-1)*al)*
x2*lamb2*a2*b2*(exp(lamb2*x2)-1)Na2-1)*exp(lamb2*x2-b2*exp(lamb2*x2-1)"a2)/
(1 - (1-exp(-bl*exp(lambl*x1-1)"al))*
(1-exp(-b2*exp(lamb2*x2-1)"a2)))

}

z = outer(x1,x2,risco)

mylevels <- seq(min(z),max(z),I=30)
s=seq(0.7,.05,length=(length(mylevels)+1) )

filled.contour(x1,x2,z,col=rgb(s,s,s),xlab=expression(X),ylab=expression(Y))

x1 <- seq(.1,500,1=100);x2 <- seq(.1,500,/=100)
png('ContornoRiscol.png’)

contorno(.1,.1,.1,.1,.1,.1)

mtext(expression(paste(a[1]==0.1,', ', a[2]==0.1,", ', b[1]==0.1,", ',
b[2]==0.1,", ', lambda[1]==0.1,", ', lambda[2]==0.1)), side=3, line=0.35,
outer=FALSE,cex=0.9, font=3,adj = 0)

dev.off()

png('ContornoRisco2.png’)
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contorno(.2,.1,.1,.1,.1,.1)

mtext(expression(paste(a[1]==0.2,', ', a[2]==0.1,", ', b[1]==0.1,", ',
b[2]==0.1,", ', lambda[1]==0.1,", ', lambda[2]==0.1)), side=3, line=0.35,
outer=FALSE,cex=0.9, font=3,adj = 0)

dev.off()

png('ContornoRisco3.png’)

contorno(.1,.2,.1,.1,.1,.1)

mtext(expression(paste(a[1]==0.1,", ', a[2]==0.2,", ', b[1]==0.1,", ',
b[2]==0.1,", ', lambda[1]==0.1,", ', lambda[2]==0.1)), side=3, line=0.35,
outer=FALSE,cex=0.9, font=3,adj = 0)

dev.off()

png('ContornoRisco4.png’)

contorno(.1,.1,.2,.1,.1,.1)

mtext(expression(paste(a[1]==0.1,', ', a[2]==0.1,", ', b[1]==0.2,", ',
b[2]==0.1,", ', lambda[1]==0.1,", ', lambda[2]==0.1)), side=3, line=0.35,
outer=FALSE,cex=0.9, font=3,adj = 0)

dev.off()

png('ContornoRisco5.png’)

contorno(.1,.1,.1,.2,.1,.1)

mtext(expression(paste(a[1]==0.1,', ', a[2]==0.1,", ', b[1]==0.1,", ',
b[2]==0.2,", ', lambda[1]==0.1,", ', lambda[2]==0.1)), side=3, line=0.35,
outer=FALSE,cex=0.9, font=3,adj = 0)

dev.off()

png('ContornoRisco6.png’)
contorno(.1,.1,.1,.1,.2,.1)

mtext(expression(paste(a[1]==0.1,", ', a[2]==0.1,", ', b[1]==0.1,", ',
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b[2]==0.1,", ', lambda[1]==0.2,", ', lambda[2]==0.1)), side=3, line=0.35,
outer=FALSE,cex=0.9, font=3,adj = 0)

dev.off()

png(‘ContornoRisco7.png’)

contorno(.1,.1,.1,.1,.1,.2)

mtext(expression(paste(a[1]==0.1,', ', a[2]==0.1,", ', b[1]==0.1,", ',
b[2]==0.1,", ", lambda[1]==0.1,", ', lambda[2]==0.2)), side=3, line=0.35,
outer=FALSE,cex=0.9, font=3,adj = 0)

dev.off()
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5. Comandos implementados no software R 3.0.2 para construgcdo dos

graficos de superficie bivariados da densidade do modelo proposto.

setwd('C:\\Users\\Cicero Carlos\\Dropbox\\Cicero\\Ajuste_Multivariado\\Graficos")

#al=a2=bl=b2=lambl=lamb2=.1

superficie = function(al,a2,b1,b2,lambl,lamb2){
densidade = function(x1,x2){
x1*lambl*al*b1*(exp(lambl1*x1)-1)Nal-1)*exp(lambl*x1-bl*exp(lambl*x1-1)*al)*
x2*lamb2*a2*b2*(exp(lamb2*x2)-1)Na2-1)*exp(lamb2*x2-b2*exp(lamb2*x2-1)"a2)

}

z = outer(x1,x2,densidade)

persp(x1, x2, z, theta = 30, phi = 30, expand = .5, ticktype = "detailed", col =
"lightblue”,xlab="X",ylab="Y",zlab="Densidade")

x1 <- seq(.1,500,1=50);x2 <- seq(.1,500,1=50)
png(‘SuperficieDensidadel.png’)

superficie(.1,.1,.1,.1,.1,.1)

mtext(expression(paste(a[1]==0.1,", ', a[2]==0.1,", ', b[1]==0.1,", ',
b[2]==0.1,", ', lambda[1]==0.1,", ', lambda[2]==0.1)), side=3, line=0.35,
outer=FALSE,cex=0.9, font=3,adj = .5)

dev.off()

png('SuperficieDensidade2.png’)
superficie(.2,.1,.1,.1,.1,.1)
mtext(expression(paste(a[1]==0.2,', ', a[2]==0.1,", ', b[1]==0.1,", ',

b[2]==0.1,", ', lambda[1]==0.1,", ', lambda[2]==0.1)), side=3, line=0.35,
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outer=FALSE,cex=0.9, font=3,adj = .5)

dev.off()

png('SuperficieDensidade3.png")

superficie(.1,.2,.1,.1,.1,.1)

mtext(expression(paste(a[1]==0.1,", ', a[2]==0.2,", ', b[1]==0.1,", ',
b[2]==0.1,", ', lambda[1]==0.1,", ', lambda[2]==0.1)), side=3, line=0.35,
outer=FALSE,cex=0.9, font=3,adj = .5)

dev.off()

png('SuperficieDensidade4.png’)

superficie(.1,.1,.2,.1,.1,.1)

mtext(expression(paste(a[1]==0.1,', ', a[2]==0.1,", ', b[1]==0.2,", ',
b[2]==0.1,", ', lambda[1]==0.1,", ', lambda[2]==0.1)), side=3, line=0.35,
outer=FALSE,cex=0.9, font=3,adj = .5)

dev.off()

png('SuperficieDensidade5.png’)

superficie(.1,.1,.1,.2,.1,.1)

mtext(expression(paste(a[1]==0.1,", ', a[2]==0.1,", ', b[1]==0.1,", ',
b[2]==0.2,", ', lambda[1]==0.1,", ', lambda[2]==0.1)), side=3, line=0.35,
outer=FALSE,cex=0.9, font=3,adj = .5)

dev.off()

png('SuperficieDensidade6.png’)

superficie(.1,.1,.1,.1,.2,.1)

mtext(expression(paste(a[1]==0.1,", ', a[2]==0.1,", ', b[1]==0.1,", ',
b[2]==0.1,", ', lambda[1]==0.2,", ', lambda[2]==0.1)), side=3, line=0.35,
outer=FALSE,cex=0.9, font=3,adj = .5)

dev.off()



png('SuperficieDensidade?.png")

superficie(.1,.1,.1,.1,.1,.2)

mtext(expression(paste(a[1]==0.1,', ', a[2]==0.1,", ', b[1]==0.1,", ',
b[2]==0.1,", ', lambda[1]==0.1,', ', lambda[2]==0.2)), side=3, line=0.35,
outer=FALSE,cex=0.9, font=3,adj = .5)

dev.off()
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6. Comandos implementados no software R 3.0.2 para construcdo dos

graficos de superficie bivariados da funcéo de risco do modelo proposto.

setwd('C:\\Users\\Cicero Carlos\\Dropbox\\Cicero\\Ajuste_Multivariado\\Graficos")

#al=a2=bl=b2=lambl=lamb2=.1

superficie = function(al,a2,b1,b2,lambl,lamb2){
risco = function(x1,x2){
x1*lambl*al*bl1*(exp(lamb1*x1)-1)N(al-1)*exp(lambl*x1-b1l*exp(lambl*x1-1)"al)*
x2*lamb2*a2*b2*(exp(lamb2*x2)-1)(a2-1)*exp(lamb2*x2-b2*exp(lamb2*x2-1)"a2)/
(1 - (1-exp(-bl*exp(lambl*x1-1)*al))*
(1-exp(-b2*exp(lamb2*x2-1)"a2)))
}

z = outer(x1,x2,risco)

persp(x1, x2, z, theta = 30, phi = 30, expand = .5, ticktype = "detailed", col =
"lightblue”,xlab="X",ylab="Y",zlab="Risco'")

}

x1 <- seq(.1,500,I=50);x2 <- seq(.1,500,1=50)
png('SuperficieRiscol.png’)

superficie(.1,.1,.1,.1,.1,.1)

mtext(expression(paste(a[1]==0.1,', ', a[2]==0.1,", ', b[1]==0.1,", ',
b[2]==0.1,", ', lambda[1]==0.1,", ', lambda[2]==0.1)), side=3, line=0.35,
outer=FALSE,cex=0.9, font=3,adj = .5)

dev.off()

png('SuperficieRisco2.png’)

superficie(.2,.1,.1,.1,.1,.1)

mtext(expression(paste(a[1]==0.2,', ', a[2]==0.1,", ', b[1]==0.1,", ',
b[2]==0.1,", ', lambda[1]==0.1,", ', lambda[2]==0.1)), side=3, line=0.35,
outer=FALSE,cex=0.9, font=3,adj = .5)

dev.off()

png('SuperficieRisco3.png’)

superficie(.1,.2,.1,.1,.1,.1)

mtext(expression(paste(a[1]==0.1,', ', a[2]==0.2,', ', b[1]==0.1,", ',
b[2]==0.1,", ', lambda[1]==0.1,", ', lambda[2]==0.1)), side=3, line=0.35,
outer=FALSE,cex=0.9, font=3,adj = .5)

dev.off()

png('SuperficieRisco4.png’)

superficie(.1,.1,.2,.1,.1,.1)

mtext(expression(paste(a[1]==0.1,', ', a[2]==0.1,", ', b[1]==0.2,", ',
b[2]==0.1,", ', lambda[1]==0.1,", ', lambda[2]==0.1)), side=3, line=0.35,
outer=FALSE,cex=0.9, font=3,adj = .5)

dev.off()

png('SuperficieRisco5.png’)

superficie(.1,.1,.1,.2,.1,.1)

mtext(expression(paste(a[1]==0.1,', ', a[2]==0.1,", ', b[1]==0.1,", ',
b[2]==0.2,", ', lambda[1]==0.1,", ', lambda[2]==0.1)), side=3, line=0.35,
outer=FALSE,cex=0.9, font=3,adj = .5)

dev.off()

png('SuperficieRisco6.png’)
superficie(.1,.1,.1,.1,.2,.1)
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mtext(expression(paste(a[1]==0.1,', ', a[2]==0.1,", ', b[1]==0.1,", ',
b[2]==0.1,", ', lambda[1]==0.2,", ', lambda[2]==0.1)), side=3, line=0.35,
outer=FALSE,cex=0.9, font=3,adj = .5)

dev.off()

png('SuperficieRisco7.png’)

superficie(.1,.1,.1,.1,.1,.2)

mtext(expression(paste(a[1]==0.1,', ', a[2]==0.1,", ', b[1]==0.1,", ',
b[2]==0.1,", ', lambda[1]==0.1,", ', lambda[2]==0.2)), side=3, line=0.35,
outer=FALSE,cex=0.9, font=3,adj = .5)

dev.off()



236

7. Comandos implementados no software R 3.0.2 para construcdo dos

graficos de contorno estimado do modelo proposto.

setwd('C:\\Users\\Kleber\\Dropbox\\Cicero\\Ajuste Multivariado\\Graficos - Estimados")

contornoM1 = function(al,a2,b1,b2,lambl,lamb2){

z = function(x1,x2){
x1*lambl*al*bh1*(exp(lamb1*x1)-1)(al-1)*exp(lambl*x1-b1*exp(lambl*x1-1)"al)*
x2*lamb2*a2*b2*(exp(lamb2*x2)-1)N(a2-1)*exp(lamb2*x2-b2*exp(lamb2*x2-1)"a2)}
z = outer(x1,x2,z)

mylevels <- seq(min(z),max(z),|=30)
s=se((0.7,.05,length=(length(mylevels)+1) )
filled.contour(x1,x2,z,col=rgh(s,s,s),xlab=expression(X),ylab=expression(Y))

}

x1 <- seq(.1,20,I=100);x2 <- seq(.1,20,I=100)

png(‘contornoM1.png")

contornoM1(1.088 ,.099,.514,0.695,.182,1.703)

# mtext(expression(paste(a[1]==0.1,", ', a[2]==0.1,", ', b[1]==0.1,", ",
#b[2]==0.1,', ', lambda[1]==0.1,", ', lambda[2]==0.1)), side=3, line=0.35,
# outer=FALSE,cex=0.9, font=3,adj = 0)

dev.off()

contornoM2 = function(al,a2,b1,b2,Jambl,lamb2){

z = function(x1,x2){
bl7al*lambl”al*x1”(al-1)/gamma(al)*exp(-b1l*lambl*x1)*
b2"ra2*lamb27a2*x2(a2-1)/gamma(a2)*exp(-b2*lamb2*x2)
}

z = outer(x1,x2,z)

mylevels <- seq(min(z),max(z),|=30)
s=seq(0.7,.05,length=(length(mylevels)+1) )
filled.contour(x1,x2,z,col=rgh(s,s,s),xlab=expression(X),ylab=expression(Y))

}

x1 <- seq(.1,10,I=100);x2 <- seq(.1,1,/1=100)

png(‘contornoM2.png")

contornoM2(3.523 ,.474,1.980,1.542,.629,2.043)

# mtext(expression(paste(a[1]==0.1,', ', a[2]==0.1,", ', b[1]==0.1,",
#b[2]==0.1,", ', lambda[1]==0.1,", ', lambda[2]==0.1)), side=3, line=0.35,
# outer=FALSE,cex=0.9, font=3,adj = 0)

dev.off()

contornoM3 = function(al,bl,lambl,a2,b2,lamb2){

z = function(x1,x2){
lamb1*bl*exp(-lamb1*x1)/(1+(b1-1)*exp(-lamb1*x1))*
lamb2*b2*exp(-lamb2*x2)/(1+(b2-1)*exp(-lamb2*x2))

z = outer(x1,x2,z)

mylevels <- seq(min(z),max(z),|=30)
s=seq(0.7,.05,length=(length(mylevels)+1) )
filled.contour(x1,x2,z,col=rgb(s,s,s),xlab=expression(X),ylab=expression(Y))

}
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x1 <- seq(.1,10,1=100);x2 <- seq(.1,5,/I=100)

png(‘contornoM3.png’)

contornoM3(1, 23.208, 0.840, 1, 5.250, 1.631)

# mtext(expression(paste(a[1]==0.1,", ', a[2]==0.1,", ', b[1]==0.1,", ',
#b[2]==0.1,", ', lambda[1]==0.1,", ', lambda[2]==0.1)), side=3, line=0.35,
# outer=FALSE,cex=0.9, font=3,adj = 0)

dev.off()

contornoM4 = function(al,bl,lambl,a2,b2,lamb2){

z = function(x1,x2){

b1*x1™Mal-1)*(al+lamb1*x1)*(exp(lamb1*x1) - b1*x1”al*exp(lambl*x1))*
b2*x1Ma2-1)*(a2+lamb2*x2)*(exp(lamb2*x2) - b2*x2”a2*exp(lamb2*x2))
}

z = outer(x1,x2,z)

mylevels <- seq(min(z),max(z),|=30)
s=seq(0.7,.05,length=(length(mylevels)+1) )
filled.contour(x1,x2,z,col=rgh(s,s,s),xlab=expression(X),ylab=expression(Y))

}

x1 <- seq(.1,500,1=100);x2 <- seq(.1,500,/=100)

png(‘contornoM4.png’)

contornoM4(1.071, 0.038, 0.373, 0.699, .241, 0.790)

# mtext(expression(paste(a[1]==0.1,', ', a[2]==0.1,", ', b[1]==0.1,", ',
#b[2]==0.1,", ', lambda[1]==0.1,", ', lambda[2]==0.1)), side=3, line=0.35,
# outer=FALSE,cex=0.9, font=3,adj = 0)

dev.off()

contornoM5 = function(al,bl,lambl,thl,a2,b2,lamb2,th2){

z = function(x1,x2){
lamb1/(th1*beta(al,bl))*(1-(th1/x1)Nambl)*(al-1)*(th1l/x1)Mlamb1l*b1-1)*
lamb2/(th2*beta(a2,b2))*(1-(th2/x2)Namb2)*(a2-1)*(th2/x2)(lamb2*b2-1)

z = outer(x1,x2,z)

mylevels <- seq(min(z),max(z),|=30)
s=se((0.7,.05,length=(length(mylevels)+1) )
filled.contour(x1,x2,z,col=rgh(s,s,s),xlab=expression(X),ylab=expression(Y))

}

x1 <- seq(.1,20,1=100);x2 <- seq(.1,20,1=100)

png(‘contornoM5.png’)

contornoM5(86.678, 57.035, 0.170, 0.014, 91.876, 69.667,0.088, 0.000055)
# mtext(expression(paste(a[1]==0.1,', ', a[2]==0.1,", ', b[1]==0.1,", ',
#b[2]==0.1,", ', lambda[1]==0.1,", ', lambda[2]==0.1)), side=3, line=0.35,

# outer=FALSE,cex=0.9, font=3,adj = 0)

dev.off()

contornoM6 = function(al,bl,lambl,a2,b2,lamb2){
z = function(x1,x2){
al*lambl*(lamb1*x1)"(al-1)*exp(-(lambl*x1)*al)*
a2*lamb2*(lamb2*x2)"(a2-1)*exp(-(lamb2*x2)"a2)

z = outer(x1,x2,z)



mylevels <- seq(min(z),max(z),|=30)
s=seq(0.7,.05,length=(length(mylevels)+1) )
filled.contour(x1,x2,z,col=rgh(s,s,s),xlab=expression(X),ylab=expression(Y))

}

x1 <- seq(.1,10,I=100);x2 <- seq(.1,5,/1=100)

png(‘contornoM6.png")

contornoM6(2.329, 1, 0.235, 1.439, 1, 0.763)

# mtext(expression(paste(a[1]==0.1,', ', a[2]==0.1,", ', b[1]==0.1,", ',
#b[2]==0.1,", ', lambda[1]==0.1,", ', lambda[2]==0.1)), side=3, line=0.35,
# outer=FALSE,cex=0.9, font=3,adj = 0)

dev.off()
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8. Comandos implementados no software R 3.0.2 para construcdo dos

graficos de superficie-densidade estimados do modelo proposto.

setwd('C:\\Users\\Kleber\\Dropbox\\Cicero\\Ajuste Multivariado\\Graficos - Estimados’)

superficie = function(al,a2,b1,b2,lambl,lamb2){
densidade = function(x1,x2){
x1*lambl*al*b1*(exp(lambl*x1)-1)N(al-1)*exp(lambl*x1-b1l*exp(lambl*x1-1)"al)*
x2*lamb2*a2*b2*(exp(lamb2*x2)-1)Na2-1)*exp(lamb2*x2-b2*exp(lamb2*x2-1)"a2)
}

z = outer(x1,x2,densidade)

persp(x1, x2, z, theta = 30, phi = 30, expand = .5, ticktype = "detailed", col =
"lightblue”,xlab="X",ylab="Y",zlab="Densidade")

}

x1 <- seq(.1,20,I=50);x2 <- seq(.1,20,/1=50)
png('SuperficieM1.png’)

superficie(1.088 ,.099,.514,0.695,.182,1.703)
mtext( 'Modelo M4.1 - Estimado', side=3, line=0.35,
outer=FALSE,cex=0.9, font=3,adj = .5)

dev.off()

superficie = function(al,a2,b1,b2,lamb1,lamb2){
densidade = function(x1,x2){
bl7Mal*lambl”tal*x1”(al-1)/gamma(al)*exp(-b1*lambl*x1)*
b27ra2*lamb2/a2*x2/\(a2-1)/gamma(a2)*exp(-b2*lamb2*x2)
}

z = outer(x1,x2,densidade)

persp(x1, X2, z, theta = 30, phi = 30, expand = .5, ticktype = "detailed", col =
"lightblue”,xlab="X",ylab="Y",zlab="Densidade")

}

x1 <- seq(.1,10,1=50);x2 <- seq(.1,1,I=50)
png('SuperficieM2.png")

superficie(3.523 ,.474,1.980,1.542,.629,2.043)
mtext( 'Modelo M4.2 - Estimado', side=3, line=0.35,
outer=FALSE,cex=0.9, font=3,adj = .5)

dev.off()

superficie = function(al,a2,bl1,b2,lambl,lamb2){
densidade = function(x1,x2){
lamb1*b1*exp(-lamb1*x1)/(1+(b1-1)*exp(-lambl*x1))*
lamb2*b2*exp(-lamb2*x2)/(1+(b2-1)*exp(-lamb2*x2))
}

z = outer(x1,x2,densidade)



persp(x1, X2, z, theta = 30, phi = 30, expand = .5, ticktype = "detailed", col =
"lightblue”,xlab="X",ylab="Y",zlab="Densidade")

}

x1 <- seq(.1,10,1=50);x2 <- seq(.1,5,I=50)
png('SuperficieM3.png")

superficie(1 , 23.208, 0.840, 1, 5.250, 1.631)

mtext( 'Modelo M4.3 - Estimado’, side=3, line=0.35,
outer=FALSE,cex=0.9, font=3,adj = .5)

dev.off()

superficie = function(al,a2,bl1,b2,lambl,lamb2){
densidade = function(x1,x2){
b1l*x1™Mal-1)*(al+lambl*x1)*(exp(lambl*x1) - b1*x1"al*exp(lamb1*x1))*
b2*x1Ma2-1)*(a2+lamb2*x2)*(exp(lamb2*x2) - b2*x2"a2*exp(lamb2*x2))
}

z = outer(x1,x2,densidade)

persp(x1, x2, z, theta = 30, phi = 30, expand = .5, ticktype = "detailed", col =
"lightblue”,xlab="X",ylab="Y",zlab="Densidade’)

}

x1 <- seq(.1,10,I=50);x2 <- seq(.1,50,I=50)
png('SuperficieM4.png")

superficie(1.071, 0.038, 0.373, 0.699, .241, 0.790)
mtext( 'Modelo M4.4 - Estimado', side=3, line=0.35,
outer=FALSE,cex=0.9, font=3,adj = .5)

dev.off()

superficie = function(al,bl,lambl,thl,a2,b2 lamb2,th2){
densidade = function(x1,x2){
lamb1/(th1*beta(al,bl))*(1-(th1/x1)Nambl)(al-1)*(th1l/x1)*(lamb1*b1-1)*
lamb2/(th2*beta(a2,b2))*(1-(th2/x2)Namb2)*(a2-1)*(th2/x2)*(lamb2*b2-1)
}

z = outer(x1,x2,densidade)

persp(x1, x2, z, theta = 30, phi = 30, expand = .5, ticktype = "detailed", col =
"lightblue”,xlab="X",ylab="Y",zlab="Densidade’)

}

x1 <- seq(.1,20,l1=50);x2 <- seq(.1,20,/1=50)

png('SuperficieM5.png")

superficie(86.678, 57.035, 0.170, 0.014, 91.876, 69.667,0.088, 0.000055)
mtext( 'Modelo M4.5 - Estimado', side=3, line=0.35,
outer=FALSE,cex=0.9, font=3,adj = .5)

dev.off()

superficie = function(al,a2,b1,b2,lamb1,lamb2){
densidade = function(x1,x2){
al*lambl*(lamb1*x1)"(al-1)*exp(-(lambl*x1)"al)*
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a2*lamb2*(lamb2*x2)"(a2-1)*exp(-(lamb2*x2)"a2)
}

Z = outer(x1,x2,densidade)

persp(x1, X2, z, theta = 30, phi = 30, expand = .5, ticktype = "detailed", col =
"lightblue”,xlab="X",ylab="Y",zlab="Densidade’)

}

x1 <- seq(.1,10,1=50);x2 <- seq(.1,5,I=50)
png('SuperficieM6.png")

superficie(2.329, 1, 0.235, 1.439, 1, 0.763)

mtext( 'Modelo M4.6 - Estimado’, side=3, line=0.35,
outer=FALSE,cex=0.9, font=3,adj = .5)

dev.off()



