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RESUMO 

 

O uso dos recursos naturais para atender as necessidades da geração atual sem 

comprometer a disponibilidade destes recursos para gerações futuras é um dos maiores 

desafios para ciência e para as políticas públicas nas primeiras décadas do século 21. 

Entre os recursos naturais os recursos hídricos são dos mais afetados pela atividade 

humana, pelo fato que o uso da água exige intervenções que podem alterar o regime 

natural dos processos hidrológicos nas diferentes escalas temporais e espaciais. Estas 

alterações podem afetar vários componentes dos ecossistemas relacionados aos sistemas 

hidrológicos com consequências cada vez mais sérias e menos previsíveis. Para 

estabelecer políticas públicas eficientes para proteção do meio ambiente é necessário 

desenvolver métodos matemáticos que possam fornecer as informações sobre as 

interações entre os componentes dos sistemas hidrológicos em diferentes escalas 

espaciais e temporais, relevantes para os ecossistemas correspondentes. Recentemente, a 

análise multifractal e a análise de complexidade (baseada na teoria da informação) 

foram aplicadas para avaliar os efeitos da atividade humana nos processos hidrológicos 

e mostraram-se adequadas para detectar as alterações nas dinâmicas destes processos 

nas diferentes escalas temporais e espaciais. Nesta tese avaliaram-se as alterações nos 

processos hidrológicos da bacia do rio Piracicaba causada pela construção dos 

reservatórios do Sistema Cantareira. Este sistema foi construído nas décadas de 60 e 70 

para reversão interbacias de 31 ou 33       para abastecimento da Região 

Metropolitana de São Paulo (RMSP). Os estudos anteriores baseados na análise 

estatística das séries temporais mensais de vazão e precipitação no período de 1947-

1991 revelaram a tendência crescente da precipitação anual para toda bacia e a 

tendência decrescente da vazão para localizações próximas aos reservatórios. Para 

providenciar as informações mais detalhadas sobre a influência do sistema Cantareira na 

dinâmica de processos hidrológicos da bacia do rio Piracicaba, utilizaram-se os métodos 

Multifractal detrended fluctuation analysis (MF-DFA) e Multifractal detrended cross-

correlation analysis (MF-DXA) para análise multifractal e os métodos Sample entropy 

(SampEn), Cross-sample entropy (Cross-SampEn) e Multiscale sample entropy (MSE) 

para análise de complexidade das séries temporais diárias de vazão e de precipitação, 

nas localizações geográficas mais próximas dos reservatórios.  Os resultados mostraram 

que a dinâmica da vazão foi alterada depois da construção dos reservatórios, enquanto 
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que não se observou a alteração correspondente na dinâmica de precipitação, indicando 

que a dinâmica da vazão foi afetada pela atividade humana e não pelos fatores naturais. 

Estes resultados também providenciaram as informações sobre o comportamento 

dinâmico dos processos hidrológicos em diferentes escalas temporais, que são 

importantes para avaliação e previsão das consequências ambientais em diferentes 

componentes do ecossistema e para o desenvolvimento dos modelos matemáticos e 

simulações computacionais que podem servir para análise dos cenários futuros.  

 

Palavras-chave: Processos hidrológicos, Análise multifractal, Análise de 

complexidade. 
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ABSTRACT 

 

The use of natural resources to meet necessities of generation and preserve the quantity 

and quality of these resources for future generations is one of the major challenges for 

science and public policies in first decades of the 21
st
 century. Among natural resources, 

hydric resources are among those most affected by human activities because the use of 

water requires interventions that can alter the natural regime of hydrological processes 

on different temporal and spatial scales. These alterations can affect various components 

of ecosystems that are related to hydrological systems, with increasingly serious and 

unpredictable consequences. To establish efficient public policies for environmental 

protection, it is necessary to develop mathematical methods that will provide 

information about the interactions between components of hydrological systems that 

operate on different temporal and spatial scales and that play a relevant role in 

corresponding ecosystems. Recently studies have implemented multifractal analysis and 

complexity analysis (based on information theory) to evaluate the effects of human 

activity on hydrological processes, and have shown potential for detecting alterations in 

dynamics of these processes on different temporal and spatial scales. In this work we 

evaluate alterations of hydrological processes in the Piracicaba River basin caused by 

the construction of the Cantareira system. This system, composed of a series of 

reservoirs connected by tunnels, was build during the 1960s and 1970s, to export 

approximately 31 or 33       from the Piracicaba river basin to the metropolitan 

region of Sao Paulo. Earlier studies based on statistical analysis of monthly temporal 

series of rainfall and stream flow for the period 1947-1991 found an increasing 

tendency for rainfall in the basin as a whole and a decreasing tendency for stream flow 

at certain locations within the basin that are close to the reservoirs. In order to get more 

information about the influence of  the Cantareira system on hydrological processes in 

this basin, we  analyze the multifractal properties of daily stream flow and rainfall 

temporal series using data recorded at locations close to the Cantareira reservoirs by 

applying Multifractal detrended fluctuation analysis (MF-DFA) and Multifractal 

detrended cross-correlation  analysis (MF-DXA) . For complexity analysis we use three 

methods: Sample entropy (SampEn), Cross-sample entropy (Cross-SampEn), and 

Multiscale entropy (MSE). We find an alteration of stream flow dynamics after the 

construction of the reservoirs, but do not observe a corresponding alteration in rainfall 



xi 

 

dynamics. Considering that rainfall is the mayor natural factor that governs the stream 

flow regime, these results indicate that the stream flow dynamics were altered by human 

activities. Our results also provide new information’s about the behavior of hydrological 

processes in the Piracicaba River basin on different temporal and spatial scales. Such 

information is important for evaluation and prediction of environmental impacts on 

different components of the ecosystem, and for the development of mathematical and 

computational models that simulate future scenarios. 

 

Keywords: Hydrological processes, Multifractal analysis, Complexity analysis. 
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1. INTRODUÇÃO 

 

Nas últimas décadas nossa habilidade de tratar vários fenômenos em ciências 

ambientais aumentou significativamente devido ao aumento do poder computacional, 

que possibilitou o desenvolvimento e validação dos novos métodos de aquisição e 

análise de dados e modelos teóricos e computacionais que servem para descrição e 

previsão da dinâmica dos sistemas naturais e sociais. Por outro lado, a complexidade 

dos fenômenos ambientais está fortemente influenciada pela atividade humana, tendo 

como consequências as alterações em vários componentes do meio ambiente. As 

soluções eficientes dos problemas ambientais exigem um melhor entendimento dos 

fenômenos relacionados, tanto aos fenômenos naturais quanto aos fenômenos sociais e a 

interação entre ambos. Os sistemas ambientais representam tipicamente sistemas 

complexos caracterizados por um grande número de componentes que interagem de 

forma não linear em uma escala e produzem as propriedades emergentes em outra 

escala. 

Além da emergência, os sistemas complexos apresentam auto-organização e 

possuem diferentes níveis hierárquicos. Para estudar estas propriedades vários conceitos 

e métodos foram desenvolvidos: fractais, multifractais, redes complexas, criticalidade 

auto-organizada, dinâmica não linear, automata celulares e teoria da informação [1-4].  

 De acordo com o Comitê de Pesquisas Ambientais da Fundação Nacional de 

Ciências dos Estados Unidos (NSF Advisory Committee for Environmental Research 

and Education) [5], entre os desafios das ciências ambientais nas primeiras décadas do 

século 21 estão: fragmentação da paisagem, recursos hídricos, propagação de 

patógenos, biodiversidade e dinâmica de ecossistemas, variabilidade e mudanças 

climáticas, ciclos biogeoquímicos, criação de novas tecnologias para proteção e 

melhoramento do meio ambiente e identificação das melhores práticas de estimar o 

risco e diminuir as consequências de desastres naturais.  

 A conservação dos recursos hídricos é um dos problemas mais importantes para 

o desenvolvimento sustentável de uma região. Estes recursos são diretamente 

influenciados pelos fatores naturais e antropogênicos e são caracterizados pelas 

interações múltiplas, ainda pouco entendidas, tornando os sistemas hídricos 

extremamente complexos. Para o estabelecimento de políticas públicas eficientes para 

proteção do meio ambiente é necessário desenvolver métodos matemáticos que possam 
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fornecer informações confiáveis sobre a dinâmica destes sistemas. Estas informações 

sobre os processos estocásticos que geram dados hidrológicos (precipitação e vazão) são 

cruciais para o desenvolvimento dos modelos matemáticos e simulações computacionais 

que servirão para análise dos cenários futuros.  

 Durante as últimas décadas a teoria multifractal [6] inicialmente desenvolvida 

para estudar flutuações de velocidade na turbulência [7,8] foi extensivamente utilizada 

para descrever e modelar a distribuição espacial e temporal das principais variáveis 

hidrológicas, precipitação pluvial e vazão fluvial dos rios [9-19]. Esta metodologia 

possibilita o estudo dos processos hidrológicos nas diferentes escalas, providenciando as 

informações necessárias para modelagem de vários fenômenos hidrológicos como 

inundações, erosão do solo, transporte dos poluentes e infiltração [20,21]. 

Os métodos alternativos para avaliar a variabilidade e complexidade dos 

processos hidrológicos são baseados em teoria da informação. Recentemente várias 

medidas de entropia foram usadas para descrever irregularidades e as taxas de 

propagação de informação em séries temporais de vazão e precipitação mostraram 

serem adequadas para detecção das alterações causadas pela atividade humana [22-25]. 

 A bacia do rio Piracicaba está localizada no sudeste do Estado de São Paulo, 

uma região com crescimento populacional e agroindustrial maior que a média do país, 

com fortes evidências de degradação dos recursos hídricos em aspectos quantitativos e 

qualitativos. Estudos anteriores apontam como principais causas destas alterações o 

aumento do consumo de água e das cargas de esgotos urbanos e agroindustrial, as 

mudanças no uso da terra e a transferência de água interbacias [26,27,28]. 

 Uma das intervenções antrópicas de maior impacto sobre o comportamento das 

variáveis hidrológicas da bacia (vazão) foi à construção de quatro reservatórios do 

sistema Cantareira, localizados nas cabeceiras dos rios Jaguari, Jacareí, Atibainha e 

Cachoeira. Estes reservatórios são interligados por túneis e canais e são responsáveis 

pela reversão interbacias de 31      para abastecimento da Região Metropolitana de 

São Paulo (RMSP).   

Este sistema entrou em operação em 1975 nos rios Atibainha e Cachoeira, e em 

1982 nos rios Jaguari e Jacareí [28]. A análise estatística das séries temporais de 

precipitação e vazão no período de 1947-1991 revelou a tendência crescente da 

precipitação anual para toda bacia (com dois subperíodos distintos de 1947-1968 e de 

1969-1991 com o segundo subperíodo com tendência positiva) e a tendência 

decrescente da vazão em locais próximos aos reservatórios. A análise sazonal da 
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quantidade da chuva mostrou o aumento da precipitação durante o período de seca 

(junho até agosto) no período de 1969-1991, indicando uma fragmentação do período de 

seca que pode não ser quantificada utilizando os métodos clássicos da estatística. Para 

avaliar as alterações da dinâmica da vazão e precipitação da bacia do rio Piracicaba 

devido à construção dos reservatórios localizados nas cabeceiras dos rios Atibaia e 

Jaguari, foram aplicadas nesta tese duas metodologias de análise de sistemas 

complexos: análise multifractal e a análise de complexidade. Foram analisadas as 

subséries das séries históricas correspondente aos períodos antes e depois da construção 

dos reservatórios do sistema Cantareira.  

O objetivo geral dessa tese é avaliar através de métodos da análise dos sistemas 

complexos, a influência da construção dos reservatórios do sistema Cantareira, na vazão 

dos rios Atibaia e Jaguari.  

 

Os objetivos específicos foram: 

 

a) Aplicar os métodos Multifractal Detrended Fluctuation Analysis (MF-DFA) e 

Multifractal Detrended Cross-Correlation Analysis (MF-DXA) nas séries 

temporais de vazão e de precipitação verificando se os processos hidrológicos da 

bacia do rio Piracicaba possuem as características multifractais e se estas 

características foram alteradas com a construção do sistema Cantareira; 

 

b) Aplicar os métodos Sample Entropy (SampEn), Cross-Sample Entropy       

(Cross-SampEn) e Multiscale Sample Entropy (MSE) nas séries temporais de 

vazão e de precipitação investigando se a complexidade dos processos 

hidrológicos da bacia do rio Piracicaba foi alterada com a construção do sistema 

Cantareira. 
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2. REVISÃO DE LITERATURA 

 

2.1. BACIA HIDROGRÁFICA E PROCESSOS HIDROLÓGICOS 

 

2.1.1. Bacia Hidrográfica 

 

A bacia hidrográfica representa uma área de captação natural da água pluvial que 

escoa para um único ponto de saída, seu exutório. Ela é composta por um conjunto de 

terras drenadas por um rio principal e seus afluentes, formada através dos desníveis dos 

terrenos que direcionam os cursos de água das regiões mais altas para as mais baixas. 

Uma bacia hidrográfica possui a organização hierárquica dos rios, principais e 

secundários, denominados afluentes e subafluentes, por ordem de volume crescente, que 

sempre vai das partes mais altas para as mais baixas. Cada bacia hidrográfica pode ser 

subdividida em suas sub-bacias representando as áreas de drenagem dos tributários do 

curso d`agua principal, sendo que cada bacia hidrográfica interliga-se com outra de 

maior ordem hierárquica, constituindo, em relação à última, uma sub-bacia [29, 30].  

Estas são as unidades básicas para a conservação e o manejo, como definido pela Lei nº 

9.433, de 8 de janeiro de 1997, que incorpora princípios e normas para a gestão de 

recursos hídricos. Estas normas são baseadas no fato que a característica ambiental de 

uma bacia reflete as relações de causa e efeito da dinâmica natural e ação humana 

ocorridas no conjunto das sub-bacias nela contidas, afetando a gestão ambiental como 

um todo. Assim a preservação e o manejo das bacias hidrográficas em seus aspectos 

físicos e bioquímicos representa um dos elementos principais considerados no 

planejamento de desenvolvimento sustentável de uma região.  

         O estudo das características físicas de uma bacia hidrográfica pode fornecer 

informações importantes para a prevenção ambiental, avaliações de riscos ambientais, 

avaliação do grau de degradação ambiental, e alterações em processos físicos e 

químicos.  

2.1.2. Processos hidrológicos 

 

Os processos hidrológicos de uma bacia hidrográfica dependem de suas 

características geomorfológicas (forma, relevo, área, geologia, rede de drenagem e 
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solo), do tipo da cobertura vegetal existente [31] e das ações antrópicas (como uso do 

solo, construção dos reservatórios e barragens) [32]. 

A vegetação tem papel fundamental no balanço de energia e no fluxo de água, 

por causa da interceptação da chuva que reduz a variação da vazão ao longo do ano, 

retarda e reduz os picos de cheias [29] e da influência sobre os processos de evaporação 

e de transpiração (evapotranspiração) que influem na quantidade da água precipitada 

que se transforma em vazão [34]. 

 A precipitação é toda água proveniente da atmosfera que atinge a superfície 

terrestre, em suas diferentes formas tais, como: neblina, chuva, granizo, orvalho, geada 

e neve desta, a chuva é o tipo de precipitação mais importante para a hidrologia, devido 

a sua capacidade de produzir escoamento. Da quantidade de precipitação que atinge o 

solo, parte transforma-se em escoamento superficial, parte infiltra-se no solo. Parte da 

água que infiltra alimenta os reservatórios subterrâneos que irão alimentar os rios. 

O conhecimento do processo de infiltração é de fundamental importância para o 

manejo e conservação da água e do solo por ser determinante para a quantidade de água 

da precipitação que escoa superficialmente e a quantidade de água que penetra no solo, 

incluindo a ocorrência de vários processos importantes para o ambiente como erosão e 

inundações [35].  

Um solo argiloso, por exemplo, pode ter uma alta capacidade de infiltração 

quando estiver seco, no entanto, após receber umidade pode se tornar quase que 

impermeável [29]. 

 Todos os fatores que influenciam a taxa de infiltração da água no solo 

interferem no escoamento superficial, além dos outros fatores como: agroclimáticos 

(intensidade e duração da precipitação, cobertura e os tipos de uso do solo, 

evapotranspiração), fisiográficos (área, declividade, e forma da bacia) [37]. A alteração 

do escoamento superficial tem como consequência a alteração em produção de 

sedimentos, que se constitui um grande problema no Brasil, onde são perdidos, a cada 

ano, 600 milhões de toneladas de solo agrícola [38]. 

 O escoamento superficial pode ser gerado em toda superfície da bacia quando a 

capacidade de infiltração é menor que a precipitação e o escoamento sub-superficial 

escoa até o rio. Quando toda a precipitação se infiltra existem áreas da bacia onde não 

ocorre escoamento superficial, o escoamento sub-superficial é transportado através de 

macroporos, e pode aparecer na superfície através de fontes, produzindo escoamento 

superficial em conjunto com a precipitação local [39]. 
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O planejamento da ocupação de uma bacia hidrográfica é de extrema 

importância diante das necessidades crescentes de uso da água em ambas as áreas 

urbanas e rurais. Tal planejamento requer um conhecimento amplo sobre as 

necessidades da população, os recursos terrestres e aquáticos disponíveis e sobre o 

comportamento dos processos naturais na bacia, para racionalmente compatibilizar 

necessidades crescentes com recursos limitados, garantindo o desenvolvimento 

sustentável. 

 

2.1.3. Bacia do rio Piracicaba 

 

  A bacia hidrográfica do rio Piracicaba, possui uma área total de 12.568,72 km
2
, 

sendo que, 11.442,82 km
2
 encontram-se no estado de São Paulo, e 1.125,90 km

2
 no 

estado de Minas Gerais. Está localizada entres os paralelos 22º00’S e 23º30’S e os 

meridianos 46º00’O e 48º30’O [28]. A localização geográfica da bacia do rio Piracicaba 

em relação ao estado de São Paulo está apresentada na Figura 1. 

 

 

Figura 1. Bacia do rio Piracicaba, localização, principais tributários, estações 

fluviométricas, pluviométricas e esquema de reservatórios do sistema Cantareira. As 

estações fluviométricas utilizadas foram: 4(4D-001), 8(3D-009) na bacia do rio Jaguari 

e  5(4D-009), 7(3D-006) na bacia do rio Atibaia [28]. 
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  O rio Piracicaba apresenta uma vazão média de 144,3       e vazão mínima de 

35,7      , obtidas com base nos estudos de regionalização hidrológica feitos pelo 

DAEE (Departamento de Águas e Energia elétrica) em 1988 e 1994 e adaptados pelo 

Relatório de Situação dos Recursos Hídricos das Bacias dos rios Piracicaba, Capivari e 

Jundiaí - 2002/2003 [40]. 

A bacia do rio Piracicaba faz parte da bacia do rio Tietê em sua porção média e 

está subdividida em cinco sub-bacias: Piracicaba (3.700,79 km
2
); Corumbataí (1.679,19 

km
2
); Jaguari (3.290 km

2
); Camanducaia (1.030 km

2
); e Atibaia (2.868,74 km

2
). É 

constituída de 61 municípios, localizados nos estados de São Paulo e Minas Gerais, 

entre quais os dez municípios mais populosos, em ordem decrescente, são: Campinas, 

Piracicaba, Jundiaí, Limeira, Sumaré, Americana, Rio Claro, Hortolândia, Santa 

Bárbara d’Oeste e Indaiatuba [41]. 

A região da bacia do rio Piracicaba passou, desde a década de 1960, por intenso 

processo de urbanização, industrialização e mudança no uso da terra para produção 

agrícola, degradando seus recursos hídricos [42]. De acordo com o Relatório de 

Situação dos Recursos Hídricos 2007, a demanda de águas superficiais na bacia era de 

31     , com 44% para setor urbano, 37% para setor industrial e 19% para setor rural 

[43]. 

A bacia do rio Piracicaba também conta com uma peculiaridade muito 

importante, quando se trata da influência humana na disponibilidade hídrica: a presença 

do sistema Cantareira (Figura 1) que foi concebido na década de 1960 para atender a 

uma demanda crescente na Região Metropolitana de São Paulo (RMSP). Este sistema é 

constituído pelos reservatórios formados pelos barramentos nos rios Jaguarí, Jacareí, 

Cachoeira e Atibainha, da bacia do rio Piracicaba, e pelo reservatório Paiva Castro, 

criado pelo barramento no rio Juqueri, da Bacia do Alto Tietê [40]. Dos 33 x 31       

produzidos pelo sistema, apenas 2      são produzidos na Bacia do Alto Tietê e 

31      produzidos na Bacia do rio Piracicaba [43].    

A quase totalidade da bacia hidrográfica apresenta clima subtropical Cwa, 

segundo a classificação de Köppen, com temperaturas médias anuais entre 18ºC e 22ºC.  

A precipitação média anual da bacia é de 1.400 mm, com regime climático 

caracterizado por duas estações bem distintas: seca no inverno (meses de abril a 

setembro) e chuvosa no verão (outubro a março) [41]. 
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2.2. FRACTAIS E MULTIFRACTAIS  

  

2.2.1. Fractais  

 

O termo fractal aplica-se a objetos complexos gerados por processos estocásticos 

ou mecanismos não lineares determinísticos. Os fractais apresentam auto similaridade 

(os pedaços de objeto assemelham-se ao objeto todo) e tem a dimensão não inteira 

(fracionária) menor do que a dimensão do espaço euclidiano no qual o fractal se 

encontra contido.  

Exemplos de fractais naturais são: árvores, nuvens, linhas costeiras, redes 

arteriais, árvore traqueo bronquial, ramificações de músculos cardíacos e neurônios     

[2, 6, 47, 48].  

A Figura 2 mostra um exemplo de um objeto com propriedades fractais. 

 

 

 

Figura 2. Exemplo de um objeto fractal [2].  

 

 Esses exemplos pertencem à classe dos fractais estocásticos, que possuem a 

propriedade de auto similaridade em sentido estatístico, dentro dos limites da escala, 

onde o limite inferior representa à dimensão de partículas do sistema e o limite superior 

à dimensão linear do sistema. Os objetos geométricos (fractais determinísticos) podem 

ser construídos utilizando um processo iterativo e possuem propriedade de                 

auto similaridade em todas as escalas. 



9 

 

 O processo iterativo consiste em substituir as unidades da estrutura                

(ex. triângulos, quadrados) pela estrutura básica característica para cada tipo de fractal 

como mostra a Figura 3 [47]. O algoritmos de construção do fractal Sierpinski Gasket  

mostrado na Figura 3 é dado a seguir: Inicia-se com a construção de um triângulo 

equilátero. A partir disso, seguiremos os seguintes passos:  

i. Traçar quatro novos triângulos equiláteros utilizando os pontos médios dos 

segmentos;  

ii. Remover o triângulo central;  

iii. Repetir em cada triângulo os passos ii e iii;  

iv. Repetir o passo 3 sucessivamente.  

 

 

 

Figura 3.  Fractal determinístico Sierpinski Gasket [47].     

 

Nos fractais determinísticos a dimensão fractal pode ser determinada usando o 

procedimento seguinte: se      é o número de unidades da estrutura (ex. triângulos no 

caso do fractal Sierpinski Gasket como mostrado na Figura 3) em escala   a diminuição 

da escala   vezes gera um novo número de unidades estruturais, 

 

 (
 

 
)                                                   

 

 

 e a dimensão fractal     pode ser calculada usando a expressão: 
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 Aplicando as fórmulas       e       no fractal geométrico Sierpinski Gasket 

(Figura 3), obtemos a dimensão fractal:  

 

   
    

    
      

 

Em fractais estocásticos a dimensão fractal pode ser obtida pela expressão: 

 

                                                                      

 

onde      é o volume da região de dimensão linear   e    a dimensão fractal, um 

número não inteiro e menor do que a dimensão euclidiana    do espaço em que o fractal 

se encontra.  Existem vários métodos para se calcular a dimensão fractal, entre eles os 

mais utilizados são: método da contagem de caixas (box-counting), dimensão de 

informação e dimensão de correlação [47].  

 

  

Método da contagem de caixas 

 

 

 A dimensão fractal é determinada utilizando-se uma grade retangular de 

tamanho  . Cobre-se o objeto com uma grade de tamanho r e contam-se o número das 

caixas      que contenham pelo menos um ponto do objeto:            Repete-se o 

procedimento com caixas de diferentes tamanhos e traça-se um gráfico na escala 

logarítmica de      em função de r.  A inclinação negativa desse gráfico é a dimensão  

box-counting, que pode ser definida, formalmente, através da  expressão: 
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 A estimativa da dimensão box-counting  é a inclinação negativa da reta dada por 

   [    ]            [49]. 

 

   

Dimensão de informação 

 

 

 A dimensão de informação está relacionada com a probabilidade de encontrar 

um ponto da estrutura dentro de uma caixa. Cobre-se o objeto com uma grade de 

tamanho r e conta-se o número de pontos (pertencentes à estrutura)    dentro da i-ésima 

caixa. A probabilidade de encontrar um ponto escolhido aleatoriamente dentro da           

i-ésima caixa é    
  

 
 onde   é o número total de pontos da estrutura. 

  

A dimensão de informação é definida como:  

 

 

      
   

   ∑         

    
                                                     

 

 

 A estimativa da dimensão de informação é a inclinação da reta dada por 

   [∑         ] versus      [49]. 

 

 

 Dimensão de correlação 

 

 A dimensão de correlação introduzida por Grassberger e Procaccia [50,51], está 

relacionada com o número de pontos cuja distância entre si é inferior a  .  

 

A dimensão de correlação é definida como: 

 

      
       

         

    
                                                  

 

onde:   
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∑ (  ‖     ‖)

   

                                 

 

é a integral de correlação em que        representa a função indicadora e   é o número 

total de pontos da estrutura. 

 

A estimativa de dimensão de correlação é a inclinação da reta dada                  

por           versus       

 

2.2.2. Multifractais 

 

Em contraste com fractais simples (ou monofractais), os multifractais são 

caracterizados por uma hierarquia de expoentes [6]. Mais precisamente, multifractais 

podem ser vistos como um entrelace de simples fractais. A palavra “hierarquia” aqui se 

refere aos diferentes membros deste entrelace, os quais têm dimensões fractais distintos.  

Se essa propriedade é ignorada e o objeto multifractal é tratado como um fractal 

simples (monofractal), os métodos tradicionais do cálculo de dimensão fractal resultam 

em um valor intermediário. Para multifractais a dimensão calculada usando o método 

contagem de caixas (também chamada de dimensão de capacidade) tem valor maior do 

que a dimensão de informação, que tem valor maior do que a dimensão de correlação.   

Assim, para testar se um objeto geométrico deve ser tratado como um 

multifractal, o primeiro passo é calcular a dimensão de capacidade, a dimensão de 

informação e a dimensão de correlação, e se essas dimensões forem distintas, deve-se 

realizar a análise multifractal usando o cálculo do espectro multifractal para descrever 

as propriedades geométricas do objeto. 

 

2.2.3. Análise multifractal  

 

 No caso de um multifractal geométrico, analisa-se o número de partículas 

dentro de uma região [49,52]. O procedimento do cálculo da dimensão multifractal 

generalizada consiste em cobrir a estrutura analisada com caixas de aresta de tamanho  , 

variando posteriormente os valores de  , e registrando os valores de    dentro da          
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i-ésima caixa, sendo    o número total de partículas do sistema e   é a dimensão linear 

do sistema. A dimensão generalizada    para distribuição de massa é definida por:  

 

∑(
  

  
)
 

  (
 

 
)

       

 

                                             

 

onde, q é uma variável contínua que torna possível enfatizar as propriedades fractais em 

diferentes escalas. As dimensões generalizadas   ,    e    representam a dimensão de 

capacidade, dimensão de informação e dimensão de correlação, respectivamente. 

Finalmente,     e    representam os limites do espectro de dimensões generalizadas, 

onde a medida de interesse é a mais diluída e mais densa, respectivamente. Para 

monofractais, todas as dimensões generalizadas são iguais, dando um único valor de 

dimensão fractal. O espectro      é constante, enquanto para multifractais      

representa uma função monótona decrescente. 

         Para um tratamento alternativo da multifractalidade usa-se o espectro      

[6,52,53], onde: 

 

                                                                             

  

representa, o número de caixas      para as quais a probabilidade    de encontrar uma 

partícula dentro da i-ésima caixa é regida pela lei de potência 

 

                                                                                     

 

sendo      entendido como a dimensão fractal da união de regiões com singularidade 

entre   e     ,   variando entre [−∞,∞]. A relação entre a função      e o espectro 

     é feita via transformação de Legendre 

 

 (    )                                                                 

 

 

em que 
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e 

 

                                                                         ) 

 

 No caso de monofractal, a dimensão fractal não depende de        ) e 

usando as equações (3.11), (3.12) e (3.13) tem-se        e o espectro      consiste 

em um único ponto, onde      é igual à dimensão fractal do sistema. Estruturas 

multifractais são caracterizadas por um espectro      não trivial.  

 

2.3.  PROCESSOS FRACTAIS  

 

   O conceito fractal pode ser estendido para séries temporais que possuem 

flutuações em múltiplas escalas do tempo. Essas flutuações temporais caracterizam-se 

pela auto similaridade estatística da mesma maneira que os objetos fractais possuem a 

auto similaridade nas várias escalas espaciais. Alguns exemplos dos processos fractais 

são: intervalos entre batimentos cardíacos em humanos [54,55], intervalo entre dois 

passos de humanos [56], flutuações na respiração [57], variação da pressão arterial [58], 

contagem das células brancas em sangue [59] e cinética de canais iônicos [60]. 

 A detecção e quantificação da auto similaridade em séries temporais torna-se 

mais complexa do que para fractais geométricos. A série temporal envolve dois tipos de 

variáveis: o eixo horizontal representa o tempo e o eixo vertical representa a variável 

que depende do tempo. No caso do fractal geométrico, que ocupa espaço bidimensional 

(exemplo, linhas costeiras), os eixos representam variáveis do mesmo tipo. 

 Para determinar se uma estrutura fractal geométrica possui a propriedade de 

auto similaridade, extrai-se um pedaço dela, aumenta até o tamanho do objeto original 

usando o mesmo fator de magnificação para o comprimento e a largura, e comparam-se 

as propriedades estatísticas do pedaço aumentado como objeto todo. No caso das séries 

temporais, precisa-se de dois fatores de magnificação, um para cada tipo de variável. 

 Uma série temporal      possui propriedade de autosimilaridade com o 

parâmetro   se: 



15 

 

 

         (
 

 
)                                                                            

 

 

onde “=” significa a igualdade de propriedades estatísticas. Essa igualdade surge após 

mudanças de escalas para   e      usando os fatores diferentes: 

                                  . O expoente α chama-se parâmetro de                   

auto similaridade [61].  

 

2.3.1. Métodos de Análise de Correlações de Longo Alcance em Séries 

Temporais Fractais 

 

 Análise da Função de Autocorrelação  

 

Uma série temporal estacionária é aquela que flutua em torno de uma 

mesma média ao longo do tempo, isto significa, em particular, que todas as 

distribuições unidimensionais são invariantes sob translação do tempo.  

Para séries temporais estacionárias,              com média  〈 〉 e variância 

   a função de autocorrelação é definida como: 

 

 

     
〈[      〈 〉[        〈 〉]]〉

  
                              

 

 

 Para uma série não correlacionada,        para    . Para uma série que 

possui correlação de curto alcance      tem um decaimento exponencial               

               , com uma escala característica   . Para uma série que possui 

correlação de longo alcance      tem decaimento seguindo uma lei de potência  

           , com o expoente de correlação,      . Para séries não estacionárias a 

média não é bem definida e para grandes escalas  ,      flutua ao redor de zero que 

dificulta a obtenção do expoente de correlação   [62].  

http://pt.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9dia
http://pt.wikipedia.org/wiki/Tempo
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Análise Espectral 

 

O espectro de potências é definido como a transformada de Fourier de função de 

autocorrelação [63].   

 

           ∑              

 

   

                                  

 

 Para séries temporais que possuem correlação de longo alcance      segue uma 

lei de potência 

 

                                                                                       

 

 com       . O expoente espectral   e o expoente de correlação   são obtidos 

através da inclinação da reta         versus        A análise espectral aplica-se 

apenas as séries temporais estacionárias.  

 

 Análise de Hurst 

 

Este método é baseado no passeio aleatório e foi desenvolvido pelo engenheiro 

inglês H.E. Hurst quando ele estudou a hidrologia (vazão) do rio Nilo, Egito [64,65]. 

No primeiro passo da análise de Hurst divide-se a série original    em          

            segmentos de tamanho   e em cada segmento           a série 

original é integrada pela equação: 

 

    ∑(          〈  〉)

 

   

                                             

 

onde 〈  〉  
 

 
∑          

 
     é a média local da série em segmento  . 

 

Em seguida para cada segmento calcula-se a diferença:  
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e o desvio padrão é: 

 

       √
 

 
∑(          〈  〉)

 
 

   

                                                 

 

A função de flutuação de Hurst é dada pela expressão:  

 

        
 

  
∑

     

     
              

  

   

                     

 

 O expoente de Hurst   é relacionado com o expoente de correlação   e com o 

coeficiente   da análise espectral pela equação             [65].  

 

   A interpretação do expoente   é a seguinte [6,64]. 

 

i) Para ruído branco (séries não correlacionadas)       a função de 

autocorrelação diminui exponencialmente; 

 

ii) O valor         indica que a série original possui correlações de longo 

alcance persistentes: os valores grandes (pequenos) tem maior probabilidade 

de serem seguidos por valores grandes (pequenos), a função de 

autocorrelação diminui seguindo uma lei de potência         , com 

      ;  

 

iii) Para         a série é anti-persistente, significando que os valores 

grandes (pequenos) tem maior probabilidade de serem seguidos por valores 

pequenos (grandes); 

 

iv) O valor     representa um ruído tipo     (o espectro de potências segue 

uma lei de potência          , com            ; 
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v) Para     as correlações existem, contudo não diminuem seguindo uma lei 

de potência. O caso especial       indica um ruído Browniano, que é a 

integração do ruído branco.  

 

 

Análise de Flutuação (FA) 

 

Este método é também baseado no passeio aleatório. Seja          uma 

série temporal com média zero. Primeiro a série original é integrada, formando uma 

nova série      ∑              
 
   . Em seguida a série     , é dividida em 

             segmentos não sobrepostos de tamanho   a partir do início da série.  

 

 A função de flutuação é obtida para cada segmento          pela equação: 

 

                                    

                
       [                ]                      

 

  

                A função de flutuação para o tamanho de segmento   é dada pela expressão: 

 

 

     [
 

  
∑   

      

  

   

]

   

                                       

 

 

Nos casos de correlações de longo alcance,      aumenta segundo uma lei de 

potência,        . O expoente    é idêntico ao expoente de Hurst,       para 

dados monofractais e está relacionado com   e   pela equação             

[65].  
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 Detrended Fluctuation Analysis (DFA) 

  

O método Detrended Fluctuation Analysis (DFA) foi introduzido por Peng et. al 

[66] para quantificar correlações em séries temporais não estacionárias (é quando 

flutuam em torno da média durante algum tempo e depois oscilam para outo nível. Ou 

quando variam em uma direção por algum tempo e mudam para outra direção no 

tempo). 

Este método foi amplamente utilizado para análises de sequências gênicas de 

DNA [64], na fisiologia [67], climatologia [68], hidrologia [69], geofísica [70], 

meteorologia [71] e séries temporais financeiras [72].  

A vantagem deste método em relação aos métodos convencionais é que ele 

também evita falsas detecções de correlações de longo alcance que são artefatos de 

tendência incorporada no sinal [73]. 

 

O algoritmo do DFA é dado a seguir: 

 

i)  Inicialmente a série temporal original              é integrada 

produzindo: 

     ∑[     〈 〉]

 

   

                             

 

                  em que  〈 〉  
 

 
∑      

    representa a média da série        

  

ii) A série integrada         ividida em       (  ⁄ ) intervalos 

(segmentos) não sobrepostos de tamanho   e em cada segmento 

         representa a tendência local         (é feita com ajuste 

linear ou polinomial) é estimada e subtraída da série       

 

iii)  A variância sem tendência é calculada como: 

 

      
     

 

   
∑ ∑ [             ]
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iv) Este cálculo se repete para diferentes tamanhos dos segmentos, 

fornecendo a relação entre a função de flutuação         e o 

tamanho do segmento  . Se a série original      possui correlações 

de longo alcance,         é uma lei de potência; 

 

                                

 

 O expoente de escala    pode ser obtido como o coeficiente angular 

da reta             versus        Para séries não correlacionadas 

     , para séries persistentes       e para séries                      

anti-persistentes       [66]. 

 

 

 Detrended Cross-Correlation Analysis (DCCA) 

 

O método Detrended cross-correlation analysis (DCCA) introduzido 

recentemente por Podobnik e Stanley [74], representa uma generalização do 

Detrended fluctuation analysis (DFA) e serve para quantificar as correlações entre 

duas séries temporais simultâneas. Este método foi aplicado para detectar e quantificar 

as correlações de longo alcance entre duas séries temporais não estacionárias e foi 

amplamente utilizado em várias áreas como fisiologia [75], engenharia [76], 

climatologia [77], e financias [78]. A implementação do algoritmo DCCA é 

semelhante ao DFA descrita na seção anterior, à diferença é que em vez da variância 

    
    , calcula-se a covariância sem tendências: 

 

     
     

 

   
∑ ∑ [             ][            ]

  

          

  

   

             

 

 

em que       ∑ [     〈 〉] 
    e      ∑ [     〈 〉 

   ]           são as 

séries integradas a partir de duas séries simultâneas       e             , e         

e         representam as tendências locais em segmentos              
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  Este cálculo se repete para diferentes tamanhos dos segmentos, fornecendo a 

relação entre a função de flutuação          e o tamanho do segmento     Se entre duas 

séries       e       existem correlações de longo alcance,          é uma lei de 

potências            . O expoente da escala    pode ser obtido como o coeficiente 

angular da reta             versus     
 
e tem a interpretação similar ao expoente   

do DFA. A existência das correlações entre duas séries simultâneas significa que cada 

série possui a memória dos seus valores anteriores e também a memória dos valores 

anteriores da outra série [74].  

 

2.4.  SÉRIES TEMPORAIS MULTIFRACTAIS 

 

 

 Muitos registros não apresentam um comportamento simples monofractal, que 

pode ser explicado por um único expoente de escala.  Ou seja, podem existir escalas    

separando regiões com expoentes diferentes. Em casos ainda mais complexos, as 

diferentes dimensões fractais podem ser observadas para vários subconjuntos fractais da 

série temporal.  Neste caso, uma hierarquia de expoentes de escala é necessária para 

uma descrição completa das correlações temporais da série, e uma análise multifractal 

deve ser aplicada [79]. Vários métodos foram desenvolvidos para analisar as 

propriedades multifractais dos sinais não estacionários, incluindo Wavelet transform 

modulus maxima (WTMM) [80], Multifractal detrended fluctuation analysis (MF-DFA) 

[79] e Multifractal detrending moving average analysis (MF-DMA) [81].  

 

 

  Multifractal Detrended Fluctation Analysis (MF-DFA)  

 

 

O método MF-DFA é mais simples para implementação computacional do que o 

método WTMM [82], e foi amplamente utilizado em análise de processos fisiológicos 

[83], sinais geofísicos [84], séries temporais hidrológicas [85-89] e dados financeiros 

[90].  

O algoritmo do MF-DFA é dado a seguir: 
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i) Inicialmente a série temporal original              é integrada 

produzindo: 

     ∑[     〈 〉]

 

   

                             

                  em que  〈 〉  
 

 
∑      

    representa a média da série        

  

ii) A série integrada         ividida em       (  ⁄ ) intervalos (segmentos) 

não sobrepostos de tamanho   e em cada segmento          representa a 

tendência local         (é feita com ajuste linear ou polinomial) é estimada e 

subtraída da série       

  

iii)  A variância sem tendência  

 

        
 

 
∑ [             ]

 
  

          

                            

 

é calculada para cada segmento, e finalmente um valor médio para todos os segmentos é 

usado para obter a função de flutuação de ordem  :  

 

      {
 

  
 ∑[       ]   

  

   

}

   

                                  

 

    

em que    pode assumir  qualquer número real exceto zero      . Este cálculo se 

repete para diferentes tamanhos dos segmentos, fornecendo a relação entre a função de 

flutuação       
e o tamanho do segmento  . Se a série original      possui correlações 

de longo alcance,       é uma lei de potência             . O expoente de escala  

      pode ser obtido como o coeficiente angular da reta           versus       

 O valor de      que corresponde ao limite      para     não pode ser 

determinado diretamente usando a equação         porque o expoente diverge. Em vez 

disso, um procedimento do cálculo logarítmico da média deve ser empregado, 
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         {
 

   
 ∑   [       ]   

   

   

}                          

 

 Para séries estacionárias       é igual o expoente clássico de Hurst, então      

é chamado o expoente de Hurst generalizado [79]. Para valores positivos de   ,      

descreve o comportamento dos segmentos com grandes flutuações, enquanto para 

valores negativos de   ,      descreve o comportamento dos segmentos com pequenas 

flutuações. Para séries monofractais       é independente de  , para séries multifractais   

      é uma função decrescente de   [79]. Os expoentes generalizados       são 

relacionados aos expoentes Rényi       definidos em análise multifractal clássica 

(baseada na função de partição) [6]. 

 

                                                                 

 

               Para séries monofractais       é uma função linear de                para 

séries multifractais       é uma função não linear de    [6]. Um processo multifractal 

também pode ser caracterizado pelo espectro de singularidade      relacionado à        

via transformação de Legendre 

 

      
     

  
                                                        

 

                                                                 

 

em que      é a dimensão fractal do subconjunto da série  com valores caracterizados 

pelo expoente local  Lipschitz-Holder   [6,79]. O espectro      de uma série 

monofractal é representado por um único ponto, enquanto para uma série multifractal 

     é uma função côncava para baixo [6,79].  

 Dois tipos de multifractalidade podem ser identificados em séries temporais: a) 

multifractalidade causada pela função densidade de probabilidade dos valores da série;           

b) multifractalidade causada pelas correlações diferentes em subconjuntos com grandes 

e com pequenas flutuações [79]. Para determinar qual tipo de multifractalidade está 

presente na série original, o procedimento MF-DFA deve ser aplicado na série 
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randomizada.  No caso da multifractalidade tipo (b) a randomização da série destrói as 

correlações de longo alcance e             No caso da multifractalidade tipo (a) a 

randomização não afeta a função de probabilidade dos valores da série, resultando em 

permanência da função original      . Se ambos os tipos de multifractalidade são 

presentes, a série randomizada apresenta uma multifractalidade mais fraca do que a 

série original [79].   

 

 

 Multifractal Detrended Cross Correlation Analysis (MF-DXA) 

 

 Para investigar as correlações entre duas séries temporais simultâneas não 

estacionárias, vários métodos foram recentemente propostos: Detrended                  

cross-correlation analysis (DCCA) [74], Multifractal detrended cross-correlation 

analysis (MF-DXA) [92] e Multifractal detrending moving average cross-correlation 

analysis (MF-X-DMA) [93], entre os quais o método Multifractal detrended             

cross-correlation analysis (MF-DXA) foi o mais utilizado. Este método já foi aplicado 

em processos hidrológicos [94], sinais geofísicos [95] e dados financeiros [96]. O 

procedimento do MF-DXA é semelhante ao MF-DFA descrito na seção anterior, à 

diferença é que em vez da variância        , calcula-se a covariância sem tendências: 

 

         
 

 
∑ |            ||            |

  

          

                   

 

em que       ∑ [     〈 〉] 
    e      ∑ [     〈 〉 

   ]           são as 

séries integradas a partir de duas séries simultâneas       e              , e         

e         representam as respectivas tendências locais em segmentos            

[92].  

Calculando o valor médio para todos os segmentos determina-se a função de flutuação 

de ordem    :        

      

         {
 

  
 ∑[        ]

   

  

   

}
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em que  q  pode assumir  qualquer número real exceto zero. Repetindo este cálculo para 

diferentes tamanhos dos segmentos, determina se a relação entre a função de flutuação 

       e o tamanho do segmento  . Em caso de existência de correlações de longo 

alcance entre as duas séries,          é uma lei de potência                 . O 

expoente de escala        é calculado como o coeficiente angular da reta             

versus     . No caso de     o método MF-DXA é idêntico ao MF-DFA [79]. Uma 

vez que os expoentes generalizados        são obtidos, os expoentes clássico        e 

o espectro de singularidade         podem ser calculados usando as fórmulas       , 

       e        [92].  

 

2.5 ANÁLISE DE COMPLEXIDADE DAS SÉRIES TEMPORAIS 

 

 Sample Entropy (SampEn) 

 

 O método SampEn introduzido por [97] é definido como sendo o logaritmo 

natural da probabilidade condicional de que duas sequências similares  (dentro de um  

nível de tolerância  ) para   pontos, permanecem similares para     pontos. 

 

 Seja             uma série temporal de tamanho  , o algoritmo de SampEn 

         é descrito como: 

 

i) Construir     vetores de tamanho   onde:  

 

     [                      ],                               

 

ii) Definir a distância    entre os vetores             , onde: 

 

  [         ]            [|             |]                          

 

iii)  Para cada          ; calcula-se: 

 

  
     

  

       
           e             
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onde    é o número dos vetores      de tamanho   que são similares aos vetores 

     dentro da distância  :    [         ]    e     é o número dos vetores      de 

tamanho       que são similares aos vetores      dentro da distância  .  

 

 Calcula-se: 

      
 

   
(∑   

    

   

   

)                   

 

 e 

 

      
 

   
(∑   

    

   

   

)                

 

onde        é a probabilidade de dois vetores serem similares para   pontos,       é 

a probabilidade de dois vetores serem similares para       pontos.   

 

iv)  Por fim, calcula-se o índice Sample Entropy:  

 

                 (
     

     
)                   

 

 

 Que representa a probabilidade condicional que de duas sequências que são 

similares para   pontos permanecem similares para     pontos (quando um dado 

consecutivo é adicionado). 

  Sample Entropy é uma modificação do método Approximate Entropy (ApEn),           

[98]. Ambos os métodos servem para quantificar a complexidade em séries temporais 

não lineares, que foram amplamente usados em análise de processos fisiológicos [99] e 

séries climáticas [100]. Uma maior complexidade (menor regularidade) da série 

temporal gera o valor do SampEn mais alto [97]. 

 

 

 



27 

 

   Cross - Sample Entropy (Cross - SampEn) 

 

Cross – Sample Entropy é uma técnica introduzida recentemente, para avaliar o 

grau de sincronização entre duas séries temporais simultâneas [97], e foi utilizada em 

séries temporais fisiológicas [101] e financeiras [102].  

 

Seja   (                ) e   (                ) duas séries       

temporais de tamanho  . Fixando os parâmetros de entrada   e  , onde   é o 

comprimento de vetor a ser comparado e   o nível de tolerância, a sequência é dada a 

seguir:  

 

i)  Constrói-se uma sequência de vetores: 

 

      (                      )                    

                                                       

      (                      )                    

 

a partir de   e  , respectivamente. 

 

ii) Para cada       , calcula-se: 

 

 

  
      ||   

                       [           ]   

   
                  

 

onde,  [           ]     {|             |         }, representa a         

diferença máxima de seus respectivos componentes escalares.  

 

 

iii) Em seguida define-se: 

 

       ||    
∑   

      ||     
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que é o valor médio de    
      ||  . 

 

iv) Analogamente, define-se: 

 

  
      ||   

                       [               ]   

   
               

 

e  

       ||   
∑   

      ||     
   

    
                       

 

 

que é o valor médio de   
      ||  .   

  

 

v)  Por fim, calcula-se o índice Cross-Sample Entropy 

 

                        {
       ||  

       ||  
}                 

 

Portanto, Cross-SampEn pode ser usada como uma medida da correlação 

cruzada entre duas séries temporais simultâneas [97].  

 

 

Mustiscale Sample Entropy (MSE) 

 

 

 Multiscale sample entropy (MSE) introduzida por Costa et al. [103], representa 

uma generalização do método  Sample entropy (SampEn) [97]. As medidas tradicionais 

baseadas em conceito da entropia, como Shannon entropy [104], Kolmogorov entropy 

[105], Approximate entropy [106] e Sample entropy [97] aumentam com o grau de 

aleatoriedade do processo estocástico e não conseguem quantificar a complexidade 

como “uma riqueza na estrutura temporal do processo” caracterizada pela maior 

regularidade do que o processo aleatório [103].   
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Ambos os processos completamente aleatórios (ruído branco) e o processo 

completamente regular (ex. periódico) possuem uma menor complexidade do que um 

processo estruturalmente complexo (ex. ruído 1/f) [103, 107]. 

 A implementação do método MSE exige primeiro a transformação da série 

original              para outras escalas produzindo                  onde  

      
 

 
∑     

  
           e   é o fator da escala.  Este procedimento é representado na 

Figura 4. 

 

 

 

Figura 4. Ilustração do método MSE: transformação da série original usando fator de 

escala   = 2 e   =3. [107].  

 

 Para cada série transformada calcula-se o valor de SampEn e constrói-se o 

gráfico SampEn versus o fator da escala  . Este método permite analisar a 

complexidade de diferentes componentes do processo estocástico (que operam nas 

escalas distintas), e pode servir para diferenciar entre as séries temporais geradas pelos 

sistemas diferentes ou pelo mesmo sistema em condições diferentes [103].  Costa et al 

[107] mostraram que um sinal aleatório tem em escalas maiores menores valores de 

MSE do que um sinal correlacionado, como pode ser visto na Figura 5. A análise MSE 

permite uma melhor quantificação da complexidade estrutural de uma série temporal do 

que os métodos tradicionais baseados em entropia, que analisam a repetição dos padrões 

na série utilizando uma escala única [103].  
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Figura 5. Análises MSE de séries simuladas de ruído branco e ruído 1/f. Os parâmetros 

de MSE são:             , e          [107]. 
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3. MATERIAIS E MÉTODO 

 

3.1. Descrição dos dados 

 

 Foram analisadas as séries temporais diárias de vazão e de precipitação obtidas 

das estações meteorológicas localizadas nas bacias dos rios Atibaia e Jaguari, que são 

sub-bacias do rio Piracicaba. As estações fluviométricas foram escolhidas por serem 

mais próximas do reservatório do sistema Cantareira que foi construído para a 

transferência da água da bacia do rio Piracicaba para Região Metropolitana de São 

Paulo (RMPS). Este sistema inclui reservatórios na sub-bacia do rio Atibaia 

(construídos no período de 1968-1974, nos rios Cachoeira e Atibainha) e na sub-bacia 

do rio Jaguari (construídos no período de 1975-1981, nos rios Jaguari e Jacareí) [28].  

Para comparar a dinâmica da vazão com a dinâmica da precipitação foram 

escolhidas as séries diárias de precipitação das estações mais próximas das estações 

fluviométricas com dados simultâneos. As estações escolhida foram: foram 3D-006 e 

4D-009 ( fluviométricas, Atibaia),  3D-009 e 4D-001  (fluviométricas, Jaguari), D3-002 

e E3-017 (pluviométricas,  Atibaia) e D3-018 e D4-052, (pluviométricas, Jaguari).  Para 

cada estação foram analisadas duas séries de vazão e de precipitação representando os 

períodos antes e depois da construção dos reservatórios do sistema Cantereira: de 1961-

1967 e de 1975-1981 para o rio Atibaia, de 1967-1975 e de 1985-1993 para o rio 

Jaguari. As séries temporais de vazão e precipitação foram escolhidas pela existência de 

dados completos no período de estudo, entre 1930 e 1997, e pela distribuição espacial 

na bacia.  

Foram analisadas as séries temporias de vazão de cada sub-bacia nas estações       

3D-006 (Atibaia) e 3D-009 (Jaguari), para avaliar o comportamento dos dados com 

maior duração durante os períodos de 1930 a 1997 para primeira estação e de 1930 a 

1997 para segunda estação.  

 E finalmente analisamos as séries simultâneas da vazão das duas sub-bacias, nas 

estações 3D-006 (Atibaia) e 3D-009 (Jaguari) para os períodos antes da construção do 

primeiro reservatório no rio Atibaia (68-74), antes da construção do segundo 

reservatório no rio Jaguari (75-81) e depois do início do funcionamento dos dois 

reservatórios (84-90).   

Os dados foram obtidos do Portal do Departamento de Águas e Energia Elétrica 

(DAEE), que disponibiliza os dados históricos de vazão e de precipitação para o estado 



32 

 

de São Paulo, no site http://www.daee.sp.gov.br/. As informações sobre as estações 

fluviométricas são dadas nas Tabelas 1 e 2 e nas Tabelas 3 e 4 contém as informações 

sobre as estações pluviométricas. 

 

Tabela 1.   Dados das estações fluviométricas da bacia do rio Atibaia. 

Município Prefixo Nome Latitude Longitude Área 

(Km²) 

Curso 

d'Água 

Itatiba 3D-006 Bairro da 

Ponte 

22°58'59" 46°49'46" 1920,00 Atibaia 

Paulínia 4D-009 Acima de 

Paulínia 

22°44'38" 47°07'47" 2738,00 Atibaia 

 

Tabela 2.  Dados das estações pluviométricas da bacia do rio Atibaia.  

Município Prefixo Nome Altitude Latitude Longitude Bacia 

Campinas D3-002 Salto 

Grande 

690 m 22°56' 46°54' Atibaia 

Vinhedo E3-017 Vinhedo 700 m 23°02' 46°58' Atibaia 

 

Tabela 3.  Dados das estações fluviométricas da bacia do rio Jaguari. 

Município Prefixo  Nome   Latitude Longitude Área 

(Km²) 

Curso 

d'Água 

Morungaba 3D-009 Buenópolis 22°51'02" 46°46'47" 1950,00 Jaguari 

Cosmópolis 4D-001 Usina 

Ester 

22°39'26" 47°12'53" 3394,00 Jaguari 

 

Tabela 4.  Dados das estações pluviométricas da bacia do rio Jaguari.  

Município Prefixo Nome Altitude Latitude Longitude Bacia 

Vargem D3-018 Vargem 940 m 22°54' 46°25' Jaguari 

Cosmópolis D4-052 Usina 

Ester 

560 m 22°40' 47°13' Jaguari 

 

 

3.2.  Metodologia 

  

 Para avaliar as alterações hidrológicas da bacia do rio Piracicaba, causadas pela 

construção do sistema Cantareira comparamos através da análise multifractal e da 

análise de complexidade a dinâmica da vazão e da precipitação em períodos antes e 

depois da construção dos reservatórios do sistema Cantareira.  

 

http://www.daee.sp.gov.br/
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Para diminuir a influência da sazonalidade das séries diárias analisaram-se as 

séries temporais das anomalias da vazão  ̃      〈  〉      e da precipitação 

 ̃      〈  〉     , onde 〈  〉, 〈  〉 e    ,    , são os valores médios e o desvio padrão 

dos dados registrados no dia calendário (anual) [19].  

 

Análise multifractal  

 

 A multifractalidade das séries temporais da vazão e da precipitação foram 

analisadas aplicando o método Multifractal detrended fluctuation analysis (MF-DFA) 

descrito no Capítulo 3. Onde comparamos a largura do espectro multifractal das séries 

temporais de vazão e de precipitação nos períodos antes e depois da construção dos 

reservatórios, para avaliar se a dinâmica da vazão foi alterada, e se essa alteração é 

consequência dos fatores naturais ou antrópicos. A aplicação do método Multifractal 

cross-correlation analysis (MF-DXA), descrito no Capítulo 3, providência as 

informações sobre a natureza das correlações cruzadas entre as séries de vazão e de 

precipitação, também comparando períodos antes e depois da construção dos 

reservatórios do sistema Cantareira. 

 

Análise de complexidade 

 

A influência do sistema Cantareira na dinâmica da vazão também pode ser 

avaliada analisando a complexidade das séries temporais nos períodos antes e depois da 

construção dos reservatórios. Aplicamos o método Sample entropy (SampEn) descrito 

no Capítulo 3. Este método desenvolvido para análise de sinais fisiológicos, 

recentemente foi aplicado em dados hidrológicos e mostrou-se promissor em detectar 

alterações causadas pelas atividades humanas. A sincronização entre as séries de vazão 

e de precipitação analisou-se utilizando o método Cross-sample entropy                 

(Cross-SampEn), descrito no Capítulo 3. Mais informações sobre a complexidade destes 

processos (nos períodos antes e depois da construção dos reservatórios) nas escalas 

diferentes foram obtidas utilizando o método Multiscale sample entropy (MSE), descrito 

no Capítulo 3. 
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4. RESULTADOS E DISCUSSÃO 

 

 As Figuras 6-13 representam os gráficos dos dados originais da vazão e da 

precipitação das bacias dos rios Atibaia e Jaguari, antes e depois da construção dos 

reservatórios do sistema Cantareira. 

 

 

 
 

Figura 6. Séries temporais de vazão (Q) do rio Atibaia (estação 3D-006) para os 

períodos de 1961 a 1967 (a) e de 1975 a 1981 (b). 

 

 

    
 

Figura 7. Séries temporais da precipitação (P) do rio Atibaia (estação D3-002) para os 

períodos de 1961 a 1967 (a) e de 1975 a 1981 (b). 
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Figura 8.  Séries temporais de vazão (Q) do rio Atibaia (estação 4D - 009) para os 

períodos de 1961 a 1967 (a) e de 1975 a 1981 (b). 

 

     

Figura 9.  Séries temporais da precipitação (P) do rio Atibaia (estação E3 - 017) para os 

períodos de 1961 a 1967 (a) e de 1975 a 1981(b). 

 

      

Figura 10.  Séries temporais de vazão (Q) do rio Jaguari (estação 3D - 009) para os 

períodos de 1967 a 1975 (a) e de 1985 a 1993 (b). 
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Figura 11.  Séries temporais da precipitação (P) do rio Jaguari (estação  D3 - 018) para 

os períodos de 1967 a 1975 (a) e de 1985 a 1993(b). 

 

  

           

Figura 12.  Séries temporais de vazão (Q) do rio Jaguari (estação 4D - 001) para os 

períodos de 1967 a 1975 (a) e de 1985 a 1993(b). 

 

         
 Figura 13.  Séries temporais da precipitação (P) do rio Jaguari (estação  D4 - 052) para 

os períodos de 1967 a 1975 (a) e de 1985 a 1993 (b). 
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As Figuras 14-21 representam os gráficos das anomalias da vazão e da 

precipitação das bacias dos rios Atibaia e Jaguari, antes e depois da construção dos 

reservatórios do sistema Cantareira [19].  

 

 

           

 

 

Figura 14.  Séries temporais de anomalias de vazão (Q) do rio Atibaia                

(estação 3D - 006) para os períodos de 1961 a 1967 (a) e de 1975 a 1981 (b). 

 

 

       
 

Figura 15.  Séries temporais de anomalias da precipitação (P) do rio Atibaia        

(estação 3D - 002) para os períodos de 1961 a 1967 (a) e de 1975 a 1981 (b). 
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Figura 16. Séries temporais de anomalias de vazão (Q) do rio da bacia Atibaia    

(estação 4D - 009)  para os períodos de 1961 a 1967 (a) e de 1975 a 1981 (b).  

 

 

       
Figura 17. Séries temporais de anomalias da precipitação (P) do rio Atibaia        

(estação E3 - 017) para os períodos de 1961 a 1967 (a) e de 1975 a 1981 (b). 

 

       
Figura 18. Séries temporais de anomalias da vazão (Q) do rio Jaguari                  

(estação 3D - 009) para os períodos de 1967 a 1975 (a) e de 1985 a 1993 (b). 
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Figura 19.  Séries temporais de anomalias da precipitação (P) do rio Jaguari       

(estação D3 - 018) para os períodos de 1967 a 1975 (a) e de 1985 a 1993 (b). 

 

   
   

Figura 20. Séries temporais de anomalias da vazão (Q) do rio Jaguari                 

(estação 4D - 001) para os períodos de 1967 a 1975 (a) e de 1985 a 1993 (b). 

 

          

 

Figura 21.  Séries temporais de anomalias da precipitação (P) do rio Jaguari       

(estação D4 - 052) para os períodos de 1967 a 1975 (a) e de 1985 a 1993 (b). 
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A estatística descritiva obtida dos dados das sub-bacias dos rios Atibaia e 

Jaguari referentes às estações fluviométricas e pluviométricas são apresentadas nas 

Tabelas de 5 a 8.   

Tabela 5.  Estatística descritiva dos dados fluviométricos (       da bacia do rio 

Atibaia. 

Estação Amostra Mínimo Máximo Média D. Padrão 

 

3D-006 

61 - 67 

 

75 - 81 

4.2 

 

3.5 

160.4 

 

110.1 

28.9  

 

19.81 

19.4 

 

14.9 

 

4D-009 

61 - 67 

 

75 - 81 

4.7 

 

3.7 

220.3 

 

181.6 

37.8 

 

30 

26.7 

 

23.6 

 

Tabela 6. Estatística descritiva dos dados pluviométricos            da bacia do rio 

Atibaia. 

Estação Amostra Mínimo Máximo Média D. Padrão 

 

D3-002 

61 - 67 

 

75 - 81 

0.00 

 

0.00 

96.8 

 

96.2 

3.5 

 

3.9 

9.3 

 

9.7 

 

E3-017 

61 - 67 

 

75 - 81 

0.00 

 

0.00 

102.5 

 

99.4 

3.4 

 

3.9 

9.3 

 

10.3 

 

Tabela 7.  Estatística descritiva dos dados fluviométricos (       da bacia do rio 

Jaguari. 

Estação Amostra Mínimo Máximo Média D. Padrão 

 

3D-009 

67 - 75 

 

85 - 93 

4.9 

 

1.9 

452 

 

127.1 

30.5 

 

19.5 

24.3 

 

17 

 

4D-001 

67 - 75 

 

85 - 93 

13.5 

 

8.3 

624.4 

 

336.9 

51.4 

 

40.3 

45.5 

 

30.9 

 

Tabela 8.  Estatística descritiva dos dados pluviométricos            da bacia do rio 

Jaguari. 

Estação Amostra Mínimo Máximo Média D. Padrão 

 

D3-018 

67 - 75 

 

85 - 93 

0.00 

 

0.00 

92.1 

 

110 

3.7 

 

4.1 

8.7 

 

9.8 

 

D4-052 

67 - 75 

 

85 - 93 

0.00 

 

0.00 

100.2 

 

135.9 

3.3 

 

4.1 

8.8 

 

10.6  
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Podemos observar que nas estações fluviométricas, os valores médios, mínimos 

e máximos de vazão diminuíram depois da construção dos reservatórios, enquanto os 

valores médios e máximos da precipitação aumentaram no mesmo período, para todas 

as estações pluviométricas. Considerando que a precipitação é o maior fator natural que 

influi a vazão, estes resultados indicam que a construção do Sistema Cantareira 

influência o regime hidrológico da bacia nos pontos investigados. Estes resultados são 

semelhantes aos resultados obtidos em estudos anteriores [28].   

 

 Análise multifractal  

 

As Figuras 22-45 apresentam os resultados da análise multifractal para as séries 

temporais diárias das anomalias da vazão e da precipitação das sub-bacias dos rios 

Atibaia e Jaguari.  

As Figuras 22-29 mostram o expoente de Hurst generalizado      , as Figuras 

30-37 mostram o expoente de Rényi       e as Figuras 38-41 mostram o espectro 

multifractal      para as anomalias da vazão e da precipitação das sub-bacias dos rios 

Atibaia e Jaguari para os períodos antes e depois da construção dos reservatórios do 

sistema Cantareira.  

 

 

Figura 22. Expoente de Hurst generalizado       para vazão do rio Atibaia        

(estação  3D-006) para os períodos de  1961 a 1967 (  ) e de 1975 a 1981 (•).  
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Figura 23. Expoente de Hurst generalizado       para precipitação do rio Atibaia 

(estação D3-002) para os períodos de 1961 a 1967 (  ) e de 1975 a 1981 (•). 

 

 

 

Figura 24. Expoente de Hurst generalizado       para vazão do rio Atibaia         

(estação  4D-009) para os períodos de 1961 a 1967 (  ) e de 1975 a 1981 (•).  
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Figura 25. Expoente de Hurst generalizado       para precipitação do rio Atibaia 

(estação E3-017) para os períodos de 1961 a 1967 (  ) e de 1975 a 1981 (•). 

 

 
Figura 26. Expoente de Hurst generalizado       para vazão do rio Jaguari        

(estação  3D-009) para os períodos de 1967 a 1975 (  ) e de 1985 a 1993 (•) . 
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Figura 27. Expoente de Hurst generalizado     ) para precipitação do rio Jaguari 

(estação D3-018) para os períodos de 1967 a 1975 (  ) e de 1985 a 1993 (•). 

 

 

Figura 28. Expoente de Hurst generalizado       para vazão do rio Jaguari        

(estação  4D-001) para os períodos de 1967 a 1975 (  ) e de 1985 a 1993 (•). 
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Figura 29. Expoente de Hurst generalizado       para precipitação do rio Jaguari 

(estação D4-052) para os períodos de 1967 a 1975 (  ) e de 1985 a 1993 (•). 

 

 

 

Figura 30.  Expoente Rényi       para vazão do rio Atibaia (estação 3D-006) para os 

períodos de 1961 a 1967 (  ) e de 1975 a 1981 (•). 
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Figura 31.  Expoente Rényi       para precipitação do rio Atibaia (estação D3-002) 

para os períodos de 1961 a 1967 (  ) e de 1975 a 1981 (•). 

 

  

Figura 32.  Expoente Rényi       para vazão do rio Atibaia (estação 4D - 009) para os 

períodos de 1961 a 1967 (  ) e de 1975 a 1981 (•). 
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Figura 33.  Expoente Rényi       para precipitação do rio Atibaia (estação E3-017) para 

os períodos de 1961 a 1967 (  ) e de 1975 a 1981 (•). 

 

 

Figura 34. Expoente Rényi       para vazão do rio Jaguari (estação 3D - 009) para os 

períodos de 1967 a 1975 (  ) e de 1985 a 1993 (•). 
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Figura 35. Expoente Rényi       para precipitação do rio Jaguari (estação D3-018) para 

os períodos de 1967 a 1975 (  ) e de 1985 a 1993 (•). 

 

 

 

Figura 36.  Expoente Rényi       para vazão do rio Jaguari (estação 4D - 001) para os 

períodos de 1967 a 1975 (  ) e de 1985 a 1993 (•). 
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Figura 37. Expoente Rényi       para precipitação do rio Jaguari (estação D4 - 052) 

para os períodos de 1967 a 1975 (  ) e de 1985 a 1993 (•). 

 

As Figuras 38-41 mostram o espectro multifractal      para as anomalias da 

vazão e da precipitação das sub-bacias dos rios Atibaia e Jaguari para os períodos antes 

e depois da construção dos reservatórios do sistema Cantareira.  

 

  

 
 

Figura 38.  Espectro multifractal      de vazão da sub-bacia do rio Atibaia para as 

estações fluviométricas 3D-006 e 4D-009 para os períodos de 1961 a 1967 ( ) e de 

1975 a 1981 ( ). 
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Figura 39.  Espectro multifractal      da precipitação da sub-bacia do rio Atibaia para 

as estações pluviométricas D3-002 e E3-017 para os períodos de 1961 a 1967 ( ) e de 

1975 a 1981 ( ). 

 

 
 

Figura 40. Espectro multifractal      de vazão da sub-bacia rio Jaguari para as 

estações 3D-009 e 4D-001 para os períodos de 1967 a 1975 ( ) e de 1985 a ( ). 

 

 

 
Figura 41.  Espectro multifractal      da precipitação da sub-bacia do rio Jaguari para 

as estação D3-018 e D4-052 para os períodos de 1967 a 1975 ( ) e de 1985 a 1993       

( ). 
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A amplitude do expoente de Hurst generalizado, a convexidade do expoente de 

Rényi e a largura do espectro multifractal podem ser utilizados para avaliar o grau de 

multifractalidade do processo. Para verificar se a multifractalidade foi causada pela 

função densidade de probabilidade dos valores da série ou pelas correlações diferentes 

em subconjuntos com grandes e com pequenas flutuações aplicarmos o método         

MF-DFA nas séries temporais randomizadas.  

A largura do espectro multifractal               que é o melhor indicador 

do grau de multifractalidade de um processo estocástico – maior    significa 

multifractalidade maior), para todas as estações e para as séries temporais originais e 

randomizadas está apresentada na Tabela 9. 

 As amostras apresentadas na Tabela 9 foram escolhidas baseando-se no período 

de construção dos reservatórios e nos períodos com dados simultâneos para vazão e 

precipitação das estações dos rios Atibaia e Jaguari.  

 

Tabela 9. MF-DFA (α) das séries temporais de vazão e de precipitação das bacias dos 

rios Atibaia e Jaguari.  

 

         Atibaia                   Jaguari 

Estação Período  α1     α2 Estação Período α1   α2  

3D-006 61 - 67 

75 - 81 

0.94     0.46  

0.83     0.64 

3D-009 67 - 75 

85 - 93 

1.14   0.64  

1.11   0.45 

4D-009 61 - 67 

75 - 81 

0.98     0.42 

0.81     0.53 

4D-001 67 - 75 

85 - 93 

1.12   0.59 

1.01   0.52 

D3-002 61 - 67 

75 - 81 

1.29     0.91 

1.30     1.05 

D3-018 67 - 75 

85 - 93 

1.29   0.73 

1.40   0.92 

E3-017 61 - 67 

75 - 81 

1.34     0.93 

1.33     1.03 

D4-052 67 - 75 

85 - 93 

1.31   0.88 

1.40   0.88 

                          α1: Séries originais                                  

                            α2: Séries randomizadas                                  

 

 

A Tabela 10 mostra os resultados do MF-DFA para as amostras com duração 

maior de vazão para as estações 3D-006 (Atibaia) e 3D-009 (Jaguari). Observou-se que 

a largura do espectro multifractal diminui depois da randomização das séries indicando 

que as propriedades da função densidade de probabilidade dos valores e das correlações 

temporais contribuem para a multifractalidade das vazões. 
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Tabela 10. MF-DFA (α) das séries temporais de vazão dos rios Atibaia e Jaguari. 

Estações Período α (originais) α (randomizadas) 

3D-006 

 

30 - 74 

53 - 74 

75 - 97  

0.86 

0.92 

0.66 

0.37 

0.45 

0.48 

 

3D-009 

30 - 81 

68 - 81 

84 - 97 

0.97 

0.95 

0.94 

0.42 

0.47 

0.49 

 

  

Em todos os gráficos e nas Tabelas 9 e 10 observou-se que a multifractalidade 

da vazão do rio Atibaia diminuiu depois da construção dos reservatórios indicando 

menor variedade do tamanho das flutuações que apresentam invariância de escala.  

Isso pode comprometer a dinâmica natural da vazão do rio e ameaçar vários 

componentes do ecossistema correspondente. Por outro lado, a multifractalidade das 

séries temporais de precipitação não foi alterada depois da construção dos reservatórios 

indicando que a dinâmica da vazão foi afetada pela atividade humana e não pelos 

fatores naturais. No caso do rio Jaguari, a multifractalidade das séries de precipitação 

aumentou depois da construção dos reservatórios, enquanto que não houve alteração na 

multifractalidade das séries de vazão, mostrando que a atividade humana alterou o 

regime natural entre os principais componentes dos processos hidrológicos. Esta 

diferença entre os processos hidrológicos das bacias dos rios Atibaia e Jaguari pode ser 

a consequência de outros fatores antrópicos e naturais como uso do solo e cobertura 

vegetal. 

Um estudo recente sobre a influência da atividade humana no regime 

hidrológico do Pearl River, China não detectou alterações utilizando a análise 

multifractal da vazão [88].  A comparação da dinâmica das séries da vazão com a 

dinâmica das séries de precipitação, em diferentes escalas temporais, antes e depois da 

intervenção humana, pode providenciar informações sobre alterações de regime natural 

entre os componentes dos sistemas hidrológicos.  

 Para obter mais informações sobre os processos hidrológicos antes e depois da 

construção dos reservatórios do sistema Cantareira analisou- se as correlações cruzadas 

entre os processos hidrológicos das sub-bacias dos rios Atibaia e Jaguari aplicando-se o 

método MF-DXA nas séries temporais simultâneas de vazão e de precipitação, ver 

Tabela 11. Os resultados apresentados na Tabela 11 mostram que as correlações 
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cruzadas entre os dois processos possuem propriedades multifractais que no caso do rio 

Atibaia foram alterados depois da construção do reservatório, indicado pela diminuição 

da largura do espectro multifractal. Para o rio Jaguari o espectro MF-DXA é mais largo 

(significando multifractalidade mais forte) e não foi alterado com a construção do 

reservatório. Esta diferença pode ser a consequência de outros fatores antrópicos e 

naturais como uso do solo e cobertura vegetal. 

 

Tabela 11. MF-DXA (α) das séries temporais de vazão e de precipitação das bacias 

dos rios Atibaia e Jaguari.  

 

                        Atibaia                               Jaguari 

Estação Período α Estação Período α 

3D-006/D3-002 61 - 67 

75 - 81 

0.96 

0.79 

3D-009/D3-018 67 - 75 

85 - 93 

1.13 

1.11 

4D-009/E3-017 61 - 67 

75 - 81 

0.94 

0.79 

4D-001/D4-052   67 - 75 

  85 - 93 

  1.13 

  1.01 

 

A Tabela 12 apresenta a multifractalidade das correlações cruzadas entre as 

séries temporais simultâneas da vazão dos rios Atibaia e Jaguari, antes da construção do 

primeiro reservatório no rio Atibaia (68-74), antes da construção do segundo 

reservatório no rio Jaguari (75-81) e depois do início do funcionamento dos dois 

reservatórios (84-90).   

  

Tabela 12.  MF-DXA (α) das séries temporais de vazão dos rios Atibaia e Jaguari. 

 

Estação Período Originais Randomizadas 

 

3D-006/3D-009 

68 - 74 

75 - 81 

84 - 90 

1.08 

0.79 

1.14 

0.50 

0.54 

0.77 

 

 

Observou-se que a multifractalidade das correlações cruzadas entre as vazões 

das duas sub-bacias diminuiu depois da construção do primeiro reservatório, resultando 

em uma menor largura do espectro MF-DXA. Depois da construção do segundo 

reservatório a largura do espectro aumentou, aproximando-se do valor do regime natural 

(antes da construção dos reservatórios), significando que apesar da diminuição da vazão 

como consequência da retirada da água da bacia as flutuações cruzadas foram 

preservadas depois da construção do segundo reservatório.  
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Análise de complexidade 

 

As Tabelas 13 e 14 apresentam os resultados da análise de SampEn e          

Cross-SampEn para as séries temporais de anomalias de vazão e da precipitação das 

sub-bacias dos  rios Atibaia e Jaguari.  

 

Tabela 13. SampEn e Cross-SampEn das séries temporais de vazão e da  precipitação 

da bacia do rio Atibaia.  

 

Estação Período SampEn 

(r=0.15) 

CrossSampEn 

(r=0.15) 

3D-006 61 - 67 

75 - 81 

0.79 

0.52 

0.33 * 

  0.48 ** 

4D-009 61 - 67 

75 - 81 

0.72 

0.53 

0.36 § 

  0.41 §§ 

D3-002 61 - 67 

75 - 81 

0.46 

0.49 

 

 

E3-017 61 - 67 

75 - 81 

0.49 

0.49 

 

 
              *3D-006/D3-002 (61-67)      §4D-009/E3-017 (61-67) 

            ** 3D-006/D3-002 (75-81)    §§4D-009/E3-017 (75-81) 

 

Tabela 14. SampEn e Cross-SampEn das séries temporais de vazão e da precipitação da 

bacia do rio Jaguari. 

 

Estação Período SampEn 

(r=0.15) 

CrossSampEn 

(r=0.15) 

3D-009 67 - 75 

85 - 93 

0.59 

0.76 

0.35 * 

  0.49 ** 

4D-001 67 - 75 

85 - 93 

0.56 

0.59 

0.35 § 

  0.39 §§ 

D3-018 67 - 75 

85 - 93 

0.50 

0.53 

 

 

D4-052 67 - 75 

85 - 93 

0.49 

0.50 

 

 
          *3D-009/D3-018 (67-75)          §4D-001/D4-052 (61-67) 

                     ** 3D-009/D4-018 (85-93)        §§4D-009/D4-052 (75-81) 
 

Observou-se a diminuição da complexidade da dinâmica da vazão do rio Atibaia 

depois da construção dos reservatórios (menores valores de SampEn), no entanto não 

houve alteração da complexidade da dinâmica da precipitação. No caso do rio Jaguari 

observou-se um comportamento diferente: a complexidade da vazão aumentou (maior 
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valores de SampEn), enquanto que não houve alteração na complexidade das séries 

temporais da precipitação. Essa diferença pode ser causada por outros fatores como uso 

do solo e cobertura vegetal. Em ambos os casos a sincronização entre vazão e 

precipitação diminuiu (maiores valores de Cross-SampEn) depois da construção dos 

reservatórios. Todas as alterações observadas são mais fortes para as estações com 

localização geográfica mais próxima dos reservatórios (3D-006 e 3D-009).  

A Tabela 15 mostra os resultados de uma análise mais detalhada da 

complexidade das séries temporais de vazão. Calculamos SampEn para amostras da 

vazão de cada sub-bacia para os períodos  antes e depois da construção dos reservatórios 

e para amostras de tamanho de 10 anos ao longo do período considerado. A construção 

dos reservatórios alterou a complexidade da vazão: diminuição da complexidade para o 

rio Atibaia e aumento da complexidade para o rio Jaguari, estes resultados são 

semelhantes aos resultados apresentados nas Tabelas 13 e 14.  

Os valores de SampEn para as séries temporais  das anomalias para as amostras 

de 10 anos mostram que durante o período entre a construção dos reservatórios (75-84) 

a complexidade da vazão  do rio Atibaia diminuiu (menor valor do SampEn), seguido 

pelo aumento da complexidade depois do início do funcionamento dos dois 

reservatórios (85-94), significando que apesar da diminuição da vazão como 

consequência da retirada da água da bacia, a dinâmica das flutuações temporais 

permanece.  No caso do rio Jaguari, a complexidade da vazão diminuiu depois da 

construção dos reservatórios.  

 

Tabela 15. SampEn das séries temporais das anomalias de vazão dos rios Atibaia e 

Jaguari. 

 

               Atibaia                        Jaguari 

Estação Período Sampen 

(r=0.15) 

Estação Período Sampen 

(r=0.15) 

3D-006 

 

53 - 74 

75 - 97 

0.73 

0.57 

3D-009 68 - 81 

84 - 97 

0.58  

0.79 

Estação  
 

3D-006 

 

35 - 44 

45 - 54 

55 - 64 

65 -74 

75 - 84 

85 - 94 

0.62 

0.65 

0.78 

0.68 

0.40 

0.81 

Estação 
 

3D-009 

35 - 44 

45 - 54 

55 - 64 

65 -74 

75 - 84 

85 - 94 

0.59 

0.58 

0.52 

0.50 

0.54 

0.41 
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A Tabela 16 apresenta os resultados do Cross SampEn entre as séries temporais 

simultâneas de anomalias da vazão dos rios Atibaia e Jaguari, antes da construção do 

primeiro reservatório no rio Atibaia (68-74), antes da construção do segundo 

reservatório no rio Jaguari (75-81) e depois do início do funcionamento  dos dois 

reservatórios (84-90).  

Tabela 16. Cross-SampEn das séries temporais de vazão das sub-bacias dos rios Atibaia 

e Jaguari. 

Estações Período CrosSampEn (r=0.15) 

 

3D-006/3D-009 

68 - 74 

75 - 81 

84 - 90 

0.39 

0.36 

0.50 

                      

Observou-se que depois da construção do segundo reservatório o valor do     

Cross-SampEn aumentou, significando menor sincronização (maior complexidade) 

entre os regimes hidrológicos das duas sub-bacias 

As Figuras 42-49 apresentam a generalização de Sample entropy e as Figuras 

50-53 apresentam o Cross-sample entropy para múltiplas escalas. Para sub-bacia do rio 

Atibaia observou-se o aumento de complexidade nas séries temporais de precipitação 

em escalas de até duas semanas (15 dias) enquanto para o mesmo intervalo de escala 

observou-se a diminuição de complexidade das séries temporais de vazão depois da 

construção dos reservatórios (Figuras 42-45), significando que a alteração da dinâmica 

de vazão causada pela atividade humana pode afetar componentes do ecossistema que 

operam nestas escalas. 

 

Figura 42.  MSE das séries temporais de vazão do rio Atibaia (estação 3D - 006) para 

os períodos de 1961 a 1967 e de 1975 a 1981. 
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Figura 43. MSE das séries temporais da precipitação do rio Atibaia (estação D3 - 002) 

para os períodos de 1961 a 1967 e de 1975 a 1981. 

 

 

 

 
 

Figura 44. MSE das séries temporais de vazão do rio Atibaia (estação 4D-009) para os 

períodos de 1961 a 1967 e de 1975 a 1981. 
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Figura 45. MSE das séries temporais da precipitação da bacia do rio Atibaia (estação  

E3 - 017) para os períodos de 1961 a 1967 e de 1975 a 1981. 

 

Para a sub-bacia do rio Jaguari, na estação fluviométrica 3D-009, localizada 

perto do reservatório, observou-se o aumento da complexidade de séries temporais de 

vazão até as escalas de uma semana (7 dias) seguida pela diminuição da complexidade 

até as escalas de duas semanas (15 dias), enquanto para séries temporais de precipitação 

(estação D3-018), a complexidade diminui nas escalas maiores de 11 dias (Figuras 

46,47).   

 

Figura 46. MSE das séries temporais de vazão do rio Jaguari (estação 3D - 009) para os 

períodos de 1967 a 1975 e de 1985 a 1993. 



59 

 

 
Figura 47. MSE das séries temporais da precipitação do rio Jaguari (estação D3 - 018) 

para os períodos de 1967 a 1975 e de 1985 a 1993. 

 

Para a estação 4D-001, as séries temporais de vazão apresentam maior 

complexidade depois da construção dos reservatórios nas  escalas de até duas semanas 

(15 dias), enquanto a complexidade das séries temporais de precipitação (estação       

D4-052) diminui nas escalas maiores de 4 dias (Figuras 48,49).  Estes resultados são 

semelhantes aos resultados recentes sobre o uso da análise de complexidade para avaliar 

os impactos das atividades humana das bacias dos rios Mississipi [22], Yangtze [23,24] 

e East River [25].  

 
Figura 48.  MSE das séries temporais de vazão do rio Jaguari (estação 4D - 001) para os 

períodos de 1967 a 1975 e de 1985 a 1993. 
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Figura 49. MSE das séries temporais da precipitação do rio Jaguari (estação 

pluviométrica D4 - 052) para os períodos de 1967 a 1975 e de 1985 a 1993 anos. 

 

As Figuras 50-53 de Multiscale Cross-sample entropy mostram as alterações em 

sincronização entre vazão e precipitação, depois da construção dos reservatórios. Para 

sub-bacia do rio Atibaia observou-se que depois da construção dos reservatórios a 

sincronização entre os dois processos diminui nas escalas maiores de uma semana         

(7 dias) (Figuras 50,51).  

 

Figura 50. Cross-MSE das séries temporais de vazão (estação 3D-006) e da 

precipitação (estação D3-002) do rio Atibaia para os períodos de 1961 a 1967 e de 1975 

a 1981.  
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Figura 51. Cross-MSE das séries temporais de vazão (estação 4D-009) e da 

precipitação (estação E3-017) do rio Atibaia para os períodos de 1961 a 1967 e de 1975 

a 1981.  

 

Para a sub-bacia do rio Jaguari, nas escalas maiores de 10 dias, a sincronização 

entre vazão e precipitação aumentou na localização mais próxima dos reservatórios 

(estações 3D-009, D3-018, Figura 52) e diminui na outra localização com distância 

maior dos reservatórios (estações 4D-001, D4-052, Figura 53). 

 

 

Figura 52. Cross-MSE das séries temporais de vazão (estação 3D-009) e da 

precipitação (estação D3-018) do rio Jaguari para os períodos de 1967 a 1975 e de 1985 

a 1993.   
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Figura 53. Cross-MSE das séries temporais de vazão (estação 4D-001) e da 

precipitação (estação D4-052) do rio Jaguari para os períodos de 1967 - 1975 e de     

1985 - 1993.   

 

 As Figuras 54 e 55 apresentam os resultados da análise Multiscale sample 

entropy (MSE) para amostras com duração maior de vazão de cada sub-bacia para os 

períodos antes e depois da construção dos reservatórios do sistema Cantareira. 

Observou-se que a construção dos reservatórios alterou a complexidade da vazão nas 

múltiplas escalas: diminuição da complexidade para o rio Atibaia e aumento da 

complexidade para o rio Jaguari.  

 

Figura 54.  MSE das séries temporais de vazão do rio Atibaia (estação 3D - 006) para 

os períodos de 1953 a 1974 e de 1975 a 1997.  
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Figura 55.  MSE das séries temporais de vazão do rio Jaguari (estação 3D - 009) para os 

períodos de 1968 a 1981 e de 1984 a 1997. 

 

A Figura 56 apresenta Cross-MSE entre as séries temporais de vazão dos rios 

Atibaia e Jaguari para os períodos antes da construção do primeiro reservatório no rio 

Atibaia (68-74), antes da construção do segundo reservatório no rio Jaguari (75-81) e 

depois do início do funcionamento dos dois reservatórios (84-90). Observou-se que a 

sincronização entre a vazão das duas sub-bacias aumentou nas várias escalas depois da 

construção do primeiro reservatório. Depois da construção do segundo reservatório os 

valores do Cross-MSE aumentaram, significando menor sincronização hidrológica entre 

as duas sub-bacias.  

 

Figura 56.  Cross - MSE das séries temporais de anomalias de vazão das estações dos 

rios Atibaia (3D-006) e Jaguari (3D-009) para os períodos de 1968 a 1974 de 1975 a 

1981 e de 1984 a 1990. 
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5. CONCLUSÃO  

 

A conservação dos recursos hídricos é um dos problemas mais importantes para 

o desenvolvimento sustentável de uma região. Estes recursos são diretamente 

influenciados pelos fatores naturais e antropogênicos e são caracterizados pelas 

interações que operam em múltiplas escalas espaciais e temporais. Para estabelecer 

políticas públicas eficientes para proteção do meio ambiente é necessário desenvolver 

métodos matemáticos que irão fornecer mais informações sobre as interações entre os 

componentes dos sistemas hidrológicos em diferentes escalas espaciais e temporais, 

relevantes para os ecossistemas correspondentes. Tradicionalmente, estes sistemas 

foram estudados utilizando os métodos clássicos da estatística, recentemente foram 

utilizados os métodos baseados em conceitos de fractais, multifractais, redes complexas, 

criticalidade auto organizada, dinâmica não linear e teoria da informação. 

A bacia do rio Piracicaba está localizada no sudeste do Estado de São Paulo, 

uma região com crescimento populacional e agroindustrial maior que a média do país, 

com fortes evidências de degradação dos recursos hídricos em aspectos quantitativos e 

qualitativos.  As principais causas destas alterações foram o aumento do consumo de 

água e das cargas de esgotos urbanos e agroindustrial, as mudanças no uso da terra e a 

transferência de água interbacias. A intervenção antrópica que deixou maior impacto no 

comportamento das vazões foi à construção de quatro reservatórios do sistema 

Cantareira, localizados nas cabeceiras dos rios Jaguari, Jacareí, Atibainha e Cachoeira. 

Estes reservatórios são interligados por túneis e canais e são responsáveis pela reversão 

interbacias de 31      para o abastecimento da Região Metropolitana de São Paulo 

(RMSP).  

Nesta tese avaliamos as alterações em processos hidrológicos da bacia do rio 

Piracicaba causada pela construção dos reservatórios do sistema Cantareira utilizando 

análise multifractal e análise de complexidade. Para análise multifractal utilizamos os 

métodos Multifractal detrended fluctuation analysis (MF-DFA) e Multifractal 

detrended cross-correlation analysis (MF-DXA) e para análise de complexidade 

utilizamos os métodos Sample entropy (SampEn), Cross-sample entropy               

(Cross-SampEn) e Multiscale Sample Entropy (MSE). 

 Os resultados da análise multifractal mostrou que a variabilidade temporal da 

vazão foi alterada depois da construção dos reservatórios, enquanto que não se observou 

a alteração correspondente na variabilidade temporal de precipitação. A largura do 
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espectro multifractal da vazão do rio Atibaia diminuiu depois da construção dos 

reservatórios indicando menor grau de multifractalidade. A multifractalidade das séries 

temporais da precipitação nas localizações correspondentes não foi alterada depois da 

construção dos reservatórios indicando que a dinâmica da vazão foi afetada pela 

atividade humana e não pelos fatores naturais. No caso do rio Jaguari, a 

multifractalidade das séries de precipitação aumentou pouco depois da construção dos 

reservatórios, enquanto que não houve alteração de multifractalidade das séries de 

vazão, mostrando que a atividade humana alterou o regime natural entre os 

componentes principais dos processos hidrológicos. A multifractalidade da precipitação 

mostrou-se maior do que para vazão no caso de ambas sub-bacias. 

 Os resultados da análise de complexidade mostrou que a construção dos 

reservatórios alterou a complexidade das séries de vazão: a diminuição da complexidade 

para o rio Atibaia e aumento da complexidade para o rio Jaguari. Não observamos 

alteração na complexidade das séries de precipitação correspondentes, o que significa 

que a alteração da dinâmica da vazão foi causada pela construção dos reservatórios e 

não pela dinâmica de precipitação. Os valores de Cross-SampEn entre as séries de vazão 

e precipitação mostram que a sincronização entre vazão e precipitação também foi 

alterada depois da construção dos reservatórios. A análise de MSE mostrou que a 

complexidade da dinâmica da vazão foi alterada em diferentes escalas temporais, que 

pode ser relevante para vários componentes do ecossistema.  

 As correlações entre os processos hidrológicos das duas sub-bacias foram 

analisadas nas múltiplas escalas utilizando os métodos MF-DXA e Cross-MSE. Os 

resultados mostram que a sincronização entre a vazão das duas sub-bacias aumentou e a 

multifractalidade das correlações cruzadas diminuiu depois da construção do primeiro 

reservatório (Atibaia).  Em seguida após a construção do segundo reservatório (Jaguari) 

a sincronização hidrológica entre as duas sub-bacias diminuiu, e a multifractalidade das 

correlações cruzadas aumentou.  

Com base nestes resultados podemos concluir que a análise multifractal e a 

análise de complexidade podem ser úteis em estudos de alterações da dinâmica da vazão 

de rios causadas pelas atividades humanas. Ambos os métodos fornecem informações 

sobre o comportamento dinâmico nas diferentes escalas temporais, e assim podem 

contribuir na formação de uma base cientifica para avaliação e previsão das 

consequências ambientais em diferentes componentes do ecossistema relacionados à 

bacia hidrológica.   
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Como sugestão para trabalhos futuros, sugerimos a aplicação destes métodos nos 

dados das outras estações podendo gerar um mapeamento de alterações hidrológicas da 

bacia do rio Piracicaba causada pelos vários fatores naturais e antrópicos como uso do 

solo, cobertura vegetal, construção dos reservatórios, desflorestamento e incêndios 

florestais. Uma possível aplicação destes métodos é investigar as correlações entre as 

propriedades multifractais e as de complexidade das séries temporais da vazão e da 

precipitação com outros fenômenos ambientais como qualidade da água, emissão de 

gases estufa, e alterações em ciclo natural da fauna e flora. 
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