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Resumo

Muitos problemas praticos requerem minimizar um custo ou maximizar um ganho, ou,
de alguma forma, encontrar a solucao 6tima de um problema. A formulacdo de um
modelo mateméatico de um problema real frequentemente implica em um modelo expresso
por uma equacao diferencial, isto ¢, uma equagao que contém uma funcao desconhecida
e algumas de suas derivadas. Embora seja frequentemente impossivel encontrar uma
férmula explicita para a solugao de uma equacgao diferencial, aproximac¢oes numéricas
podem fornecer a informacao necessaria. Em muitas investigacoes cientificas e aplicagoes
praticas surge a necessidade da diferenciacdo numérica. A dificuldade em realizar tal
operacao consiste no fato de que a diferenciagdo numérica é um problema mal posto
no sentido de Hadamard (a solugdo nao depende continuamente dos dados). Quando
realizada sem o devido cuidado, a diferenciacao tende a amplificar o ruido, caracteristica
inerente a problemas reais, levando a resultados nao confidveis. Nesse sentido, torna-se
necessario o desenvolvimento de metodologias capazes de fornecer uma aproximacao a
essas derivadas, cuja resposta seja simultaneamente precisa e estavel (no sentido de manter
o ruido sob controle). O problema da diferencia¢ao numérica pode ser abordado através
dos métodos de regularizacao. Neste trabalho propomos a generalizagao ao caso multi-
parametro do método de diferenciagdo/suavizacao de dados experimentais por regularizacao
de Tikhonov. A generalizagdo ao caso multipardametro visa uma melhor flexibilidade e
otimizacao do ajuste aos casos em que o uso de um unico parametro é problematico.
O método recebe como entrada um conjunto discreto de dados experimentais e produz
como saida a primeira e segunda derivada, fornecendo ainda uma aproximacgao suave da
curva dos dados originais. Como resultado da pesquisa, este texto traz os dois artigos
iniciais resultantes deste estudo. No primeiro artigo sao apresentados os conceitos gerais do
método multiparametro e o desenvolvimento matematico necessario para a implementagao.
O desempenho do método é demonstrado por experimentos numéricos, aplicando-o a
dados simulados e dados retirados da literatura publicada. O segundo artigo trata de
uma aplicacao especifica dessa metodologia, especificamente o método de diferenciagao é
aplicado a espectrofotometria derivada, que consiste em converter um espectro normal
nos espectros correspondentes de primeira e segunda derivada. Neste caso, também ¢é feito
aplicacdo com dados simulados e dados retirados da literatura. O método generalizado ao
caso multiparametro mostrou-se especialmente 1til para determinar derivadas numéricas
aos casos onde o ajuste uniparamétrico mostrou-se insuficiente. Além disso, o método
independe de uma suposicao sobre a forma funcional obedecida pelos dados, o método é
independente de modelo tedrico o que facilita sua aplicacao. E ainda, o método pode ser

usado para suavizacao e interpolagao de dados.
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Abstract

Many pratical problems require minimizing a cost or a maximizing a gain, or somehow
finding the optimal solution to a problem. Formulating a mathematical model of a real
problem often implies a model expressed by a differential equation, that is, an equation that
contains an unknown function and some of its derivatives. Although it is often impossible
to find an explicit formula for solving a differential equation, numerical approximations
can provide the necessary information. In many scientific investigations and practical
applications the need for numerical differentiation arises. The difficulty in performing
such an operation lies in the fact that numerical differentiation is a ill-posed problem in
Hadamard’s definition (the solution does not depend on the data continuously). When
performed without due care, differentiation tends to amplify noise, a characteristic inherent
in real problems, leading to unreliable results. In this sense, it is necessary to develop
methodologies capable of providing an approximation to these derivatives, whose response is
simultaneously accurate and stable (to keep noise under control). The problem of numerical
differentiation can be addressed through regularization methods. In this work we propose
the generalization to the multi-parameter case of the method of differentiation/smoothing
of experimental data by Tikhonov regularization. Multi-parameter case generalization aims
at better flexibility and optimization of fit to cases where the use of a single parameter
is problematic. The method receives as input a discrete set of experimental data and
outputs the first and second derivative, still providing a smooth approximation of the
curve of the original data. As a result of the research, this text brings the two initial
articles from this study. In the first article, we present the general concepts about the multi-
parameter method and the mathematical development necessary for the implementation.
The performance of the method is demonstrated by numerical experiments, applying it to
simulated data and data from the published literature. The second article deals with a
specific application of this methodology, specifically the differentiation method is applied
to derived spectrophotometry, which consists in converting a normal spectrum into the
corresponding first and second derivative spectra. In this case, application is also made
with simulated data and data taken from the literature. The generalized method for the
multi-parameter case proved to be especially useful to determine numerical derivatives
for cases where the uniparametric adjustment was insufficient. Moreover, the method is
independent of an assumption about the functional form obeyed by the data, the method
is independent of the theoretical model which facilitates its application. Also, the method

can be used for smoothing and tweening data.

Key-words: numerical differentiation. data smoothing. multi-parameter Tikhonov regu-
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1 Introducao

A diferenciagdo numérica é um problema classico mal posto e, ao longo do texto
o conceito de problema mal posto serd referido com frequéncia. Dessa forma, antes de
abordar sobre o problema da diferenciacao numérica, iremos discorrer de forma breve sobre

o conceito de problemas mal postos.

1.1 Problemas diretos, inversos e mal postos

Dizemos que dois problemas sao inversos se a formulagdo de um depende da solugao
do outro. Quando temos um par de problemas com esta propriedade e um destes problemas
foi estudado mais cedo e, talvez, mais detalhadamente, dizemos que este é o problema
direto e o outro é o problema inverso (KELLER, 1976).

O mais famoso problema inverso para a comunidade matemédtica consiste em
responder a seguinte pergunta: '"Vocé é capaz de determinar a forma de um tambor
pelo som que ele emite?". Este problema persistiu por muito tempo, a resposta foi dada
no trabalho de Gordon, Webb e Wolpert (1992), que demonstraram que dois tambores
diferentes podem emitir o mesmo som (SILVA NETO; MOURA NETO, 2005). Usualmente,
grande parte dos problemas inversos apresentam essa caracteristica, isto ¢, admitem a
possibilidade da existéncia de mais de uma solucao. Este fato implica no desenvolvimento

de ferramentas matematicas que permitam a escolha da solugao mais adequada para um
problema especifico (MONTEIRO; ROBERTY; SILVA NETO, 2004).

Muitos sistemas ou processos fisicos das ciéncias sao descritos por um conjunto de
informacoes denominados de entrada, sistema e saida. A entrada refere-se ao estimulo que

¢é fornecida ao sistema a fim de produzir algum efeito, uma saida.

Comumente, a conexao entre o processo fisico e sua modelagem matematica é

descrita por meio de uma equagao do tipo:

K() =y (L1)

onde K : X — Y é um operador, z € X ¢é a funcdo entrada, y € Y é a funcao saida

(dados), com X e Y espagos normados.



O problema de calcular a resposta (ou saida) de um sistema, dado o modelo e a
funcao de entrada, é em geral, relativamente simples de ser resolvido e é conhecido como
problema direto. J& o problema inverso, consiste em determinar a causa (ou entrada)
desconhecida a partir de efeitos desejados ou observados. Em outras palavras, sendo
conhecida a funcao y e o operador K, o problema inverso corresponde a inversao do

operador, caso exista.

Em situagoes praticas, a funcao de dados y é obtida experimentalmente, logo estéa
sujeita a erros de medigao. Dessa forma, trabalhamos com um valor aproximado de ¥ezqro

com certo nivel de ruido, ou seja, ¥ = Yezato + €.

No processo de resolugao de um problema inverso, deve ser feita uma anélise
prévia com relacao a questoes de existéncia, unicidade e estabilidade de solugoes. Pois,
se a fun¢do y ndo pertence ao espago imagem do operador, entao (1.1) ndo tem solugao.
Outra possibilidade é que K seja nao injetor (isso significa que K ! nio existe), caso em
que podem existir muitas solugoes. Por 1ltimo, a estabilidade é necessaria se desejamos
assegurar que pequenas variagoes nos dados produzem pequenas mudancas na solucao, ou
seja, precisamos saber se a solug¢ao depende continuamente dos dados. Os requisitos de
existéncia, unicidade e estabilidade formam o conceito de problema bem-posto definido

pelo matematico francés J. S. Hadamard.

Segundo Hadamard (1902), um problema é definido como bem posto caso suas

solugoes satisfacam os seguintes requisitos:

e existéncia - a solucdo existe;
e unicidade - a solugao é tnica;

e cstabilidade - a solugao depende continuamente dos dados de entrada do problema.

Se uma das propriedades nao é satisfeita, o problema é dito mal posto. A caracteris-
tica tipica de problemas inversos é que frequentemente eles tratam de modelos mateméaticos
que sao mal postos. Existéncia e unicidade podem ser mais facilmente contornadas, através
da ampliacao ou reducao do espaco soluc¢ao. Quando a solu¢ao do problema nao depende
continuamente dos dados de entrada, utiliza-se os métodos de regularizacao, em que, com
informagdes adicionais (a priori) sobre a solugdo, tal como suavidade, é possivel restaurar

a estabilidade e construir algoritmos numéricos eficientes (MUNIZ, 1999).



1.2 Diferenciacao Numérica e Regularizacao

Em um problema real normalmente deseja-se explicar um fené6meno com base na
maneira em que os valores presentes variam. A interpretacdo de taxas de variagao de
grandezas é uma das motivagoes para a definicao formal das derivadas. Muitos problemas
praticos requerem minimizar um custo ou maximizar um ganho, ou, de alguma forma,
encontrar a solu¢ao 6tima de um problema. A formulacdo de um modelo matematico
de um problema real frequentemente implica em um modelo expresso por uma equacao
diferencial, isto é, uma equagao que contém uma funcdo desconhecida e algumas de suas
derivadas. Embora seja frequentemente impossivel encontrar uma féormula explicita para a

solucao de uma equagao diferencial, aproximagoes numéricas podem fornecer a informagcao
necessaria (STEWART, 2009).

A diferenciacao é uma operacao rotineira nas ciéncias visto que muitas situacoes
praticas envolvem a caracterizacao da mudanga das variaveis no tempo e no espaco. De
fato, muitas das leis e outras generalizacoes que desempenham um papel fundamental
sao baseadas na forma previsivel pelas quais as variagoes se manifestam no mundo fisico
(CHAPRA; CANALE, 2011). Um exemplo importante é a segunda lei de Newton, que é

enunciada em termos da variacao da posi¢ao de um objeto com relacao ao tempo.

Segundo Nascimento (2015), a necessidade da diferenciacio numérica surge de
varios problemas matematicos e aplicagoes praticas como, por exemplo, métodos numéricos
para a solugao de equagoes diferenciais ordinarias (MILNE, 1953); problemas inversos em
equagoes fisico-matematicas (ENGL; HANKE; NEUBAUER, 1996; WANG; JIA; CHENG,
2002); solugao do problema da equagao integral de Abel (GORENFLO; VESSELLA, 1991);
identifica¢ao dos pontos de descontinuidade em processamento de imagem (DEANS, 1983);
andlise termodindmica de dados para a interface de solu¢ao de mercirio (FAWCETT;
KENT, 1970); problema de obtencao da taxa de perda de massa em calorimetria (STAGGS,
2005), etc.

Uma das abordagens mais comum no calculo de derivadas numéricas é a aproximacao
por diferencgas finitas, em que a aproximacao da derivada de uma fun¢do em um dado ponto
baseia-se nos valores da fung@o na vizinhanca deste ponto. A precisao da aproximagao por
diferengas finitas depende da precisao dos pontos do conjunto de dados, do espagamento
entre os pontos e da féormula especifica usada na aproximagao (GILAT; SUBRAMANIAM,
2008). Uma das desvantagens deste método é que, o mesmo nao se aplica quando a
quantidade de dados é muito grande. Essa dificuldade é devido ao fato de que a diferenciagao
¢ um problema mal-posto no sentido de Hadamard (HADAMARD, 1902; HADAMARD,
1923).



Dentre os trabalhos que tratam o problema da diferenciacdo numérica, pode-se
destacar Hanke e Scherzer (2001), Engl, Hanke e Neubauer (1996), Wang, Jia e Cheng
(2002), que tratam da técnica de regularizagao para derivadas de primeira e segunda ordem;
e Anderssen e Helgland (1999), que trata a técnica de regularizacao para derivadas de
ordem superior. E mais recentemente os trabalhos de Eilers (2003), Lubansky et al. (2006),
Stickel (2010), Wagner, Mazurek e Morawski (2015), Wagner et al. (2018) e Nayak (2019).

Dados obtidos experimentalmente contém erros experimentais ou incertezas nas
medigoes (ruido), caracteristica inerente em problemas reais (GILAT; SUBRAMANIAM,
2008). Em tempo que, realizar diferenciacdo numérica em dados experimentais sem a

devida cautela tende a amplificar o ruido inevitavel nos dados, levando a resultados nao
confidveis (ENGL; HANKE; NEUBAUER, 1996).

O procedimento para fornecer um ajuste suave aos dados é chamado de suavizagao.
Existem muitos procedimentos para suavizar dados, cada um com vantagens e desvantagens.
Um dos procedimentos mais simples é ajustar uma equac¢ao polinomial ao conjunto de
dados. Dentre as técnicas mais amplamente usadas para suavizagao estao os filtros de
alisamento. As técnicas classicas sao os Filtro de médias moveis, Filtro da médiana e o mais
popular Filtro de Savitsky-Golay (SG) (SAVITZKY; GOLAY, 1964; GORRY, 1990), uma
limitacao dessa técnica é que ela impoe a suposicao de dados uniformente espacados e, para
o calculo de derivadas de ordem superior, a solugdo por este método pode levar a resultados
nao confidveis. Além disso, a filtragem pode suprimir informagdes importantes contidas nos
dados. A suavizacao por filtros de transformada de Fourier ou Wavelet inclui suposi¢oes
sobre a periodicidade dos dados e a frequéncia dos erros associados. As transformagoes
Wavelet provaram ser muito tteis para certas classes de dados, embora a implementagao
possa ser mais complexa (ADDISON, 2002; COOMBES et al., 2005). Outros métodos
populares de suavizagao consistem no ajuste polinomial ou spline em curtos intervalos de

dados (EILERS; MARX, 1996; KLAUS; VAN NESS, 1967; KLASSON, 1997).

A diferenciagao/suavizacao de dados pode ser tratada através dos métodos de
regularizacao. Em linguagem matematica, regularizacao refere-se ao uso de um termo
adicional em um problema de otimizacao para tornar a solugdo mais regular (ENGL;
HANKE; NEUBAUER, 1996). Resumidamente, a ideia consiste em resolver um problema
regularizado de minimos quadrados, no qual um parametro de regularizacdo pondera os
requisitos de precisao aos dados e suavidade da resposta (WEINERT, 2007).

A teoria geral de regularizacao e métodos para solucionar problemas mal-postos foi
reconhecidamente iniciada pelo trabalho do russo Andrey Tikhonov (TIKHONOV, 1943;
TIKHONOV, 1963), que de uma forma relativamente geral, estabeleceu um problema sobre

a instabilidade de representacoes inversas apresentando suas solugoes. Tikhonov observou



que a introducao de restrigoes poderia restaurar alguma estabilidade para esses problemas.
Os seus trabalhos foram o ponto de partida para a teoria contemporanea de problemas
mal-postos (MUNIZ, 1999). Nao a toa, dentre os varios métodos de regularizacao existentes

na literatura, o mais comumente usado leva o seu nome.

A regularizacao e sua aplicacao para a solugao de problemas inversos desponta como
o ramo da ciéncia moderna com intenso desenvolvimento e aplicagoes nas mais diversas
areas, tais como: restauragao de imagens (HANSEN; NAGY; O’'LEARY, 2006; SHAW
JR, 1972; BEDINI; TONAZZINI, 2001; KEMPEN; VLIET, 2000; KISELMAN, 1996),
aplicagoes matematicas (ADLER; VANMOERBEKE, 1994; ANGELINI; CANDITIIS,
2000; BAUER; LUKAS, 2011), aplicagoes em fisica (BRADY; LEONARD; PULLIN, 1998;
DIACU; MIOC; STOICA, 2000; CAMBLONG et al., 2001; HEINRICH; LEIBBRANDT,
2000; CZACHOR; NAUDTS, 2007; CZACHOR,; WRZASK, 2009; CYNOLTER; LENDVAI,
2011; SILVESTRE, 2016), actistica (GUZINA; BONNET, 2006; KLIBANOV; YAMA-
MOTO, 2006; TAROUDAKIS; MAKRAKIS, 2013; DUMAZ; GARNIER; LEPOULTIER,
2019), astronomia (CRAIG; BROWN, 1986; DEVINNEY et al., 2006), tomografia compu-
tadorizada (NATTERER, 1986; CHUNG; CHAN; TAI, 2005; ARRIDGE; SCHOTLAND,
2009), geofisica (PAIGE; SAUNDERS, 1981; FOMEL, 2008; LELIEVRE; FARQUHAR-
SON, 2013), biologia mateméatica (CUPPEN, 1983; SORZANO; THEVENAZ: UNSER,
2005; ENGL et al., 2009), processamento de sinais (DEY; MARTIN; RUYMGAART, 1998;
THORPE; SCHARF, 1995; WANG; YANG; CAO, 2012; SELESNICK; FARSHCHIAN,
2017), espalhamento de ondas actsticas e eletromagnéticas (CHENG; LIU; NAKAMURA,
2005; LI et al., 2016), problemas gravitacionais (HANSEN, 2002; RAKHMANOV, 2006;
THOMPSON; WARDELL; WHITING, 2019), inversao da equagao do calor (MUNIZ;
RAMOS; CAMPOS VELHO, 2000; FU; XIONG; QIAN, 2007; BUTKOVSKY; MYTNIK,
2019), estatistica (TITTERINGTON, 1985; ANGELINI; DE CANDITIIS, 2002), dentre

outros.

O método de regularizacao de Tikhonov sera revisado neste trabalho. Este método
usa um termo de regularizacao quadratico e ¢ matematicamente equivalente a certas
formas de suavizacdo baseadas em splines. E também chamado de minimos quadrados
penalizados, ja que grosso modo, trata-se da adigdo de um termo de penaliza¢ao ao método
de minimos quadrados (EILERS, 2003; CHENG; YAMAMOTO, 2000; GOLUB; HANSEN;
O’'LEARY, 1999; EILERS; MARX, 1996).

Esta tese tratara o problema de diferenciacao numérica a ser resolvido via regu-
larizagdo de Tikhonov. Uma abordagem a este problema foi apresentada no artigo de
Lubansky et al. (2006), neste trabalho é apresentado a eficiéncia e utilidade do método.

Outros artigos que tratam dessa abordagem sdo os trabalhos de Eilers (2003), Stickel



(2010), Wagner, Mazurek e Morawski (2015), Wagner et al. (2018) e Nayak (2019). No
método de diferenciacao numérica a regularizacao de Tikhonov baseia-se na minimizacao
de uma combinacao linear de dois termos, o primeiro expressa o erro de aproximacao dos
dados, e o outro, o nivel de distanciamento da condi¢ao de suavidade. Com a regularizacao,
o problema de diferenciacdo de dados experimentais é convertido em um problema de
resolver uma equagao integral de primeira espécie, cuja solugao resulta em uma segunda
derivada suave. As vantagens dessa abordagem é que, sob essa 6tica, nao é necessaria
nenhuma suposicao sobre a forma funcional dos dados, existem varios métodos para resolver
essa classe de equagoes integrais, e ainda, a regularizagdo garante a propriedade de reter
as informagoes essenciais dos dados e manter a amplificacdo do ruido sob controle. Essa
metodologia para a diferenciacdo de dados experimentais tem sido aplicada em problemas
como obtencao das taxas de crescimento de oxidacao térmica seca de silicio (YEOW;
LIOW; LEONG, 2014), processamento da taxa de reagao cinética de dados (YEOW et al.,
2003), estimativa do raio de curvatura no épice em problemas de tensiometria (YEOW
et al., 2008) e avaliagdo direta de volumes molar parciais de solugoes (YEOW:; LEONG,
2007; YEOW et al., 2009)

Na regularizacao de Tikhonov a escolha do funcional penalizador é feita usualmente
com o objetivo de impor algumas propriedades conhecidas ou desejadas, a priori, da
solugao, como, por exemplo, suavidade na resposta. Entretanto, existem situagoes em
que a solucao procurada exibe varias caracteristicas distintas simultaneamente, como,
por exemplo, em problemas de imagens (suavidade, movimento, etc), e é natural que se
queira incorporar na solugao regularizada tais caracteristicas (BORGES, 2013). Ao mesmo
tempo, um tnico parametro de regularizacao escolhido pode nao satisfazer a tais condigoes
simultaneamente. A solucdo para problemas dessa natureza é fornecida pelo método
de regularizagdo de Tikhonov com miltiplos parametros (BREZINSKI et al., 2003; LU;
PEREVERZEV, 2011; WANG, 2012; WANG et al., 2013; NAUMOVA; PEREVERZYEV,
2013; GAZZOLA; REICHEL, 2016; ZEINALI; STORY, 2018). O crescente interesse na
regularizacao com multiplos parametros mostra como esse método tem sido discutido
e aplicado em varios problemas, como na resolucao de equacoes diferenciais parciais
(CHEN; LIU, 1984), reconstrucao de imagens de alta resolu¢ao com erros de deslocamento
(LU; SHEN; XU, 2007), restauracao de imagens (FAN; JIANG; JIAO, 2015), controle de
qualidade de materiais (RAISUTIS; KAZYS; MAZEIKA, 2008), ressonancia magnética
paralela (FANG et al., 2010), reconstrucao de imagem em tomografia elétrica (YUE et al.,
2011) e sensoriamento remoto atmosférico (KOSTSOV, 2015).

A regularizacao multi-parametro nao é nova, entretanto, nao se conhece na lite-
ratura publicada alguma publicagdo que trate a questao da suavizac¢ao/diferenciagao via

regularizacao multi-parametro. Deste modo, este trabalho, propoe a generalizacao do



método de diferenciagdo numérica para o caso com multiplos parametros de regularizacao.
A matematica do método de diferenciacao multi-parametro sera apresentada, incluindo
um método para a escolha dos parametros de regularizacao. A confiabilidade, generalidade
e utilidade do método de diferenciacdo multi-pardmetro serd demonstrada através da
aplicagao em dados de simulagao computacional e de aplicacoes experimentais da literatura

publicada.

1.3 Organizacdo da Tese

O presente trabalho estd organizado em seis capitulos. Sendo este primeiro uma
introducao geral ao trabalho. Nos capitulos dois e trés sao revisados o referencial tedrico
necessario ao estudo. O capitulo dois traz uma breve revisao sobre a teoria da regularizacao,
com foco na regularizagdo de Tikhonov, nos casos com um parametro e com multiplos

parametros, bem como métodos para escolha dos parametros de regularizacao.

O capitulo trés traz a formulagao matemética do método de diferenciagao/suavizagao

de dados com um parametro de regularizacao.

Os capitulos quatro e cinco trazem os dois artigos iniciais resultante desta pesquisa.
O primeiro artigo trata da formulacdo matematica para a generalizagao do método de
diferenciacao numérica para o caso com multiplos parametros de regularizacao. Além disso,
nesse artigo é feito experimentos numéricos aplicando o método multiparametro a dados

de simulacao computacional e a dados experimentais da literatura.

O capitulo cinco, que traz o segundo artigo, trata de uma aplicacao especifica
do método de diferenciacao multiparametro. Especificamente, neste artigo o método de
diferenciagao multiparametro foi aplicado a técnica de espectrofotometria derivada, onde
o método é usado para converter espectro normal em espectro derivada. Novamente, é

feito aplicagoes com dados simulados e dados retirados da literatura publicada.

Por fim, no ultimo capitulo é apresentado as consideragoes finais e as possibilidades

de trabalhos futuros.



2 Regularizacao

A teoria que trata dos métodos de resolucao de problemas mal postos é conhecida
como teoria de regularizacao, enquanto os métodos sao chamados métodos de regularizagao.
Segundo Engl, Hanke e Neubauer (1996), regularizagao, em linhas gerais, é a aproximacao

de um problema mal posto por uma familia de problemas bem postos.

2.1 Operadores de Regularizacao
Considere a equagao
K(z) =y (2.1)

onde K : X — Y é um operador, x € X é a funcao entrada, y € Y é a funcdo saida, com

X e Y espagos normados.

Em problemas préticos, a equacao (2.1) descreve um fendémeno em questao,
denota os pardmetros (fungoes ou vetores) a serem determinados e §j representa os dados
experimentais obtidos com imprecisdes de medida (ruido) que estdo naturalmente ligadas

a problemas reais, ou seja, § = Yezato+ ruido.

No caso em que a condi¢ao de estabilidade é violada, ou seja, a solu¢ao nao depende
continuamente dos dados de entrada, entao a solucao de (2.1) nao pode ser calculada, ja que
em situagoes praticas os dados que dispomos contém erros de medida e computacao. Neste
caso, usa-se a regularizacgdo, que consiste em obter solugdes aproximadas de K (z) =y que

seja estaveis sob pequenas variagoes de y.

Definicao 1 Uma familia de operadores continuos Ry : Y — X é chamada um esquema

de reqularizagiao para a equagdo (2.1) quando

lim R\K(x) =

A—0

para qualquer x € X. O parametro positivo A é chamado de parametro de reqularizacao.

Segundo Tikhonov e Arsenin (1977), um método geral para construir esquemas de
regularizacao pode ser definido pela modificagao no método de minimos quadrados através

da adicao das informacgoes adicionais disponiveis.



Suponha que o operador K~! seja descontinuo em relacdo aos dados y € Y.
Considere um elemento ys € Y que difere da informacao exata y para um certo nivel de
ruido, isto ¢, || ys —y ||y < 9, onde & denota o erro nos dados y e || - ||y! é definida levando
em consideracao o tipo de problema, entao a solugao xs sera uma solucao aproximada do
problema. E natural definir 5 com a ajuda de um operador que seja dependente de um

pardametro que tenha seu valor escolhido levando em conta o nivel de ruido § nos dados y;.

Para calcular solugoes estaveis, isto €, solugdes em que o nivel de ruido nos dados
¢ mantido sob controle, a equagdo (2.1) é resolvida através da minimizacao do seguinte

funcional

My [z] :=[| Kz — ys [Iy +2Q[x] (2.2)

onde Q[z] é o funcional de estabiliza¢ao definido em X, que incorpora as informacoes a
priori sobre a solugao procurada, M,[z] é o funcional suavizador e A é o pardmetro de

regularizacao.

Se A é muito pequeno o problema (2.2) é muito préximo do problema original e
ocorrem instabilidades. Por outro lado, se A for grande demais, o problema a resolver tem
pouca relagdo com o problema original. A escolha do pardmetro 6timo é essencial neste
tipo de problemas. Dessa forma, a escolha de A determina um balanco entre estabilidade e

precisao para a solugao regularizada.

Dessa forma, um método de regularizagao consiste na obtencao de uma familia de
operadores de regularizacao e uma regra de escolha do parametro. O método é convergente
no sentido que, se o parametro de regularizagao for escolhido de acordo com tal regra,

entao a solugao regularizada converge (na norma) quando o nivel de ruido tende a zero
(RUSCHEINSKY, 2006; TIKHONOV; ARSENIN, 1977; MURIO, 1993).

2.2 Regularizacao de Tikhonov

Considere novamente a equagao (2.1), que representa matematicamente o compor-
tamento de um problema inverso genérico. Na equacdo K (z) = y, considere que x é uma
funcao de t, isto é x = x(t). Tikhonov e Arsenin (1977), apresentaram uma técnica de

regularizacao obtida através da definicdo do seguinte funcional estabilizador
Qla] = Aollll + Mllz VI3 + .. + AP

onde () denota a i-ésima derivada de z em relacdo a ¢t para i = 0,...,p, e 0s pardmetros

de regularizacao A\, > 0 sao os chamados estabilizadores de ordem p de Tikhonov.

1

|| - ||y designa a norma em Y’
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Para o casode A\ =1e \; =0 para i =1,...,p entao o método é chamado de
regularizacao de Tikhonov de ordem zero, onde o funcional estabilizador M,[z]| apresenta

a seguinte forma

My[a] = || K(z) — yll5 + AQ[a] = | K () — yll3 + All=[l2 (2.3)

O objetivo ao minimizar o funcional M,[z] é encontrar o melhor ajuste entre o
valor calculado K (z) e o valor experimental y. Note que, quando A — 0 hé predominéncia
do termo de minimos quadrados. Entretanto quando A < 1 tem-se que [x] pode crescer
bastante, e portanto a magnitude ||z||2 pode crescer absurdamente, gerando um método
possivelmente instavel em relacao aos dados. Por outro lado quando A — oo tem-se que
x — 0, perdendo-se quase toda informacao disponivel sobre o sistema que estda sendo

modelado.

Dessa forma, com uma escolha adequada de A\ as magnitudes de x podem ser

reduzidas, suprimindo assim a instabilidade das solugoes de um problema mal posto.

De modo analogo, o método de regularizacao de Tikhonov de ordem um, é definido

fazendo A\ = 1 e \; = 0 para i # 1. Tem-se entao
My [z] = || K () — yll3 + AQfa] = [|K (z) — yll5 + Ml=D3 (2.4)

Neste caso, ao minimizar (2.4), quando A > 1, buscamos solugdes onde a primeira derivada
esteja mais proxima de zero. Esse perfil de solucdes regularizadas caracteriza-se por
apresentar perfis constantes, com pequenas variacoes:
min My [z] = min{||K(z) — y[3 + AP35} (com A > 1)
zeX rzeX
min My[z] ~ min Al|zM[|2 = A min [|z(]|2
zeX

rzeX

Logo, na minimizacao da primeira derivada tem-se

dz L
—(t) = 0, isto é, x ~ constante.
dt ) Y
A escolha adequada do parametro de regularizacao fornece solugdes com flutuagoes
reduzidas. Com o mesmo raciocinio usado para definir as regularizagoes de ordem zero e

um, defini-se regularizacoes de Tikhonov de ordem superior.

Como pode-se perceber a regularizacao de Tikhonov incorpora ao método dos
minimos quadrados fatores que suavizam a influéncia de erros de medida sobre a solucao
do problema mal posto. Esse procedimento consiste em formular um novo operador capaz

de produzir solugoes estaveis no sentido da continuidade em relagdo aos dados (MUNIZ,
1999; ISAKOV, 1997).



11

2.2.1 Regularizacao de Tikhonov na Forma Discreta

Como visto anteriormente, a regularizacao de Tikhonov de ordem zero apresenta o
funcional estabilizador da forma ||z||3. No caso discreto, considerando a base candnica e o

vetor x na forma x = (z1,...,2,)7, o funcional estabilizador pode ser escrito na forma

n
Qx] =) 27 =x"x =x"Lx,
i=1

onde I,, é a matriz identidade de ordem n.

No caso da regularizacdo de Tikhonov de ordem um, tem-se que o funcional suavi-
zador envolve a primeira derivada Q[z] = ||V ]2, que discretizada pode ser aproximada
pela soma de quadrados das primeiras diferencas (o — x1), (3 — x2),. .., (Ty — Tp_1),
entao o funcional pode ser escrito na forma

Qx] = ni(xi_i_l —1;)* = (Lx)T(Lx) = x"L"Lx,

i=1

onde L é a matriz de ordem (n — 1) x n, tal que

Pode-se escrever ainda
Q[x] = ||Lxl; = (Lx)" (Lx),

em que L é a matriz que aproxima um operador de diferenciacao.

2.2.2 Regularizacao de Tikhonov no Caso Linear Discreto
Suponha que a equagao K(x) = y na formulacao discretizada assuma a forma
Ax =y,

onde A ¢ a matriz quadrada de ordem n correspondente a discretizacao do operador K e,
X,y vetores com relacao a base candnica.
Entao na regularizacao de Tikhonov o funcional M,[z]| assume a forma
M[x] = [[Ax —y|3 + Al Lx]f3 (2.5)
= (Ax —y)"(Ax —y) + \(Lx)" (Lx)
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o oM <
Para minimizar M,[x] fazemos 87?["] = 0. Entao sendo {ej,es,...,e,} a base
xl
candnica em R" e x = (21,79, ...,7,)T, tem-se
aM/\ [X] 0

{(Ax —y)" (Ax —y) + A(Lx)" (Lx)} = 0

= (Ax —y)TAe; + (Ae) " (Ax — y) + M(Lx)"Le; + (Le;) ' Lx} = 0.

Tem-se que

(Ax —y)TAe; = (Ae))"(Ax —y) = el AT(Ax — y)

(Lx)"Le; = (Le;)"Lx
Assim temos

(Ae;))" (Ax —y) + A(Le;))"Lx =0
=e AT(Ax —y) +le]L'Lx =0
= el {AT(Ax —y) + \L'Lx} =0, Vi=1,...,n.

Como vale para todo e;, i =1,...,n, temos

(ATA + \L"L)x = ATy.

Portanto, a solucao é dada por

x = (ATA + \L'L)'ATy.

2.3 Escolha do Parametro de Regularizacao

Como visto anteriormente, em aplicagoes praticas, na equacao K () = y nao sao

conhecidos precisamente os dados ¥, mas somente uma aproximacao ys tal que

ly —ysl| <6

onde § > 0 é denominado nivel de ruido.

Vimos também que a regularizagdo é uma aproximacao de um problema mal posto
por uma familia de problemas bem postos. Um método de regularizacao consiste em uma

familia de operadores de regularizacao e uma regra de escolha de pardmetros. O método é
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convergente no sentido que, se o parametro de regularizacao for escolhido de acordo com
tal regra, entdo a solucao regularizada converge (na norma) quando o nivel de ruido tende
a zero (RUSCHEINSKY, 2006).

A escolha do pardmetro é um ponto determinante nos métodos de regularizacao.
Se pouca regularizacao for imposta (pequeno parametro de regularizagdo) pode-se nao
filtrar o suficiente o ruido e ainda termos uma solugao initil e se muita regularizacao for

imposta pode-se perder informagdes do problema (BORGES, 2013).

Se |ly — ys|| < J, pode-se encontrar uma solucao regularizada x) = R)(ys), através
de um operador de regularizacao Ry, onde A = A(4,ys). Pela defini¢ao do operador de
regularizagao podemos escolher o valor do parametro de regularizagdo A = A(¢) de tal
modo que, quando d — 0, a solucao regularizada xx = Rx)(Ys) — Tezato (na norma de

X), isto é, erxato - x)\(é)HX — 0.

Suponha que z € X seja a solugao exata de y € Y também exato, ou seja, K(z) = y.

Suponha ainda que dispomos de uma cota do erro maximo de medida ou ruido dos dados

| K(z) = yslly = ly — yslly <9

entao o parametro de regularizacao A é determinado utilizando-se a relagao
| K (wx@) — yslly =6 (2.6)

A relagao (2.6) é chamada de principio da discrepancia, e este método é atribuido a
Morozov (MOROZOV; STESSIN, 1993; MOROZOV, 1966; ENGL; HANKE; NEUBAUER,
1996). Apesar deste método ter uma base teérica robusta, a grande dificuldade deste
método para escolha do parametro de regularizacao A é que precisamos de uma estimativa
para o nivel de ruido. Caso essa estimativa seja muito grande, podemos encontrar um
parametro de regularizagdo muito grande gerando uma soluc¢ao sobre-suavizada. O mesmo
acontecendo com uma estimativa menor que, neste caso, a solu¢do permanece afetada por

grandes erros.

Como nem sempre dispomos de uma informagao a priore sobre o nivel de ruido
nos dados, existem outros métodos para a escolha do parametro de regularizacao que nao
possuem essa analise. Dentre os principais métodos usados que dispensam informacgao sobre
o ruido estao o critério da curva-L de Hansen e O’Leary, a Validacao Cruzada Generalizada
(GCV) de Golub, Heath e Wahba, o método de Reginiska e o método do ponto fixo de
Bazan. A seguir, faremos uma sucinta descricao de alguns destes métodos classicos para a

escolha do parametro de regularizacao.
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2.3.1 Validacao Cruzada Generalizada

Golub, Heath e Wahba (1979) sugeriram o método da Valida¢ao Cruzada Gene-
ralizada (GCV), este método é baseado em consideragoes estatisticas. O pardmetro de

regularizagio é o valor de A que minimiza a funcao GCV : [0,00) C R — R

(= KKyl
(tr(I - KK3))"

GOV(N) (2.7)

onde K = (KTK+X*I)"' KT representa a pseudoinversa da matriz K do sistema Kx) = 7,
em que K = (KTK + MI) ey = KTy, é a solucdo regularizada, x,, pode ser escrita como

Ty = K;y

As dificuldades deste método ocorrem quando o minimizador da funcao GCV estéd
em uma regiao quase plana, o que ocorre com certa frequéncia, ou quando existem varios

minimizadores locais.

2.3.2 Curva-L

O critério da curva-L introduzido por Hansen e O’leary (1993) (ver também
(HANSEN, 1998)), sugere escolher o parametro de regularizacdo como o “canto”, ou seja,

o ponto de maxima curvatura, da curva
L) = {(loglly — Kxx|)2,log[| L [|2) € R*/A > 0} (2.8)

O formato da curva da equagao (2.8) lembra a letra L. Este critério funciona bem,
exceto quando a curva (2.8) nao apresenta o tipico formato da letra L (MORIGI et al.,
2006) ou quando existem varios maximizadores locais da curvatura (HANSEN; JENSEN;
RODRIGUEZ, 2007). Outras limita¢oes podem ser encontradas em (HANKE, 1996;
VOGEL, 1996).

2.3.3 O método de Reginska

Reginska (1996) sugeriu escolher como parametro de regularizacao minimizadores
da fungao ¥ : [0,00) C R — R definida por

V() = ly — Kaal3l|Laall3", > 0. (2.9)

Reginska provou que se a curvatura da curva-L é maximizada no ponto A = \* e se a
reta tangente no ponto (log|ly — Ka«||2, log|| Lz y+||2) tem inclinagdo —1/pu, entao a funcao

U(A) é minimizada em A = \*.
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2.3.4 Ponto-Fixo

O algoritmo de ponto-fixo foi proposto por Bazan (2008) baseado no trabalho de
Reginska. O algoritmo também utiliza informagao da norma da solugao regularizada e da

norma do residuo correspondente, e nao requer qualquer tipo de informacao do tamanho

de ruido nos dados (BAZAN; BORGES, 2009).

Bazan concluiu que se A* for um minimizador de W(\) entdo A* deve ser um ponto
fixo de ¢, : Rj — Ry definida por

ly — Kl

[z ll2

Pu(A) =V (2.10)
O algoritmo de ponto fixo comega com um chute inicial Ay, = 1 e prossegue com

a sequéncia, para k =0,1,2,...
Aer1 = Ou( M) (2.11)

A convergéncia da sequéncia (2.11) é uma consequéncia do fato da funcao ¢, ()
ser estritamente crescente, enquanto a existéncia de ponto fixo da fungao ¢, () depende
do pardmetro p (na maioria dos problemas p = 1 é suficiente para garantir tal existéncia)
(BAZAN; BORGES, 2009). Critérios de parada ou ajustes no parametro p sao detalhados
em Bazan (2008).

Uma dificuldade com o algoritmo de ponto-fixo é sua forte dependéncia do chute
inicial. Uma outra dificuldade dessa técnica ¢é a possivel existéncia de varios ponto fixos,
para contornar esse problema Bazén e Francisco (2009) introduziram o conceito de ponto

fixo convexo.

2.4 Regularizacao de Tikhonov com muiltiplos parametros

O uso da regularizacao com multiplos parametros, doravante denominada regulari-
za¢ao multiparamétrica, é motivado por aplicacoes praticas que exibem caracteristicas
multiplas/multiescala (ITO; JIN; TAKEUCHI, 2011). Problemas com caracteristicas mul-
tiplas/multiescala aparecem em varias aplicagoes, tais como processamento de imagem
(LU; SHEN; XU, 2007; FAN; JIANG; JIAO, 2015; YUE et al., 2011), resolugao de EDP’s
(CHEN; LIU, 1984), controle de qualidade de materiais (RAISUTIS; KAZYS; MAZEIKA,
2008), sensoriamento remoto (KOSTSOV, 2015), etc.

Uma vantagem da regularizacao de Tikhonov multiparamétrica, quando comparada
com a regularizacao de Tikhonov com um parametro, é que diferentes caracteristicas da

solugdo podem ser melhoradas usando varias matrizes de regularizacao com diferentes
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espacos nulos. No entanto, na regularizagdo multiparamétrica é preciso definir estratégias
confidveis para determinar o vetor de regularizacao (GAZZOLA; REICHEL, 2016). Para o
caso com um parametro existe uma quantidade significativa de métodos para a sua selecao,
no entanto, apesar do crescente interesse na regularizacao multiparamétrica, para o caso

com multiplos parametros, ainda existe uma caréncia de métodos para seleciona-los.

Na regularizacao de Tikhonov multiparamétrica a equagao (2.5) é substituida por

um problema de minimizagdo da forma
2 < 2 2
x, — argmin { [|Ax — y]2 + 3 ALl b (2.12)
X q=1

onde multiplos parametros de regularizagdo A = [A1,..., Ag), Ay > 0 e multiplas matrizes

de regularizacao L, € RP«*" sao incorporados.

Resolver o problema (2.12) é equivalente a encontrar a solugao das equagoes normais

regularizadas
Q
(ATA + Y NL] Lq) x=A"y, (2.13)
q=1

cuja unicidade de solucao é garantida com a seguinte condi¢do entre os espagos nulos de

A e das matrizes L,

NA)NN(L)N---NN(L,) =0 (2.14)

Para calcular de modo eficiente a solu¢do do problema de minimizacao (2.12),

deve-se considera-lo como um problema de minimos quadrados

X, = arg min|| Ay — 7,3, (2.15)
em que
A
_ /\1L1 B Y
A)\ = v Yo = |: 0 ]
AgLq

e 0 ¢é o vetor nulo de dimensao apropriada.

A extensao para o caso de multiplos pardmetros é mais complexa, nao s6 em termos
de encontrar multiplos \'s, mas também porque, em geral, ndao existe uma Decompo-
sicdo em Valores Singulares Generalizados (GSVD) para uma (g + 1)-upla de matrizes
(A, Ly, Lo, ..., L,). Caso estas decomposi¢oes nao sejam vidveis, métodos iterativos podem
ser utilizados (BORGES, 2013).

Um ponto chave para a regularizacao de Tikhonov com um parametro e para o caso

multiparamétrico é a escolha dos parametros de regularizagao, assim como no caso com
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um parametro, para o problema multiparamétrico, é preciso definir estratégias confidveis
para determinar o vetor de regularizacdo. Técnicas padrao para determinar o parametro
otimo para a regularizagao de Tikhonov foram estudadas extensivamente na literatura
e incluem o principio da discrepancia, o critério da curva-L, o método de Reginska, o
método do ponto fixo de Bazan e o método de validacao cruzada generalizada (GCV).
Algumas dessas técnicas foram estendidas a regularizacao de Tikhonov multiparamétrica.
Por exemplo, Belge, Kilmer e Miller (2002) propuseram uma generalizagao do critério
da curva-L, nesse artigo uma curva-L. de maior dimensao ¢é considerada e, um algoritmo
eficiente é descrito para calcular os parametros de regularizagao correspondentes a um ponto
na L-hipersuperficie onde a curvatura é aproximadamente maximizada. Lu e Pereverzev
(2011) discutiram um principio de discrepancia modificado para o caso de regularizacao
multiparametro, essa abordagem baseia-se na aproximagao do funcional de Tikhonov
e na funcao de discrepancia por meio de fungoes modelo adequadas, e requer que a
solugdo computada satisfaga o principio da discrepancia. Bazén, Borges e Francisco (2012),
generalizam para o caso Tikhonov multiparamétrico a regra de escolha de parametros
do método de Reginska. Mais recentemente, Borges (2013) propos um método baseado
em iteragOes de ponto fixo para a selecdo dos parametros em regularizacao de Tikhonov
multiparamétrica. Brezinski et al. (2003), propuseram uma extensao baseada no método
GCV, nesse trabalho é resolvido ¢ diferentes problemas de um pardmetro (um para
cada termo de regularizagao que aparece em (2.12)) e entao escolhe-se os pardmetros A,

aplicando o método GCV separadamente a cada subproblema.
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3 Método de Diferenciacao Numeérica

Neste capitulo serd feita uma revisao do método de diferenciacio e suavizagao de
dados experimentais. Nesse processo, em vez de executar operacoes numéricas nos dados
experimentais para obter a derivada diretamente, o problema da diferenciacao de dados é
convertido em um problema de equacao integral de primeira espécie que fornece a segunda
derivada em um grande nimero de pontos espacados de maneira uniforme. O método de
regularizagao de Tikhonov, usado neste processo possui um parametro de regularizacao
embutido que garante um equilibrio adequado entre reter as informagoes essenciais dos

dados e manter a amplificacdo do ruido sob controle.

3.1 Equacao integral para segunda derivada

Considere um conjunto de dados experimentais

(‘T{W7y{\4)7($é\47y§4)77<x’f\47ylj\4)77('2:7]1\473/7]:4)

em ordem crescente da variavel independente x, y € a variavel dependente, da qual queremos
encontrar a derivada dy(x)/dz, n é o nimero de pontos no conjunto de dados e M indica

que estas sao quantidades de medidas experimentais.

Fazendo expansao de Taylor com resto integral em y(x) em torno de xq, tem-se

V@) =+ [ y(@dz

Integrando por partes, com u = ¢/ (Z),v = —(z — Z),du = y"(Z)dz e dv = dz,

obtemos

T

V@) = o+ @) —z0)+ [ (z— &)y (). (3.1

T=x0

Usaremos a notagao y(xy) = yo, € por conveniéncia a primeira e segunda derivada

serdao denotadas por r(z) = dy(x)/dx e f(z) = d*y(x)/dz?. Entdo a equagao (3.1) fica

T=x0

vo@) = [ (= @f@)di + w0+ (@ =z (32)
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onde ¢ é um ponto arbitrario e C' é usado para distinguir y calculado de sua equivalente

medida experimental.

A equagao (3.2) é resolvida em termos das fungoes desconhecidas r(z) e f(x).
Usamos um método numérico baseado em regularizacao de Tikhonov para resolver a
equagao (3.2) em termos de f(x), que pode entdo ser integrada para obtermos r(z).

3.2 Equacao discretizada

Os dados sao separados em dois vetores coluna

vy =y oy

e
M M M M M
xV = (), T))

Nao é exigido que x seja uniformemente espacado. O comprimento xM — M é dis-
cretizado inserindo-se k pontos uniformemente espacados x© = (z¢ = oM 2§,... 2%, ... 2{ =
M) separados por

M M
A — ('rn — I )
(k=1

O valor da segunda derivada desconhecida f(z) em cada ponto de x serd denotado
pelo vetor coluna f= (f1, fa, f3, ..., fr). Para garantir que f é uma representacao precisa

de f(x) o niimero de pontos de discretizacao k é usualmente maior que n.

A forma discretizada da equagao (3.2) é

k
y< = > Bijfj+yo+ (zM — zo)rg, comi=1,2,... n. (3.3)
j=1

ou em notagao matricial
y¢ = Bf + 1y + (x — 1z0)ro (3.4)

onde B é uma matriz n x k de coeficientes numéricos conhecidos resultante da aproximacao
da integral da equagao (3.2) por algum método numérico. No nosso caso usamos a regra

de Simpson. Entao, a matriz B;; é dada por
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Slai—1;) sej=1;
x; —x;) se j for par;

r; —x;) se j for impar;

parat=1,2,...,n;5=1,2,...,k com ¢ > j.

Adiciona-se os vetores coluna 1 e x™ — 1z na matriz B, e ¥y, e ry sdo incorporados

em f. Entao a equagdo (3.4) fica
y¢ = Bf (3.5)

As incégnitas f1, fa, f3,- -, fx, Yo € 7o sdo requeridas para minimizar:

(i) A soma de quadrados S} dos desvios:

Sy=> (") —yM)?

=1

(i) A soma de quadrados Sy de d?f(x)/dx? nos pontos interiores de discretizacao:

k—1 de(x)
52 = Z dx?
Jj=2 =2

A condicio (i) impoe que y©(z) se aproxima estreitamente de y™ () e a condicio

(ii) impoe que f(x) ndo apresenta falsa flutuacao.

Ao invés de satisfazer as condigoes (i) e (ii) separadamente, serd usado o método
de regularizacao de Tikhonov, o qual minimiza uma combinacdo linear com as somas S; e

So, e utiliza um parametro de regularizacao que equilibra os dois itens acima.

3.3 Regularizacao de Tikhonov

Em regularizacao de Tikhonov uma combinagao linear R = S} + AS; é minimizada,
afim de ponderar as condigoes (i) e (i7), onde A é um pardmetro de regularizacdo. Um A
grande favorece a condi¢ao de suavidade, enquanto que um A pequeno favorece a condicao
de precisao. A escolha apropriada de A depende de n e k, e também do nivel de ruido dos

dados. Validagao cruzada generalizada (GCV) é usada para orientar a escolha do Ayp.

A fim de minimizar R devemos encontrar os valores (fi,..., fx), tais que
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a—R:O, com ([ =1,2,..

af

k.

Na soma

) . (3.6)

usamos a aproximagao por diferencas finitas da derivada d?f(z)/dz?* dada por

R:Z(yz _yz +/\Z( dr2

%

d’f fj—1) = 2f(x)) + f(@j01) Lﬁf
da? A? Ay

Zj

12

onde 3;; é a matriz tridiagonal

1 -2 1 0
1 -2 1 0

B= §
1 -2 1 0 0

neste caso, as duas colunas de 0 é devido a incorporacdo dos vetores 1 e x — 1z na

matriz B e de yp e g em f.

E como yf =37, By; f;, a equagdo (3.6) fica

2 2
R:Z(ZBz‘jfj—%M> +A)\42<5ijfj>

Fazendo 2 8f =0, tem-se

of;

OR
ar (%:Bz]f] )ZBmaf

ofi -
= (Z Bifj — %M) By ~i (Zﬁijfj) B = 0.

IR (Z Buf]) >yl -

como [ é indice livre, pode-se escrever

A
+ i (Zﬁijfj) Bij =0

)

2
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= Z <Z BijBij> fi+ 24 Z (Z @'j@j) fi= Z Byl
J 1 7 1 [

Como B;; = ([Bij]T) = [Bj;])", podemos escrever

X (BB ) £+ 30 3 (0878 ) 1= Sl

7 7 A

= Z {Z [( "Byj) + 24 ([@z‘]Tﬁij)] } fi=>_IBil"y"

)

em notagao matricial

A
(BTB + NBTﬂ> f=BTyM

ou ainda

f= (BTB + —6 B) BT yM (3.7)

A equagao (3.7) é uma equacao linear algébrica que converte os dados experimentais
yM em segundas derivadas f(x) descritas por f, que entdo pode ser integrado usando

qualquer procedimento de integragdo numérica para dar a primeira derivada r(z).

3.4 Validacdo Cruzada Generalizada

A Validagao Cruzada Generalizada, do inglés Generalized Cross-Validation (GCV),
desenvolvida por Golub, Heath e Wahba (1979), é um método para a escolha do pardme-
tro de regularizagdo baseada em consideragoes estatisticas. A GCV é uma técnica que
primeiramente particiona o conjunto de dados em subconjuntos mutuamente exclusivos,
e em seguida usa-se alguns desses subconjuntos (dados de treinamento) para estimar o
parametro de regularizacao. O restante dos subconjuntos, os dados de testes, sao utilizados

para validar o modelo.

Existe algumas variagoes na forma de realizar o particionamento dos dados, sendo
as mais utilizadas: o método holdout, k-fold, leave-one-out e Bootstrap (CUNHA, 2019). O
método aqui usado é o leaving-one-out. A ideia basica desse método consiste em: para um

dado A o conjunto de treinamento original é dividido em n subconjuntos, em que n ¢é igual
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ao numero de dados pertencentes ao conjunto de treinamento. Destes n subconjuntos, um
subconjunto é retirado na validagao de A, e os n — 1 subconjuntos restantes sao utilizados
no treinamento. Repetimos o processo n vezes, de modo que cada um dos n subconjuntos

sejam utilizados exatamente uma vez, como dado de teste.

A soma dos quadrados da diferenca entre o valor previsto e o valor real, determi-
nado de V (), para cada um dos pontos de dados que foi descartado depende de A. Na
implementacao do GCV, seguindo o principio leaving-one-out o A,y ¢ o minimizador de
V(A), dado por

(M —y) T (y™ —y9)/n (3.8)

V) = Ay

onde Tr[A] denota o trago da matriz quadrada A, conhecida como matriz de influéncia,

definida por
)\ -1
A=B <BTB + NBTB> B’ (3.9)

As equagoes (3.5) e (3.7), juntamente com a definicio de B e 8 permitem que V()

seja obtido para um determinado conjunto de dados.
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4 Diferenciacao numérica e suavizacao de da-
dos por regularizacao de Tikhonov multipa-

rametro

Resumo

Muitas investigagoes cientificas requerem o calculo das derivadas de dados experimentais.
A diferenciacdo numérica geralmente apresenta o inconveniente de amplificar o ruido
inerente a dados experimentais, levando a resultados nao confiaveis. Este trabalho pro-
poe a generalizagdo do método de diferenciacdo/suavizagdo por regularizacdo ao caso
multiparamétrico. Nesta pesquisa, sao apresentados os conceitos gerais do método e o
desenvolvimento matematico necessario para a implementacao. O desempenho desse mé-
todo é demonstrado aplicando-o a dados simulados e a dados experimentais extraidos da
literatura. O método generalizado ao caso multiparametro mostrou-se especialmente ttil
para determinar derivadas numéricas aos casos onde o ajuste uniparamétrico mostrou-se
insuficiente. Além disso, o método independe de uma suposi¢ao sobre a forma funcional
obedecida pelos dados, o método ¢é independente de modelo tedrico o que facilita sua

aplicagao. E ainda, o método pode ser usado para suavizacao e interpolacao de dados.

Palavras-chave: diferenciagdo numérica. suavizagao de dados. regularizacao de Tikhonov

multiparametro. problemas inversos.
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Abstract

Many scientific investigations require the calculation of the derivatives of experimental data.
Numerical differentiation generally has the inconvenient of amplifying the noise inherent
in experimental data, leading to unreliable results. This paper proposes the generalization
of the differentiation /smoothing method by regularization to the multiparametric case.
In this research, we present the general concepts of the method and the mathematical
development necessary for the implementation. The performance of this method is demon-
strated by applying simulated data and experimental data extracted from the literature.
The generalized multiparametric method proved to be especially useful for determining
numerical derivatives in cases where uniparametric adjustment was insufficient. Moreover,
the method is independent of an assumption about the functional form obeyed by the
data, the method is independent of the theoretical model which facilitates its application.

Also, the method can be used for smoothing and tweening data.

Keywords: numerical differentiation. data smoothing. multiparameter Tikhonov regula-

rization. inverse problem.
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4.1 Introducao

Executar diferenciacao numérica em um conjunto de dados experimentais para obter
sua taxa de variagao ou gradiente é uma operacao encontrada rotineiramente. Exemplos
praticos incluem a obtencao de taxas de reacao a partir de dados de concentracao no tempo,
a conversao de espectros medidos em espectros derivados e o calculo das quantidades

molares parciais a partir das propriedades medidas de misturas (LUBANSKY et al., 2006).

Dados obtidos experimentalmente contém erros experimentais ou incertezas nas
medigoes (ruido), caracteristica inerente em problemas reais (GILAT; SUBRAMANIAM,
2008). A diferencia¢do numérica é um problema mal-posto, e realizé-la sem a devida
cautela tende a amplificar o ruido inevitavel nos dados experimentais, levando a resultados
nao confidveis (ENGL; HANKE; NEUBAUER, 1996).

O procedimento para fornecer um ajuste suave aos dados é chamado de suavizagao.
Existem muitos procedimentos para suavizar dados, cada um com vantagens e desvantagens.
Um dos procedimentos mais simples é ajustar uma equacao polinomial ao conjunto de
dados. Dentre as técnicas mais amplamente usadas para suavizagao estao os filtros de
alisamento, as técnicas classicas sao os Filtros de médias moveis, Filtro da mediana e o
mais popular Filtro de Savitsky-Golay (SG) (SAVITZKY; GOLAY, 1964), uma limitagao
dessa técnica é que ela impoe a suposicao de dados uniformemente espacados. A suavizacgao
por filtros de transformada de Fourier ou Wavelet inclui suposi¢oes sobre a periodicidade
dos dados e a frequéncia dos erros associados. As transformagoes Wavelet provaram
ser muito uteis para certas classes de dados, embora a implementacao possa ser mais
complexa (ADDISON, 2002; COOMBES et al., 2005). Outros métodos de suavizagao
usados frequentemente incluem o ajuste polinomial ou por spline ao conjunto de dados

(EILERS; MARX, 1996; KLAUS; VAN NESS, 1967; KLASSON, 1997).

A suavizacao de dados pode ser tratada via métodos de regularizacdo. Em linguagem
matematica, regularizacao refere-se ao uso de um termo adicional em um problema de
otimizagao para tornar a solugdo mais regular (ENGL; HANKE; NEUBAUER, 1996).
A suavizacao de dados por regularizacao é comumente creditada a uma publicacao de
Whittaker (1923). Resumidamente, a ideia consiste em resolver um problema regularizado
de minimos quadrados, no qual um parametro de regularizacao pondera os requisitos de
precisao aos dados e suavidade da resposta (WEINERT, 2007).

Dentre as classes de métodos de regularizacao existentes na literatura, o mais
comumente usado, e o qual sera tratado neste trabalho, é o método de regularizacao de
Tikhonov (EILERS, 2003; CHENG; YAMAMOTO, 2000; GOLUB; HANSEN; O'LEARY,

1999). Este método usa um termo de regularizagdo quadrédtico e é matematicamente
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equivalente a certas formas de suavizacao baseadas em splines. E também chamado de

minimos quadrados penalizados, ja que grosso modo, trata-se da adi¢ao de um termo de
penalizagdo ao método de minimos quadrados (EILERS, 2003; EILERS; MARX, 1996).

Uma abordagem a diferenciacao/suavizagao de dados experimentais por regulariza-
¢ao de Tikhonov foi apresentada no artigo de Lubansky et al. (2006), neste trabalho é
apresentado a eficiéncia e utilidade do método. Outros artigos que tratam dessa abordagem
sdo os trabalhos de Eilers (2003), Stickel (2010), Wagner, Mazurek e Morawski (2015),
Wagner et al. (2018) e Nayak (2019). Todos esses trabalhos usam a regularizacao de
Tikhonov uniparamétrica. Entretanto, em alguns casos a regularizagao uniparamétrica
¢ insuficiente para fornecer a melhor solucao regularizada. Uma alternativa a tais casos
é regularizacdo de Tikhonov com multiplos pardmetros (BREZINSKI et al., 2003; LU;
PEREVERZEV, 2011; WANG, 2012; WANG et al., 2013; NAUMOVA; PEREVERZYEV,
2013; GAZZOLA; REICHEL, 2016; ZEINALI; STORY, 2018).

Apesar do crescente interesse na regularizagdo com multiplos parametros, nao
se conhece na literatura publicada alguma publicacao que trate a questao da suaviza-
cao/diferenciacao via regularizacao multiparamétrica. Deste modo, este trabalho, propoe a
generalizagdo do método de diferenciacao numérica para o caso com multiplos parametros
de regularizagdo. A matematica do método de diferenciacao multiparamétrico é apresen-
tada na secado 2, incluindo o critério para a escolha dos parametros de regularizagao e
critérios de avaliagdo do ajuste. A segao 3 apresenta experimentos numéricos simulados e
aplicagoes em dados experimentais da literatura. As observagoes finais sao fornecidas na

secao 4.

4.2 Material e métodos

4.2.1 Dados

Neste trabalho foram feitos experimentos numeéricos com dados simulados e com
dados experimentais da literatura publicada. Os dados dos experimentos 1 e 2 sdo dados
oriundos de simulagdo computacional. E para as aplicacbes em dados reais foram utilizados
os dados apresentados originalmente nos artigos de Markovi¢ et al. (2015) e Corradini,
Fioretti e Leo (1993).
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4.2.2 Método de Diferenciacao Numérica com muiltiplos parametros
4.2.2.1 Equacao integral para segunda derivada
Considere um conjunto de dados experimentais
N N ET T NN C AN T RSN CAN A

onde ' <z} se i < j; y é a varidvel dependente, da qual se quer encontrar a derivada
dy(z)/dz, n é o nimero de pontos no conjunto de dados e M indica que estes pontos

resultam de medidas experimentais.

Fazendo expansao de Taylor com resto integral em y(x) em torno de ¢, temos

V@) =ty )@z + [ (- @ @) (1)

Usa-se a notagao y(zg) = 4o, € por conveniéncia a primeira e segunda derivada
serao denotadas por r(z) = dy(x)/dx e f(x) = d*y(x)/dx?. Entdo a equacio (4.1) pode

ser escrita como

¥ (z) = / (& — ) f(2)dE + yo + (z — z0)ro. (4.2)

onde o ¢ um ponto arbitrario e C' é usado para distinguir y calculado de sua equivalente

medida experimental.

A equagao (4.2) é resolvida em termos das fungoes desconhecidas r(z) e f(z). Um
esquema numeérico baseado em regularizagdao de Tikhonov ¢é usado para resolver a equacao
(4.2) em termos de f(x), que pode entao ser integrada para obtermos r(x).

4.2.2.2 Equacao discretizada

Os dados sao separados em dois vetores coluna

M _ (M, M M M M _ (M M M M
v = (s YY) e X = () x )
Nao ¢é exigido que x™ seja uniformemente espagado. O comprimento 2 — M ¢ dis-
cretizado inserindo-se k pontos uniformemente espacados x© = (z¢ = 2 2§,... 2% ... 2{ =

M

x,") separados por

(&) = a2
S0

O numero k de pontos da discretizacdo depende da finalidade do problema. Por

exemplo, pode ser ttil ter muito mais valores discretos na curva suave do que os dados
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originais para interpolar entre valores ausentes ou calcular derivadas com mais precisao.

c

Nas posicoes em que xM tem pontos ausentes, x¢ é interpolado automaticamente e sem
)

problemas. Por outro lado, para dados super amostrados, pode ser desejavel ter menos
pontos na resposta suave (STICKEL, 2010). Como também é possivel estender a solugao

suave além do intervalo de dados, ou seja, realizar extrapola¢ao (EILERS, 2003).

O valor da segunda derivada desconhecida f(z) em cada ponto de x© sera denotado
pelo vetor coluna f = (f1, fo, fs,. .., fx). Para garantir que f é uma representagao precisa

de f(z) o nimero de pontos de discretizagao k é usualmente maior que n.
A forma discretizada da equagao (4.2) é
k
in = Z Biifi +yo+ (xfw —xo)r9, comi=12 ... n. (4.3)
j=1

ou em notac¢ao matricial

yc =Bf+ 1y, + (XM — 1xg)rg (4.4)

onde B é uma matriz n X k de coeficientes numéricos conhecidos resultante da aproximacao

da integral da equagao (4.2) por algum método numérico de quadratura.
Adiciona-se os vetores coluna 1 e x™ — 1z, na matriz B, e ¥y, e ry sdo incorporados

em f. Entdo a equagao (4.4) pode ser escrita como

y¢ = Bf (4.5)
As incégnitas f1, fo, f3,- -, fx, Yo € 7o sdo requeridas para minimizar:

(i) A soma de quadrados S; dos desvios:

n

Sy=> (") —yM)?

=1

(i) A soma de quadrados Sy de d?f(x)/dx? nos pontos interiores de discretizagao:

k—1 d2
=y L1

=2

A condicio (i) impoe que y©(z) se aproxima estreitamente de y™ () e a condicio

(ii) impoe que f(x) ndo apresenta falsa flutuacao.
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4.2.2.3 Regularizacdo de Tikhonov multiparametro

Em regularizagao de Tikhonov, em vez de satisfazer as condigdes (i) e (ii) sepa-
radamente, é minimizada uma combinagao linear com as somas S; e Sy. No trabalho de
Lubansky et al. (2006), é minimizada a combinagao linear R = S; + ASs, em que A é o
parametro de regularizacio, cuja fungao é ponderar as condigoes (i) e (ii). Na generalizacao
para o caso com multiplos parametros de regularizacdo, a combinagao linear é substituida
por R =514+ AS;, em que A = (A,...,A0), Ay > 0,¢=1,...,Q, é o vetor de pardmetros

de regularizacao.

Como y¢ = > Bij f;, e usando aproximacao por diferengas finitas da derivada

d*f(x)/dx?, pode-se escrever
LA
R=3 (ZBijfj - sz> + EZ (fi-1 = 2f; + fin)?
7 J J

oR _

o/, 0, obtem-se

Fazendo

2\ - -1
f= (BTB + N,B) BTyM (4.6)

onde f= (f1, fa, fsr-- - frs Y0, 70) € B é a matriz

1 4 6 -4 1 0 0
1 -4 6 -4 1 0 0

1 =46 -4 100

em que as duas colunas de 0 é devido a incorporacao dos vetores 1 e x* — 1z na matriz

B, e da adic¢ao de yg e g em f.

No caso multiparamétrico, o produto A3 precisa estar bem definido. O caso com
um unico parametro é trivial, ja que A é um escalar. Para o caso com multiplos parametros

defini-se a matriz de parametros de regularizacao X, dada por
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podl
I

A2

0
0 Ao

Note que, definido desta forma, o produto AB equivale a multiplicar blocos de
linhas da matriz B por sequéncias contantes de valores de parametros de regularizacao. A
diagonal de X é formada por intervalos de sequéncias constantes de entradas \; do vetor .
Cada intervalo corresponde a uma subdivisao no intervalo de defini¢ao de dados. A forma
como o intervalo de definicao dos dados deve ser subdividido vai depender da natureza do

problema em questao.

Dessa forma, com essa notacao, a equagao (4.6) pode ser escrita:

1 ~ ~ -1
£ (BTB + Nm) BT yM (4.7)
A equagao (4.7) converte os dados experimentais y™ em segundas derivadas f(z)
descritas por f, que sendo integrado, usando algum procedimento de integragdo numérica,

fornece a primeira derivada r(z).

4.2.3 Escolha dos parametros de regularizacao
4.2.3.1 Estrutura de um parametro

Um ponto importante nos métodos de regularizagao é escolher um valor apropriado
para o parametro A. Estudos anteriores indicam que a escolha apropriada de A depende do
nimero de pontos nos dados, nivel de ruido, variacao e ordem do derivado de suavizacao
usado (EILERS, 2003; LUBANSKY et al., 2006). Stickel (2010) verificou que a magnitude
apropriada de A\ para produzir uma curva razoavelmente suave pode ser tao pequena

quanto 10719 e tdo alta quanto 10'°.

Existe uma variedade de métodos discutidos na literatura para selecionar um valor
adequado ao parametro de regularizacdo (EILERS, 2003; LUBANSKY et al., 2006; WANG;
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JIA; CHENG, 2002). O mais trivial é escolher X por tentativa e erro, para que a curva suave
"pareca correta'. Embora esse método nao possua rigor matematico, existem situacoes em

que a intuicao de um cientista e os critérios qualitativos para uma resposta suave podem
ser satisfatorios (STICKEL, 2010).

Os métodos de escolha do parametro de regularizacao com formalismo matematico
sao separados em duas classes: métodos que exploram conhecimentos do ruido e métodos
que nao exploram estas informagoes. O principio da discrepancia de Morozov (LUBANSKY
et al., 2006), é um dos métodos da primeira classe mais usados. Neste trabalho serd usado
um método da segunda classe, conhecido como valida¢ao cruzada generalizada (GCV)
(EILERS, 2003; LUBANSKY et al., 2006).

O GCV usado para orientar a selecao do parametro de regularizagao, baseia-se
no principio leaving-one-out. A ideia basica do método consiste em: para um dado A, o
calculo da regularizagao de Tikhonov é repetido n vezes, cada vez deixando de fora um
ponto dos dados. A soma dos quadrados da diferenca entre o valor previsto e o valor real,
determinado de V (), para cada um dos pontos de dados que foi descartado depende de .
Na implementacao do GCV, seguindo o principio leaving-one-out o Aoy ¢ 0 minimizador
de V()), dado por
(" =y M —y)/n

V) = T Ay

(4.8)

onde Tr[A] denota o trago da matriz quadrada A, conhecida como matriz de influéncia,

definida por

~1
A=B <BTB + Aﬁﬂ%) B’ (4.9)

Para determinar o parametro ideal de regularizagao, nos trabalhos de Eilers (2003)

e Lubansky et al. (2006), a solucio estimada y© e a métrica apropriada GCV()), foram
calculados para varias ordens de magnitude de variacao de A, e o A correspondente ao
minimo foi escolhido, esta foi a abordagem adotada pelos autores. Stickel (2010) selecionou
o parametro ideal iterativamente, também estudou a dimensionalidade do parametro A, e
concluiu que como valor inicial, pode ser usado A\g = 1. Com um critério de convergéncia
apropriado e variando A por fatores de 10, a convergéncia para o valor ideal, geralmente é
alcancado com apenas algumas iteragoes. Independente da estratégia adotada, a selecao do
parametro de regularizacdo é um procedimento relativamente rapido, haja vista que, uma
série de comprimento de 1000 pontos pode ser calculada, para um determinado pardmetro

de regularizacdo, em menos de 1 s em um PC comum.
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4.2.3.2 Estrutura multiparametros

Na generalizacao do critério GCV para o caso de multiplos parametros, a funcao

GCV precisa ser considerada como uma funcao multivariada do vetor A, ou seja,

A — y3

(T, — AN (4.10)

VA) =V, ..., ) =

com 0 .
AN =A (ATA + Zl AquTLq) A"
o

No entanto, minimizar a fungdo (4.10) é uma tarefa computacional extraordina-
ria pois, precisa-se determinar a matriz A (). Brezinski et al. (2003) propuseram uma
modificacao da funcao GCV que é mais simples de ser otimizada e concluiram que sua
abordagem corresponde a escolher os parametros A, aplicando o método GCV separada-
mente a cada subproblema, ou seja, escolher os componentes A, do vetor de regularizagao
A com as estimativas fornecidas pelo método de um pardmetro GCV. Assim, este foi o
procedimento adotado pelos autores, desta forma, nos experimentos numéricos da secao

4.3, os componentes do vetor de regularizacao A foram selecionados pela equacao (4.8).

4.2.4 Critérios para estimar precisao dos ajustes

Os critérios utilizados para avaliar a acuracia dos resultados numéricos dos ajustes

fornecidos pelos métodos de diferenciacao foram:

Erro médio absoluto (Mean Absolute Error - MAE):

1 A
MAE = =" |y — 44
n;3

e Erro médio relativo (Mean Relative Error - MRE):
MRE — 1 Zn: Yi— Ui
nis| Y

Raiz do Erro Quadratico Médio (Root Mean Square Error - RMSE):

RMSE = \J Tll Z(yz — 8:i)°

=1

Coeficiente de determinagao (R?):

n

A2
R2—1_ im1(Yi — 0i)
Y1 (v —)?
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Nos itens acima n é o nimero de pontos no conjunto de dados; y; é o valor observado
na coordenada i; ; é o valor estimado na coordenada 7; 7 é a média dos valores no conjunto
de dados.

4.3 Experimentos numéricos e discussao

Os experimentos numéricos foram realizados em dados de teste simulados e da-
dos retirados da literatura, a fim de investigar as propriedades numéricas da técnica

computacional introduzida nas se¢oes anteriores e verificar sua eficicia.

Cada experimento foi construido da seguinte maneira. Primeiro, aplicou-se o método
de diferenciacao com apenas um parametro de regularizacgao e, foi analisado a rugosidade da
curva suave produzida, a partir desta primeira analise definiu-se a subdivisao do intervalo de
defini¢do, com base nas flutuacoes de alta frequéncia e/ou falta de ajuste exibidas na curva
suave resultante. Fixando o niimero de subintervalos, aplicou-se o método de diferenciacao
multiparamétrico com o niimero de parametros correspondente aos subintervalos fixados.

Os céalculos foram realizados com o software R versdo 3.6.1.

4.3.1 Experimento 1: diferenciacao numérica com dois parametros

Os pontos de dados ruidosos nas Figuras 1a e 1b foram construidos adicionando erros
aleatérios aos valores dos dados gerados a partir da funcao y(z) = (1 —e™*/?)cos(z)sen(x?).
Para simular medigoes experimentais, foi adicionado aos dados um ruido aleatério, uni-
formemente distribuido, de £15%. Nesse conjunto de dados n = 117 e os pontos sao
distribuidos uniformemente em intervalos de A = 0,04. Este exemplo permite que as
derivadas calculadas pelo método de diferenciagao serem comparadas com as derivadas

exatas, dadas por:

d 1
z;(;:) = —(1— e *?)sen(z)sen(z®) + 2(1 — e */*)zcos(x)cos(z”) + 567I/256n(l’2)008(l‘)
e
d2
dyx(zx) = —e " ?sen(x)sen(z?) 4+ 2¢ 7 2xcos(x)cos(x?) + 2(1 — e ¥/?)cos(x)cos(z?)

—4(1 — e ) sen(x?)cos(x?) — 4(1 — e~ zsen(z)cos(z?)

- ie‘”ﬂsen(ﬁ)cos(m) — (1 — e ") sen(z?)cos(x)

As derivadas deste exemplo exibem caracteristicas multiescala em diferentes faixas

de intervalo. Exemplos como esse motivaram a generalizacdo do método de diferenciacao
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numérica ao caso multiparamétrico. Em tempo, o método uniparamétrico mostra-se

insuficiente para ajustar as derivadas de func¢oes desse tipo.

Foram feitas simulagoes com o método de diferenciacdo com um e com dois
parametros de regularizacao. Cada simulagao foi submetida ao mesmo conjunto de dados,
com o mesmo nivel de ruido, variando o valor do parametro de regularizacao A. E, em
todos os casos k = 301. Os valores calculados de MAE, MRE, RMSE e R2, com relacio ao

ajuste de d?y/dxz?, para cada simulagio sdo apresentados na Tabela 1.

Foram feitas trés simulagoes S7, S5 e Ss, aplicando o método de diferenciacdo com

um e com dois parametros, conforme descrito a seguir:

e S;: método de diferenciacdo uniparamétrico com A\ = 1077.
e Sy método de diferenciacao uniparamétrico com A = 1077,

e S3: método de diferenciacio multiparametro sendo A = (Aj, Ag), com \; = 107" e
Ay = 1079,

Para comparacao, as Figuras la, 1c e le apresentam os graficos dos ajustes fornecidos
pela simulagao S; e as Figuras 1b, 1d e 1f os graficos dos ajustes da simulacdo S;. As
Figuras 1c e 1d mostram a segunda derivada calculada pelo método de diferenciacao como
uma curva continua. A primeira derivada calculada por integracao numérica simples, é
mostrada como uma curva continua nas Figuras le e 1f. Da mesma forma, os graficos de
y(z) exato e y(r) sdo mostrados nas Figuras la e 1b. Em todas as figuras os graficos das

derivadas exatas sao ilustrados por curvas tracejadas.

Nota-se que para a segunda derivada na simulagao S;, o valor do parametro de
regularizagao (A = 1077) usado, foi mais eficiente em suavizar o ruido na faixa de intervalo
(0,2). Enquanto que, na faixa de intervalo (2,4.5), esse valor do pardmetro A subestimou

o valor das derivadas. O mesmo acontece na primeira derivada.

Na segunda derivada calculada na simulagao S5, ao suavizar com um valor menor
para parametro de regularizagdo (A = 107?) a sensibilidade na precisio das derivadas
melhorou na faixa de intervalo (2,4.5). Entretanto, na faixa de intervalo (0, 2), oscilagoes
locais nao sao suavizadas nas derivadas, devido a incorporagao de ruido. Ocorrendo o

mesmo efeito com a primeira derivada calculada.

O parametro de regularizacdo A balanceia as condig¢oes de precisao e suavidade
na resposta. Fungoes como a descrita nesse exemplo apresentam uma dualidade de com-
portamento, enquanto que em uma faixa de intervalo seja requerido maior suavidade, em

outra faixa de intervalo é necessério privilegiar a condigao de precisao. No entanto, em



36

alguns casos, com um unico parametro de regularizacao, a tarefa de equilibrar precisao e

suavidade na resposta, torna-se inexequivel.

Os graficos resultantes da simulagdo S5 s@o apresentados nas Figuras 2a - 2¢. Como
descrito acima nessa simulagao empregou-se o método de diferenciagao multiparametro
com o vetor de pardmetros de regularizagdo A = (A1, Ay). A segunda derivada calculada
pelo método de diferenciagdo multiparametro é apresentado como uma curva continua na
Figura 2b. A primeira derivada calculada é mostrada como uma curva continua na Figura
2c. Da mesma forma, o y°(r) calculado é mostrado como uma curva continua na Figura
2a.

A Figura 2a apresenta os graficos de y(z) exato e y©(z). Dado que, o y(z) exato
estd estreitamente préximo do y© (), mesmo com um rufdo de £15% imposto. Pode ser
visto nas Figuras 2b e 2¢ que, o método de diferenciacdo multiparametro conseguiu extrair
com confiabilidade as derivadas dos dados ruidosos. Percebe-se que na simulagao S3, o
método de diferenciagdo multipardmetro apresentou maior eficiéncia em equilibrar precisao

e suavidade de resposta ao longo de todo intervalo de definigao.

Além de uma analise visual, os valores dos critérios de ajuste dispostos na Tabela 1
evidenciam que o ajuste fornecido pelo método de diferenciacao multiparametro proporcio-
nou o melhor ajuste, apresentando menores valores para MAE, MRE e RMSE, e o maior

valor para R2.

Considerando o ajuste pelo método multiparametro, na Figura 2b, pode-se observar
uma diferenca pequena, mas perceptivel, entre as curvas da derivada real e a calculada,
especialmente na borda final do conjunto de dados. Sem mais dados para direcionar a
tendéncia, a regularizacao resulta em uma curvatura nas bordas mais suave que a parte
interna da curva. No entanto, além das bordas, as curvas suaves sao muito préximas das
curvas reais, esse pequeno artefato nao tem efeito significativo no resultado final. Todos
os métodos de suavizacao sao propensos a esses efeitos de borda devido a perda inerente
de informagoes nas bordas (STICKEL, 2010). Por exemplo, um método de média méovel
centralizada nao é capaz de suavizar perto do limite nas bordas(HANSEN et al., 2006).
Em alguns casos, uma alternativa para diminuir possiveis diferencas nas bordas seria
fazer extrapolagao além do intervalo de dados (EILERS, 2003). Em sintese, ainda que
nao considerada a extrapolagao, a suavizagao por regularizagdo proporciona um excelente

trabalho de suavizac¢ao nas bordas.
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Figura 1 — (a), (c) e (e): Simulacdo Si; (b), (d) e (f): Simulagdo Ss. (a) - (b): y(x) exato -
curva tracejada; y©(z) calculado - curva continua; y(z)+ruido - pontos. (c) -
(d): d*y/dz* exata - curva tracejada; d*y/dz? calculada - curva continua. (e) -
(f): dy/dx exata - curva tracejada; dy/dx calculada - curva continua.
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Tabela 1 — Valores dos parametros de regularizacado A com os critérios de qualidade de
ajuste: MAE, MRE, RMSE e R? para as simulacoes Si, S5 e Ss.

Método Parametros Critérios de ajuste
erodos A MAE MRE RMSE R?
— 107 71623 0,6844 11,0762 0,491
fuparametro 10-° 24150 0,2308 3,4467 0,951
o A1 A2
Multiparametro  o-r 5% 1 5505 01481 2.8020 0,970

Figura 2 — Simulacdo Ss. (a): y(z) exato - curva tracejada; y© (z) calculado - curva continua;
y(z)+ruido - pontos. (b): d*y/dz? exata - curva tracejada; d*y/dz? calculada
- curva continua. (c): dy/dz exata - curva tracejada; dy/dx calculada - curva

continua.
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4.3.2 Experimento 2: diferenciacdo numérica com trés parametros

Os pontos de dados ruidosos nas Figuras 3a e 3b foram construidos adicionando
erros aleatorios aos valores dos dados gerados a partir da mesma funcao do exemplo
anterior, y(x) = (1 — e~*/?)cos(z)sen(x?), com a diferenca de que aqui foi feita a reflexdo
do grafico da funcao em torno da reta x = 3.72. Foi adicionado aos dados um ruido
aleatério, uniformemente distribuido, de +15%. Nesse conjunto de dados n = 187 ¢ os
pontos sao distribuidos uniformemente em intervalos de A = 0, 04. Novamente, as derivadas

calculadas pelo método de diferenciagao serao comparadas com as derivadas exatas.

Foram feitas simula¢des para o método de diferenciagao com um e com trés
parametros de regularizagao. Cada simulacao foi submetida ao mesmo conjunto de dados,
com o mesmo nivel de ruido, variando o valor do parametro de regularizacao A. Em todos
os casos k = 501. Os valores calculados de MAE, MRE, RMSE e R?, com relacio ao ajuste

de d?y/dx?, para cada simulacio sdao apresentados na Tabela 2.

Aplicou-se o método de diferenciagdo com um e com trés parametros, onde foram

feitas trés simulagoes Sy, S5 e Sg, conforme descrito a seguir:

e S,: método de diferenciacdo uniparamétrico com A = 2-1077.
e S5: método de diferenciacdo uniparamétrico com A = 2- 1077,

e Ss: método de diferenciagdo multiparamétrico sendo A = (A1, Ay, A3), com A\ =

21077, X =2-10%e X3 =2-107".

Para efeito de comparagao, as curvas dos ajustes fornecidos pelas simulagoes Sy
(Figuras 3a, 3c e 3e) e S5 (Figuras 3b, 3d e 3f), estao dispostas lado a lado. As Figuras 3c
e 3d mostram a segunda derivada calculada pelo método de diferenciagao como uma curva
continua. A primeira derivada calculada, é ilustrada pelas curvas continuas nas Figuras 3e
e 3f. Assim como, os grificos de y(r) exato e y“(z) sdo mostrados nas Figuras 3a e 3b.

Em todos os graficos as derivadas exatas sao ilustradas por curvas tracejadas.

Na simulacio Sy, o pardmetro de regularizagiao (A = 2-10~7) usado suaviza o ruido
nas faixas inicial e final do intervalo de definicao dos dados, onde a oscilagao no grafico é
mais suave, na segunda e primeira derivadas. No entanto, para esse valor de A, as derivadas

sao subestimadas na faixa central do intervalo, onde a oscilacao é mais acentuada.

O valor do parametro de regularizacio (A = 2 - 107?) usado na simulagio Sj,
melhorou a precisao nas derivadas calculadas na faixa central do intervalo de defini¢do. Por
outro lado, nas faixas inicial e final, ocorre o inconveniente de incorporagao de ruido nas

derivadas calculadas, e as oscilacoes locais nao sao suavizadas com este valor do parametro.
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As curvas que descrevem os ajustes resultantes da simulacao Sg sdo apresentados nas
Figuras 4a - 4c. A segunda derivada calculada pelo método de diferenciacao multiparametro
é apresentado como uma curva continua na Figura 4b. A primeira derivada calculada é
mostrada como uma curva continua na Figura 4c, e o y“(x) calculado ¢ mostrado como

uma curva continua na Figura 4a.

De acordo com a Figura 4a, o y(r) exato estd estreitamente préximo do y“(z).
E, das Figuras 4b e 4c¢ percebe-se que, na simulacao Sg, o método de diferenciacao
multiparametro forneceu estimativas fidveis para a segunda e primeira derivadas, ao passo
que suaviza o ruido. Essa simula¢ao apresentou os menores valores para MAE, MRE e

RMSE e o maior valor para R?, corroborando a analise de melhor ajuste.

A diferenciagao/suavizagdo por regularizacao multipardmetro foi ilustrada em
dois exemplos com dados simulados. Nos dois casos, as curvas suaves resultantes seguem
claramente as tendéncias observaveis dos dados, sem o ruido aleatério presente nos dados.
E evidente a partir desses exemplos que o método de diferenciacdo multipardmetro fornece
o equilibrio certo entre suavizacao e regressao de dados. Dependendo do objetivo da analise
dos dados, pode ser 1til determinar curvas suaves com diferentes valores para o parametro
de regularizacao para ver quais tendéncias sao observadas para diferentes quantidades de

suavizacao.
Nos préximos dois exemplos é analisado o desempenho do método de diferenciacao

multiparametro aplicado a dados experimentais.

Tabela 2 — Valores dos parametros de regularizacao A com os critérios de qualidade de
ajuste: MAE, MRE, RMSE e R? para as simulacoes S4, S5 e Se.

Métodos Parametros Critérios de ajuste
A MAE MRE RMSE R?
Uniparametro 2-1077 5,5187 0,6759 9,1677 0,519
P 2-107° 1,9186 0,2349 2,4066 0,966
Multipardmetro At A2 Az

2-1077 2-107 2-1077 10,9467 0,1159 1,5234 0,987
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Figura 3 — (a), (c) e (e): Simulacdo Sg; (b), (d) e (f): Simulagdo Ss. (a) - (b): y(x) exato -
curva tracejada; y©(z) calculado - curva continua; y(z)+ruido - pontos. (c) -
(d): d*y/dz* exata - curva tracejada; d*y/dz? calculada - curva continua. (e) -
(f): dy/dx exata - curva tracejada; dy/dx calculada - curva continua.
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Figura 4 — Simulagao Ss. (a): y(z) exato - curva tracejada; y(x) calculado - curva continua;
y(z)+ruido - pontos. (b): d?y/dz? exata - curva tracejada; d*y/dx? calculada
- curva continua. (c): dy/dz exata - curva tracejada; dy/dx calculada - curva
continua.
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4.3.3 Diferenciacdo de dados em analise de movimento

Corradini, Fioretti e Leo (1993) investigaram a precisao e avaliaram diferentes
técnicas de diferenciacao aplicadas a dados em anélise de movimento. Especificamente, nesse
estudo, foram avaliados cinco algoritimos distintos de filtros de diferenciacao/suavizagao.
Para tanto, eles avaliaram a performance dos cinco filtros de diferenciagio/suavizagdo em
dados simulados e dados reais dispostos na literatura. Para analise em dados reais eles
empregaram os dados do experimento apresentado por Pezzack, Norman e Winter (1977).
Esses dados também foram utilizados para a avaliacao de técnicas de diferenciagao em
varios outros trabalhos. Pezzack, Norman e Winter (1977) usaram o filtro Butterworth
de segunda ordem antes da diferenciacao por aproximacao de diferencas finitas, Wood e
Jennings (1979) usaram uma aproximagao por splines quinticas, Soudan e Dierckx (1979)

usaram aproximacao de splines cibicos e Lanshammar (1982) usou ajuste polinomial de
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minimos quadrados locais.

Corradini, Fioretti e Leo (1993) avaliaram o desempenho de cinco filtros de diferen-
ciagao/suavizacao (F1, F2, F3, F4 e F5). Dessas cinco técnicas, as que forneceram melhor
ajuste para as derivadas foram os algoritmos F1 (técnica baseada em filtragem de Kalman,
em que as derivadas sdo estimadas por meio de um ajuste polinomial local) e F2 (técnica

de suavizagao B-spline que usa validagao cruzada generalizada).

Os dados experimentais usados nesses estudos e que também serao analisados aqui
decorrem de um experimento realizado para comparar as curvas de aceleracao geradas
por filme com as andlogas curvas de aceleragao geradas pela diferenciacao das curvas de
posicao. Um segmento instrumentado foi manipulado manualmente para produzir registros
analogicos do deslocamento angular e aceleracao do segmento. A filmagem simultanea do

segmento produziu dados de deslocamento sincronizados.

Aplicou-se o método de diferenciacao multiparametro aos dados de posicao e
efetuou-se a diferenciacao de segunda ordem a fim de gerar a curva de posi¢ao angular, os
resultados foram comparados com os fornecidos pelo algoritmo de diferencia¢ao/suavizagao
F1 de Corradini, Fioretti e Leo (1993).

O método de diferenciacao multiparametro foi aplicado aos dados de posigdo com o
vetor pardmetro de regularizacio A = (A, g, A3), com A\; = 10710, Xy = 107" e A3 = 1077,
O intervalo de defini¢ao (0, 3) foi subdividido em trés subintervalos (0, 1.8),(1.8,2.3) e
(2.3,3), com A1, As e A3 atuando no primeiro, segundo e terceiro intervalos, respectivamente.
Nesse conjunto de dados n = 142 e para o célculo da segunda derivada fez-se k = 401. Os
valores calculados de MAE, MRE, RMSE e R? sdo apresentados na Tabela 3, neste caso,

os critérios de ajuste foram calculados com relagao aos dados da curva de posigdo angular.

O conjunto de dados de posicao angular em relacao ao tempo é reproduzido como
uma curva tracejada na Figura ba. Para comparagao a curva de posicao dada pelo método
de diferenciagdo é mostrada na mesma figura como uma curva continua. Na Figura 5b é
mostrada a curva de aceleracao angular calculada pelo filtro F1 relatado por Corradini,
Fioretti e Leo (1993), nesse filtro é usado um modelo polinomial de terceira ordem e
15 pontos para o ajuste. E para comparacdo na mesma figura é mostrado a curva de
aceleracao angular calculada pelo método de diferenciacdo numérica multiparametro.
Nota-se que existe um bom acordo entre a curva dada pelo filtro F1 e a dada pelo
método de diferenciagao multiparametro. Os valores dos critérios de ajuste dispostos na
Tabela 3 confirmam a boa qualidade do ajuste fornecido pelo método de diferenciagao

multiparametro.

Bem como frisado pelos proprios autores, o trabalho de Corradini, Fioretti e Leo
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(1993) limitou-se a fazer uma comparacao qualitativa entre os resultados obtidos por esse
estudo com a forma de onda de aceleragdo medida originalmente por Pezzack, Norman e

Winter (1977), haja vista o interesse metodoldgico do trabalho em questao.

Da mesma forma, o interesse do presente estudo é propor e validar o método de
diferenciagao/suavizagao de dados multipardmetro. A aplicagdo em dados experimentais
visa avaliar o desempenho do método aqui proposto em dados reais, dessa forma nenhuma

tentativa serd feita para interpretar a forma de onda de aceleracao calculada.

Tabela 3 — Valores dos parametros de regularizagdo A com os critérios de qualidade de
ajuste: MAE, MRE, RMSE e R? para os dados de posicdo angular.

Parametros Critérios de ajuste
Al A2 A3  MAE MRE RMSE R?

Multipardmetro  107'% 10~ 107® 10,0183 0,0173 0,0265 0,998

Método

Figura 5 — (a) Dados de posigao angular de Pezzack, Norman e Winter (1977) - curva
tracejada; a curva continua é recalculada pelo método de diferenciacao multi-
pardmetro. (b) Curva continua é a curva de aceleragao angular calculada pelo
método de diferenciacdo multiparametro; a curva tracejada é a curva aceleracao
angular calculada pelo filtro F1 de Corradini, Fioretti e Leo (1993).
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4.3.4 Espectro derivada de tolueno

Um procedimento padrao frequentemente realizado consiste em converter os es-
pectros medidos em espectros de derivada de primeira, segunda ou ordem superior, para
revelar informagoes ocultas no espectro original (TALSKY, 1994). Como a amplificacao
de ruido é um problema inerente ao calculo de derivadas numéricas, é necessario o uso de

técnicas de suavizagao, a fim de melhorar a relacao sinal/ruido. O método Savitzky-Golay
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(SG) (SAVITZKY; GOLAY, 1964) é o procedimento mais comumente usado para calcular
espectros de derivadas. O algoritmo de Savitzky-Golay controla o ruido por meio da
selecao apropriada de subconjuntos de pontos no conjunto de dados, denotados pontos de
suavizacao, ajustados sucessivamente por um polinémio de grau adequado (MARKOVIC
et al., 2015). Como alternativa, o método de diferenciagdo multiparamétrico pode fornecer

os espectros de primeira e segunda derivadas diretamente.

A curva tracejada na Figura 6a é o espectro de absor¢ao de tolueno em metanol
digitalizado a partir do espectro relatado por Markovié et al. (2015). Nesta versao digitali-
zada do espectro n = 115. O espectro de absorcao recalculado pelo método de diferenciacao
multiparametro é mostrado como uma curva continua na mesma figura. Pode-se verificar
que o espectro de absorcao recalculado estd em excelente concordancia com o espectro

digitalizado.

O espectro derivada de segunda ordem obtido por Markovi¢ et al. (2015) é ilustrado
pela curva tracejada na Figura 6b. Nesse experimento, a geragao de espectros de derivadas
digitais foram obtidas por meio do espectrofotometro GBC Cintra 20, nesse instrumento a
versao do algoritmo de Savitzky-Golay implementada usa um polindomio de segundo grau

para o ajuste, enquanto a sele¢do dos pontos de suavizacao estd na faixa de 5 a 21 pontos.

O espectro derivada de segunda ordem calculado pelo método de diferenciacao
multiparametro ¢ ilustrado na Figura 6b pela curva continua. Nesse calculo fez-se k = 301
e o vetor parAmetro de regularizacio usado foi A = (A, Mg, A3), com \; = 1073, Ay = 10~*
e A3 = 1072. O intervalo de definigao do seguimento (230,290) foi subdividido em trés
subintervalos (230, 255), (255,275) e (275,290), com A1, Ay e A3 atuando no primeiro,
segundo e terceiro intervalos, respectivamente. Os valores calculados dos critérios de
ajuste, dispostos na Tabela 4, demonstram a qualidade do ajuste fornecido pelo método

de diferenciagdo multiparametro.

Para comparacao os espectros de segunda derivada calculados pelo método de
diferenciacao e pelo método de Savitzky-Golay estdao dispostos na mesma figura, os dois
espectros de segunda derivada estao de acordo em termos de tendéncias gerais, localizacao

dos principais picos de maximos e minimos e seus valores correspondentes.

Tabela 4 — Valores dos parametros de regularizagdo A com os critérios de qualidade de
ajuste: MAE, MRE, RMSE e R? para o espectro de tolueno.

Parametros Critérios de ajuste
A A2 A3  MAE MRE RMSE R?

Multiparametro 1072 10~* 1072 0,0017 0,0074 0,0026 0,999

Método
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Figura 6 — (a) Espectro de absorgao digitalizado de Markovi¢ et al. (2015) - curva trace-
jada; a curva continua é o espectro recalculado pelo método de diferenciacao
multipardmetro. (b) Curva continua é o espectro derivada de segunda ordem
calculado pelo método de diferenciacao multiparametro; curva tracejada é o
espectro derivada de segunda ordem relatado por Markovi¢ et al. (2015).
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4.4 Conclusao

A regularizacao de Tikhonov é comprovadamente uma metodologia eficaz para a
analise de dados tanto para a suavizacao quanto para a conversao de dados em curvas
derivadas. A generalizacdo ao caso multiparametro mostrou-se uma estratégia vidvel aos
casos onde a suavizacdo com um parametro é insuficiente. A curva suave resultante pode
ilustrar as verdadeiras tendéncias dos dados sem a necessidade de se ajustar a modelos
tedricos ou empiricos, essa via é uma possibilidade de aplicacao e pesquisas em temas
onde a aplicagdo de modelos tedricos é problematica, sendo uma perspectiva de trabalhos
futuros. O método de diferenciacao é util para determinar a derivada de dados onde
métodos convencionais usados amplificam o ruido nos dados. A técnica é vantajosa por
ser simples de implementacao e de calculo rapido. O método pode ser aplicado em dados
irregularmente espacados. Além de fornecer derivadas numéricas confidveis, o método pode
ser usado para a suavizacao de dados e também pode ser usado para interpolacao entre

dados escassamente coletados.
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5 Regularizacao de Tikhonov multiparametro

aplicada em espectrofotometria derivada

Resumo

O problema matematico de converter um espectro normal nos espectros correspondentes
de primeira e segunda derivada é tratado por um método de regularizacao de Tikhonov
multipardmetro. O método de regularizacdo/diferenciagdo multipardmetro é aplicado para
resolver o problema de conversao espectral. O método recebe como entrada o espectro
original e produz como saida os espectros derivados de primeira e segunda ordem, fornecendo
ainda uma aproximagao suave do espectro original. Este fato habilita esta técnica para ser
usada em suavizagao de sinais ruidosos. O método pode ser aplicado a diferentes tipos de
dados espectrais. A conversao espectral e a suavizacao de sinal ruidoso pode ser realizada em
uma unica etapa de célculo. O desempenho deste procedimento é demonstrado aplicando-o
em um sinal ruidoso simulado, e a diferentes tipos de dados espectrais experimentais

retirados da literatura.

Palavras-chave: conversao espectral. espectro derivada. diferenciacao numérica. regulari-

zagao de Tikhonov multi-parametro. problemas inversos.
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Abstract

The mathematical problem of converting a normal spectrum into the corresponding first
and second derivative spectra is dealt with by a multi-parameter Tikhonov regularization
method. The multi-parameter regularization/differentiation method is applied to solve
the spectral conversion problem. The method receives the original spectrum as input and
outputs the first and second order derived spectra, while providing a smooth approximation
of the original spectrum. This enables this technique to be used for smoothing out noisy
signals. The method can be applied to different types of spectral data. Spectral conversion
and noisy signal smoothing can be performed in a single calculation step. The performance
of this procedure is demonstrated by applying it to a simulated noise signal and different

types of experimental spectral data from the literature.

Key-words: Spectral conversion. Derivative spectra. numerical differentiation. multi-

parameter Tikhonov regularization. inverse problem.
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5.1 Introducao

O método de espectrofotometria derivada envolve procedimentos de diferenciacao e
transformacao de espectros de absorcao de ordem zero nos espectros de derivada de primeira,
segunda ou ordem superior, para revelar informagoes ocultas no espectro original (TALSKY,
1994). A aplicacao da técnica espectrofotometria derivada oferece uma ferramenta poderosa
para analise quantitativa de misturas multicomponentes. Quando derivados, os maximos
e minimos da funcdo original assumem valores zero e as inflex0es sao convertidas em
maximos ou minimos, respectivamente. As curvas derivadas sao mais estruturadas que os

espectros originais, permitindo assim que diferengas muito pequenas entre os espectros

originais sejam identificadas (OJEDA; ROJAS, 2013).

Nas ultimas décadas, varios artigos de revisao foram publicados (OJEDA; ROJAS;
PAVON, 1995; OJEDA; ROJAS, 2004; EL-SAYED; EL-SALEM, 2005; ROJAS; OJEDA,
2009; PATEL et al., 2010; OJEDA; ROJAS, 2013; HOANG; NHUNG; ABOUL-ENEIN,
2013) sobre principios, vantagens e aplicagdes da espectrofotometria derivada em varios
campos das andalises, como inorganica, farmacéutica, clinico, forense, comida, corantes,

cosméticos, ambientais, bem como estudos de reagao cinética (MARKOVIC et al., 2015).

Os espectros derivativos podem ser gerados por métodos Opticos, eletronicos ou
matematicos. Descri¢goes detalhadas de métodos baseados em hardware e software, podem
ser encontrados em Talsky (1994). Atualmente, as técnicas que utilizam hardware eletrénico
especializado, para extrair os espectros derivadas do espectro original, foram substituidas
principalmente por métodos computacionais, uma vez que os espectros de derivadas
podem ser facilmente calculados e recalculados com diferentes programas e com diferentes
parametros, bem como técnicas de suavizacao, a fim de melhorar a relagao sinal/ruido
(MARKOVIC et al., 2015). Esse processo geralmente envolve suavizacao de dados por
ajuste de curva seguida por diferenciacao analitica, repetidamente se necessario, da curva
ajustada para fornecer os espectros derivados necessarios. O método usado com mais
frequéncia é o algoritmo de Savitzky—Golay (SAVITZKY; GOLAY, 1964), o qual controla o
ruido por meio de um ajuste polinomial de ordem apropriada, dentro de uma janela movel
para conjuntos selecionados de pontos espectrais vizinhos. No livro sobre espectrofotometria
derivada de Talsky (1994) podem ser encontradas descrigoes detalhadas de outros métodos

computacionais para obter espectros derivativos diretamente ou através de curvas ajustadas.

O sucesso da espectroscopia derivada depende criticamente da confiabilidade do
processo usado para converter o espectro medido em seus derivados (YEOW; LEONG,
2005). No entanto, a diferenciacao de dados experimentais é um problema mal posto, pois
o ruido dos dados originais pode ser amplificado se forem usados métodos inadequados

para executar essa etapa . A menos que a amplificacdo do ruido seja mantida sob controle,
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os derivados resultantes podem néo ser confidveis (TALSKY, 1994; ENGL; HANKE;
NEUBAUER, 1996).

Além do algoritmo de Savitzky—Golay outros métodos classicos de suavizagao/diferenciagao
de dados experimentais consistem nos métodos de ajuste por splines (EILERS; MARX,
1996; KLASSON, 1997), o método Wavelet (ADDISON, 2002; COOMBES et al., 2005) e
os métodos de regularizacao (EILERS, 2003; LUBANSKY et al., 2006; STICKEL, 2010).

Nesta investigacao, um método computacional geral, baseado em regularizacao de
Tikhonov multiparametro, serda desenvolvido para converter dados espectrais em espectros
derivados de primeira e segunda ordem. A suavizagao/diferenciacao de dados experimentais
via regulariza¢ao de Tikhonov nao é nova, entretanto, nos trabalhos de Eilers (2003),
Lubansky et al. (2006) e Stickel (2010), o método de regularizacao trabalha com um tunico
parametro de regularizacao. O método descrito neste trabalho trata de uma generalizacao
ao caso de regularizagdo multiparametro. Esse método para espectros derivados é geral, pois
pode lidar com diferentes tipos de espectros. A confiabilidade do método sera demonstrada
aplicando-o a dados espectrais retirados da literatura publicada. Os espectros derivados
fornecidos pelo calculo da regularizagao multiparametro serao comparados com os resultados

publicados.

5.2 Material e métodos

5.2.1 Dados

Os dados usados para as aplicagoes sao oriundos de trabalhos publicados. Primeiro
foi feito um experimento numérico onde, um sinal espectral simulado foi usado para
verificar o método de diferenciacdo multiparametro. E para as aplicacoes em dados reais
foram utilizados os dados apresentados originalmente nos artigos de El-Sayed (2009) e
Gill, Bal e Moffat (1982).

5.2.2 Métodos Numéricos
5.2.2.1 Declaracao do problema: formalismo de varidveis continuas

De inicio, usaremos um formalismo de variaveis continuas. Dado um conjunto de
dados yM(x;), onde i = 1,2,...,n e x; < x;41, n é o ntimero de pontos no conjunto
de dados e M indica que estes pontos resultam de medidas experimentais. Assumimos
que existe uma fungao continua y(x) que descreve exatamente a tendéncia dos dados.

Desejamos determinar a derivada dy(z)/dzx.
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Fazendo expansao de Taylor com resto integral em y(z) em torno de xq, tem-se
V@) =0+ @)@ —wo)+ [ (z—3)y(5)dz. (5.1)
I=xg

Usa-se a notagao y(zg) = %o, € por conveniéncia a primeira e segunda derivada
serao denotadas por r(z) = dy(z)/dx e f(z) = d*y(x)/dz?. Entdo a equagao (5.1) pode
ser escrita como

V@) = [ @=D)f@)di+yo+ (z —z0)re (52)

T=x0

onde z¢ é um ponto arbitrario e C é usado para distinguir y calculado de sua equivalente

medida experimental.

A equagao (5.2) serd resolvida em termos das fungoes desconhecidas r(x) e f(x).
Um esquema numérico baseado em regularizagdo de Tikhonov ¢ usado para resolver a
equagao (5.2) em termos de f(x), que pode entdo ser integrada para obtermos r(x). Nas
proximas segoes sera feito o desenvolvimento de dlgebra linear que fornece uma maneira

de determinar uma solucao analitica para f(z).

5.2.2.2 Formalismo de algebra linear

Na Sec¢ao 5.2.2.1, variaveis continuas, integrais e derivadas analiticas forneceram
uma maneira conveniente de declarar o problema. No entanto, os dados sdao medidos em
intervalos discretos, e o método de diferenciacao serd realizado numericamente usando um
computador. Portanto, é necessario reescrever o problema usando aproximagoes numéricas

para derivadas e integrais. Para isso, organizamos os dados em dois vetores coluna

M _ (M M M M M _ (M M M M
v = (s Yy, ) e X = () x )
Nio ¢é exigido que x™ seja uniformemente espagado. O comprimento 2 — M ¢ dis-
cretizado inserindo-se k pontos uniformemente espacados x¢ = (z¢ = 2M 2§, ... 2%, .. |«

M) separados por A = (2M — M) /(k — 1)

n

O valor da segunda derivada desconhecida f(z) em cada ponto de x© sera denotado
pelo vetor coluna f = (f1, fo, fs,. .., fx). Para garantir que f é uma representagao precisa

de f(z) o nimero de pontos de discretizagao k é usualmente maior que n.

A forma discretizada da equagao (5.2) é

k
y< = > Bijfj+yo+ (zM — z)rg, comi=1,2,... n. (5.3)
j=1
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ou em notac¢ao matricial

y¢ = Bf + 1y + (x — 1z0)ro (5.4)

onde B é uma matriz n x k de coeficientes numéricos conhecidos resultante da aproximagcao

da integral da equagao (5.2) por algum método numérico de quadratura.

Adiciona-se os vetores coluna 1 e x™ — 1z, na matriz B, e yq e ry sdo incorporados

em f. Entdo a equagdo (5.4) pode ser escrita como

y¢ = Bf (5.5)
As incognitas f1, fo, f3,. .., fx, Yo € 7o sdo requeridas para minimizar:

(i) A soma de quadrados Sy dos desvios:

Sy=> (") —yM)?

=1

(ii) A soma de quadrados Sy de d?f(z)/dx? nos pontos interiores de discretizagao:

k—1 de(x)
52 = Z dx?
Jj=2 =2

A condicdo (i) impoe que y©(z) se aproxima estreitamente de y™ () e a condicio

(ii) impoe que f(x) nao apresenta falsa flutuacao.

5.2.2.3 Regularizacdo de Tikhonov multi-parametro

Em regularizagao de Tikhonov, em vez de satisfazer as condigoes (i) e (ii) se-
paradamente, serda minimizada a seguinte combinacao linear: R = S; + ASs, em que
A=(A,...,00), A >0,g=1,...,Q, é o vetor de pardmetros de regularizacao. O vetor
de parametros de regularizagdo XA = (A,..., A\g) tem a fun¢do de equilibrar as condigoes
de suavidade e precisao na resposta. Nessa metodologia, cada entrada no vetor de regulari-
zacao atua em uma subdivisao do intervalo de definicao dos dados. Valores de A\, grandes
favorecem a condicao de suavidade, enquanto que um valor pequeno em uma entrada
favorece a condicao de precisao. Os métodos para escolher um valor apropriado para os

parametros de regularizacao sao discutidos na préxima secao.
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Usando aproximagao por diferengas finitas da derivada d?f(x)/dx?, podemos escre-

ver

2
RZZ(Z&MrW) +;Z(fj_1—2fj+fj+l)2
3 ] j

Fazendo % = 0, obtem-se

2\ - -1
f= (BTB + NB) BTyM (5.6)

onde f = (fl:f?afSa"'afk?yO)TO) € B ¢ a matriz

1 -4 6 -4 1 0 0
1 -4 6 -4 1 0 0

W
Il

1 =46 4100

em que as duas colunas de 0 ¢ devido a incorporacdo dos vetores 1 e x™ — 1z, na matriz

B, edeyyergemf

Neste caso, o produto A3 precisa estar bem definido. Para isso, defini-se a matriz
de parametros de regularizagao X, dada por
A0
0O . 0

A
A2

podl
I

A diagonal de X é formada por intervalos de sequéncias constantes de entradas
A; do vetor A. Cada intervalo corresponde a uma subdivisao no intervalo de definicao de
dados. A forma como o intervalo de definicao dos dados deve ser subdividido vai depender

da natureza do problema em questao.

Dessa forma, com essa notagao, a equagao (5.6) pode ser escrita:

1 ~ ~ -1
f— (BTB + Nw) B yM (5.7)
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A equagao (5.7) converte os dados experimentais y™ em segundas derivadas f(z)
descritas por f, que sendo integrado, usando algum procedimento de integragdo numérica,

fornece a primeira derivada r(zx).

5.2.2.4 Validacdo Cruzada Generalizada

Existe uma variedade de métodos discutidos na literatura para selecionar um valor
adequado ao pardmetro de regularizacdo (EILERS, 2003; LUBANSKY et al., 2006; WANG;
JIA; CHENG, 2002). Neste trabalho, serd usado um método conhecido como validagao
cruzada generalizada (GCV) (EILERS, 2003; LUBANSKY et al., 2006).

No caso uniparamétrico, o GCV usado para orientar a selecdo do parametro de
regularizagao, baseia-se no principio leaving-one-out. A ideia basica do método consiste
em: para um dado A, o calculo da regularizacao de Tikhonov é repetido n vezes, cada vez
deixando de fora um ponto dos dados. A soma dos quadrados da diferenca entre o valor
previsto e o valor real, determinado de V' (), para cada um dos pontos de dados que foi
descartado depende de A. Na implementacao do GCV, seguindo o principio leaving-one-out
0 Agpt € 0 minimizador de V(X), dado por
" —y)' &M -y9)/n

(1 =Tr[A]/n)?

V(A) = (5.8)
onde Tr[A] denota o trago da matriz quadrada A, conhecida como matriz de influéncia,

definida por

A\ -1
A=B (BTB + NﬁTﬁ> B” (5.9)
No critério GCV para o caso de miiltiplos pardmetros, a funcao GCV precisa ser

considerada como uma fun¢ao multivariada do vetor A, ou seja,

HAX)\ —Y||§
Tr(I, — A(N)))?

VA) = V(... ) = : (5.10)

com o .
AN =A (ATA +> AngLq> A"
q=1
No entanto, minimizar a fungao (5.10) é uma tarefa computacional extraordina-
ria pois, precisa-se determinar a matriz A (). Brezinski et al. (2003) propuseram uma
modificacao da funcdo GCV que é mais simples de ser otimizada e concluiram que sua
abordagem corresponde a escolher os parametros )\, aplicando o método GCV separada-

mente a cada subproblema, ou seja, escolher os componentes )\, do vetor de regularizacao
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A com as estimativas fornecidas pelo método de um parametro GCV. Assim, este foi o
procedimento adotado pelos autores, desta forma, nos experimentos numéricos da secao

5.3, os componentes do vetor de regularizagao A foram selecionados pela equacao (5.8).

5.2.3 Critérios para estimar precisao dos ajustes

Os critérios utilizados para avaliar a acuracia dos resultados numéricos dos ajustes

fornecidos pelo método de diferenciacao foram:

e Erro médio absoluto (Mean Absolute Error - MAE):
1 & .
=

e Erro médio relativo (Mean Relative Error - MRE):

MRE =13

n;3

Yi — Ui
Yi

e Raiz do Erro Quadratico Médio (Root Mean Square Error - RMSE):

1 n
RMSE = J - > (yi — 1)

=1

e Coeficiente de determinagao (R?):

Z?:1(yz‘ - @i)z

R*=1-—
i:l(yi - ?)2

Nos itens acima n é o nimero de pontos no conjunto de dados; y; é o valor observado

na coordenada i; §J; ¢ o valor estimado na coordenada 7; 7 ¢ a média dos valores no conjunto

de dados.

5.3 Experimentos numéricos e discussao

Nesta secao, o método de diferenciagdo multiparametro sera usado para converter
varios conjuntos de dados espectrais em espectros derivativos, para demonstrar sua eficacia.
Todos os espectros sao retirados da literatura publicada. As condig¢des experimentais sob
as quais esses espectros publicados foram obtidos estdo documentadas nos artigos originais,
assim elas nao serao detalhadas aqui. Em cada caso, os espectros derivados calculados
pelo método de diferenciagao serao comparados com os relatados nos artigos originais.
Da mesma forma, os espectros recalculados também serdo comparados com os espectros

originais.
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5.3.1 Aplicacdo em um sinal espectral simulado

Em circunstancias normais, os picos espectrais sao modelados por picos gaussianos,

picos de Lorenz ou sua combinagao linear.

Um sinal simulado pode ser sintetizado usando picos Gaussianos gerados por

ZAeXp[ (= > “’)1 (5.11)

Oz

onde n é o numero de picos, A;, i; e o; sdo a altura, posicao e largura do pico i, respecti-

vamente.

Neste exemplo, um sinal ruidoso é simulado usando a equagao (5.11), com A; =
1,As =2, A3=3, Ay =4e A5 =3; 0, =30 parai=1,2,....5; uy = 350, uo = 450, ug =
520, g = 600 e pus = 670; x = 0,1,...,1000.

A segunda derivada da equagao (5.11) é dada por

d*G(x n e @O (12— 2y — 02 4 2?)
dxz =LA . (5.12)

g;

O sinal ruidoso simulado é mostrado na Figura 7a. O método de diferenciacao
multiparametro foi usado para suavizacao do sinal ruidoso, assim como para calcular o
espectro derivada de segunda ordem e o resultado é comparado com espectro derivada
exato, dado pela equagao (5.12), também comparamos com os resultados do estudo de Li
et al. (2018).

No artigo de Li et al. (2018) os autores avaliaram o desempenho da equagao de
difusao tempo-fracionaria para a suavizac¢ao de sinal ruidoso. Comparada a equacao de
difusao cléssica, a equacao de difusao tempo-fracionéria, ¢ uma generalizagao do modelo de
difusao classico, e pode melhorar o resultado na suavizacao. Nesse trabalho, é comparado
o desempenho de suavizagdo entre a equacao de difusao tempo-fracionaria e a equacao de

difusao classica, bem como entre métodos classicos de suavizacao.

Na aplicagao do método de diferenciagao multiparametro tem-se n = 1001 e

= 1501. O vetor parametro de regularizacao usado foi A = (Ay, A2, A3), com \; = 101°)
A2 =107 e A3 = 10'%. O intervalo de definigio do seguimento (0,1000) foi subdividido em
trés subintervalos (0, 350), (350, 750) e (750, 1000), com Aj, Ay e A3 atuando no primeiro,
segundo e terceiro intervalos, respectivamente. Os valores dos critérios de ajuste, dispostos
na Tabela 5, demonstram a qualidade na suavizagao do ajuste fornecido pelo método de

diferenciacao multiparametro.

Para comparacao o sinal ruidoso é fornecido junto ao sinal suavizado na Figura 7a. O

espectro derivada de segunda ordem calculado pelo método de diferenciacao multiparametro
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¢é fornecido pela curva continua em preto na Figura 7b, na mesma figura é ilustrado o
espectro derivada de segunda ordem exato, dado pela curva tracejada e o espectro derivada
de segunda ordem relatado por Li et al. (2018), dado pela curva em azul. Na Figura 7c
¢ ilustrado o sinal simulado sem adicao de ruido, dado pela curva tracejada, e o sinal
suavizado pelo método de diferenciagao multiparametro. Uma andlise visual confirma a

qualidade da suavizagao fornecida.

A partir de uma analise da Figura 7b, podemos perceber que existe uma estreita
concordancia entre o espectro derivada de segunda ordem exato com o calculado pelo mé-
todo de diferenciagdo multipardmetro, evidenciando a eficiéncia do método de diferenciacao
em conciliar precisao de resposta e suavizagao de ruido. Para obter o espectro derivada de
segunda ordem em Li et al. (2018), primeiro os autores realizaram a suavizagao do sinal
ruidoso pelo método de difusao tempo-fracionaria, em seguida realizaram a diferenciacao
baseada nos dados suavizados. Pode-se perceber que esse processo subestimou todos os
picos de maximos e minimos no espectro derivada, em comparacao com o espectro deri-
vada exato, o que evidencia que, em alguns casos, a estratégia de suavizar para posterior
diferenciagao, pode nao ser a melhor estratégia. Note ainda que, o espectro derivado de
Li et al. (2018) apresenta flutuagdes, nas faixas inicial e final do intervalo de definigao,
possivelmente devido a incorporacao de ruido. O que definitivamente vale a pena ressaltar
é a facilidade e precisdo com que o método de diferenciagao multipardmetro conseguiu
converter o espectro ruidoso em um espectro de segunda derivada confidvel em uma tnica

etapa.

Tabela 5 — Valores dos parametros de regularizacao A com os critérios de qualidade de
ajuste: MAE, MRE, RMSE e R? para o sinal espectral simulado.

Parametros Critérios de ajuste
M X X3 MAE MRE RMSE R?

Multiparametro 10° 107 10! 0,1175 0,1128 0,1475 0,988

Método
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Figura 7 — (a) Sinal ruidoso simulado e sinal suavizado pelo método de diferenciagao
multipardmetro, dado pela curva continua em preto. (b) A curva tracejada é
o espectro derivada exato, a curva continua em preto é o espectro derivada
de segunda ordem calculado pelo método de diferenciagao multiparametro e a
curva continua em azul é o espectro derivada relatado por Li et al. (2018). (c)
A curva tracejada é o sinal simulado sem adigdo de ruido e a curva continua é
o sinal suavizado pelo método de diferenciacdo multiparametro.
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5.3.2 Espectro de Absorcado Ultravioleta de uma mistura de raubasina

El-Sayed (2009) propds métodos espectrofotométricos de derivada, que podem ser
utilizados para a analise de farmacos na presenca de produtos de degradacao, bem como a
adaptacao dos procedimentos propostos para analisar os medicamentos nas formas em que
estao disponiveis para uso. A espectrofotometria derivada é uma técnica analitica util que
oferece melhor seletividade do que a espectrofotometria normal para determinar misturas
binarias e algumas misturas ternarias. Nesse estudo, um espectrofotometro SHIMADZU

UV-1601 para PC, foi utilizado para processar os espectros de absorcao e derivado.

O espectro de absorc¢ao de raubasina, digitalizado a partir do espectro relatado por
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El-Sayed (2009) é ilustrado pela curva tracejada na Figura 8a. Nesta versao digitalizada
do espectro n = 87 pontos de dados. Na mesma figura, o espectro de absor¢ao recalculado
pelo método de diferenciacao multiparametro é mostrado como uma curva continua. Nota-
se a precisao de concordancia entre o espectro de absorcao recalculado com o espectro

digitalizado.

O espectro derivada de segunda ordem obtido por El-Sayed (2009) é ilustrado pela
curva tracejada na Figura 8b. Na mesma figura o espectro derivada de segunda ordem
calculado pelo método de diferenciagao multiparametro ¢ ilustrado pela curva continua.
Nesse célculo fez-se k = 301 e o vetor pardmetro de regularizagao usado foi A = (A1, \2),
com A\; =1 e Ay = 0.1. O intervalo de definigdo do seguimento (200, 310) foi subdividido
em dois subintervalos (200, 250) e (250, 310), com A\; e Ay atuando no primeiro e segundo
intervalos, respectivamente. Os valores calculados dos critérios de ajuste, dispostos na
Tabela 6, demonstram a qualidade do ajuste fornecido pelo método de diferenciacao

multiparametro.

O espectro derivada de primeira ordem, obtido por integracdo numérica simples é
ilustrado pela curva continua na Figura 8c, e na mesma figura a curva tracejada representa
o espectro derivada de primeira ordem relatado por El-Sayed (2009). Todos esses graficos
indicam que os resultados gerados pelo método de diferenciacao multiparametro estao
de acordo satisfatério com os resultados de El-Sayed (2009). H4 flutuagdes observaveis
em pequena escala na derivada de segunda ordem relatada por El-Sayed (2009), essas
pequenas diferencas sao possivelmente ao seu processo de calculo, em vista que diferencas
no espectro de primeira derivada é quase imperceptivel em comparacao com o espectro de

primeira ordem calculado pelo método de diferenciacao multiparametro.

Tabela 6 — Valores dos parametros de regularizacao A com os critérios de qualidade de
ajuste: MAE, MRE, RMSE e R? para o espectro de raubasina.

Parametros Critérios de ajuste
A1 A2 MAE MRE RMSE R?

Multiparamétrico 1 0,1  0,0023 0,0043 0,0034 0,999

Método
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Figura 8 — (a) A curva tracejada é o espectro de absor¢ao de raubasina digitalizado de
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El-Sayed (2009); a curva continua é o espectro recalculado pelo método de
diferenciacdo multiparametro. (b) A curva continua é o espectro derivada de
segunda ordem calculado pelo método de diferenciacao multiparametro; a curva
tracejada é o espectro derivada relatado por El-Sayed (2009). (c¢) A curva
continua é o espectro derivada de primeira ordem calculado pelo método de
diferenciacdo; a curva tracejada é o espectro derivada relatado por El-Sayed
(2009).
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5.3.3 Espectro de Absorcao UV-Visivel de metadona e anfetamina

A obra de Cordonnier e Schaep (2013) apresenta os dados do experimento realizado
por Gill, Bal e Moffat (1982), esse estudo investigou os usos e limitagdes da espectroscopia
derivada aplicada a problemas em toxicologia forense. Neste caso, a apresentacao dos
dados no modo derivado tem um potencial consideravel como auxilio a identificacao de
compostos com espectros visiveis muito semelhantes. Nesse estudo, o trabalho experimental
foi realizado com dois instrumentos: o espectrometro Hewlett-Packard 8450A e o modelo
Pye-Unicam SP8-150, o primeiro usa um diferenciador eletronico para gerar as derivadas,
e o segundo usa diferenciacdo numérica. Entretanto, os autores nao especificam qual

algoritmo de diferenciacao é usado para gerar as derivadas em ambos os instrumentos.

O espectro de absor¢ao de metadona diluida em &acido sulfurico, digitalizado a
partir do espectro relatado por Gill, Bal e Moffat (1982) é ilustrado pela curva tracejada
na Figura 9a. Nesta versao digitalizada do espectro n = 97. O espectro de absorcao
recalculado pelo método de diferenciagao multiparamétrico é mostrado como uma curva
continua na mesma figura. Verifica-se que o espectro de absorcao recalculado esta em

excelente concordancia com o espectro digitalizado.

Na Figura 9b a curva tracejada ilustra o espectro derivada de segunda ordem obtido
por Gill, Bal e Moffat (1982). Na mesma figura a curva continua ilustra o espectro derivada
de segunda ordem de metadona calculado pelo método de diferenciagdo multiparametro.
Nesse calculo fez-se k = 301 e o vetor parametro de regularizagao usado foi A = (Aq, A),
com A\; = 0.05 e Ay = 1. O intervalo de defini¢do do seguimento (240, 335) foi subdividido
em dois subintervalos (240, 275) e (275, 335), com Aj, A atuando no primeiro e segundo
intervalos, respectivamente. Os valores calculados dos critérios de ajuste estao dispostos
na Tabela 7.

O espectro de ordem zero de metadona (Figura 9a) mostra uma regiao de absor-
vancia ampla (275-335nm) e uma regido com bandas relativamente nitidas (250-275nm).
A amplitude da derivada de segunda ordem na regiao da ampla absorvancia é muito baixa
(Figura 9b) e o espectro se aproxima da linha de base. Isso demonstra uma caracteristica
importante dos espectros de derivadas, onde as caracteristicas espectrais sao enfatizadas e
as bandas mais amplas sao discriminadas (GILL; BAL; MOFFAT, 1982).

A curva tracejada na Figura 10a é o espectro de absorc¢ao de anfetamina diluida
em &cido sulfurico, digitalizado a partir do espectro relatado por Gill, Bal e Moffat
(1982). Nesta versao digitalizada do espectro n = 95. O espectro de absorgao recalculado
pelo método de diferenciacao multiparametro ¢ mostrado como uma curva continua na
mesma figura. Pode-se verificar que o espectro de absorcao recalculado estd em excelente

concordancia com o espectro digitalizado.
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O espectro derivada de segunda ordem obtido por Gill, Bal e Moffat (1982) é
ilustrado pela curva tracejada na Figura 10b. Na mesma figura, o espectro derivada de
segunda ordem calculado pelo método de diferenciagao multiparametro é ilustrado pela
curva continua. Nesse calculo fez-se k = 301 e o vetor parametro de regularizacao usado foi
A= (A1, A2, A3), com A; = 0.1, Ay = 0.01 e A3 = 1. O intervalo de defini¢do do seguimento
(220, 330) foi subdividido em trés subintervalos (220, 240), (240,270) e (270, 330), com
A1, A2 e A3 atuando no primeiro, segundo e terceiro intervalos, respectivamente. Os valores

dos critérios para este ajuste, estao descriminados na Tabela 8.

A partir de uma analise visual da Figura 9b, observa-se que os espectros derivada de
segunda ordem calculados pelo método de diferenciacdo multiparametro e os calculados por
Gill, Bal e Moffat (1982) estao de acordo em termos de tendéncias gerais, localizagao dos
principais picos de maximos e minimos e seus valores correspondentes. Ja na Figura 10b,
percebe-se que no espectro derivada calculado por Gill, Bal e Moffat (1982) a maioria dos
picos de maximo e minimo sao subestimados com relagdo ao espectro derivada calculado

pelo método de diferenciagao multiparametro.

Tabela 7 — Valores dos parametros de regularizacao A com os critérios de qualidade de
ajuste: MAE, MRE, RMSE e R? para o espectro de metadona.

Parametros Critérios de ajuste

A1 A2 MAE MRE RMSE R?
Multiparametro 0,05 1 0,0022 0,0042 0,0032 0,999

Método

Tabela 8 — Valores dos parametros de regularizacado A com os critérios de qualidade de
ajuste: MAE, MRE, RMSE e R? para o espectro de anfetamina.

Parametros Critérios de ajuste
A X A3 MAE MRE RMSE R?

Multiparametro 0,1 0,01 1 0,0018 0,0151 0,0028 0,999

Método
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Figura 9 — (a) A curva tracejada é o espectro de absor¢ao de metadona digitalizado de Gill,
Bal e Moffat (1982); a curva continua ¢ o espectro recalculado pelo método
de diferenciagdo multiparamétrico. (b) A curva continua é o espectro derivada
de segunda ordem calculado pelo método de diferenciacao multiparamétrico; a
curva tracejada é o espectro derivada de segunda ordem de metadona relatado
por Gill, Bal e Moffat (1982).
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Figura 10 — (a) A curva tracejada ¢ o espectro de absor¢ao de anfetamina digitalizado de
Gill, Bal e Moffat (1982); a curva continua é o espectro recalculado pelo método
de diferenciagdo multiparamétrico. (b) A curva continua é o espectro derivada
de segunda ordem calculado pelo método de diferenciacdo multiparamétrico;
a curva tracejada é o espectro derivada de segunda ordem de anfetamina
relatado por Gill, Bal e Moffat (1982).
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5.4 Conclusao

A regularizacao de Tikhonov multipardmetro é um método confiavel de conversao
de um espectro medido em seus respectivos espectros derivados de primeira e segunda
ordem. O método é computacionalmente simples de implementar. Pode ser aplicado a
diferentes tipos de dados espectrais. Um sinal ruidoso simulado foi suavizado e também
calculado sua derivada de segunda ordem. O método mostrou-se vantajoso pois possibilita
a suavizagao e o calculo das derivadas em uma tnica etapa de calculo. Os resultados de
suavizagao/diferencia¢ao sao fornecidos sem a necessidade de se ajustar a modelos tedricos
ou empiricos, facilitando o uso dessa metodologia. A eficacia do método de regularizacao
de Tikhonov multiparametro foi verificada em um sinal simulado e em trés espectros

experimentais da literatura publicada.
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6 Consideracoes finais

A suavizagao por regularizacao de Tikhonov é reconhecidamente uma ferramenta
poderosa para analisar dados ruidosos, bem como a versatilidade desta técnica permite
sua aplicacdo nas mais diversas areas das ciéncias. A generalizacdo do método de dife-
renciacao ao caso multiparamétrico mostrou-se uma estratégia viavel aos casos onde a
suavizacao com um parametro é insuficiente. Os detalhes do método necessarios para a
implementacao, que frequentemente ficam encobertos na literatura, foram apresentados da
forma mais clara possivel, combinando conceitos de uma variedade de artigos de periddicos,
permitindo um uso mais amplo do método entre cientistas. A matematica do algoritmo de
diferenciagao/suavizacao foi apresentada, incluindo um método para determinar os valores

apropriados para os parametros de regularizacao.

Os resultados dos experimentos numéricos com dados simulados e dados experi-
mentais mostrou que o método de diferenciacao multiparametro é 1til para determinar
as derivadas de dados ruidosos, fornecendo estimativas confiaveis para as derivadas, ao
passo que mantém a amplificacdo do ruido sobre controle. O método pode ser aplicado em
dados irregularmente espacados. A técnica é vantajosa por ser simples de implementacao
e de calculo rapido, e capaz de realizar a suavizagao nos dados e fornecer as estimativas

para as derivadas em tnica etapa de calculo.

A aplicagdo em espectrofotometria derivada mostrou que o método de diferenciagao
multi-parametro é uma técnica confiavel para a conversao de um espectro medido em
seus respectivos espectros derivados de primeira e segunda ordem. O método pode ser
aplicado a diferentes tipos de dados espectrais. Um sinal ruidoso simulado foi suavizado,
evidenciando que o método é capaz de fornecer uma suavizacao precisa a um espectro

ruidoso.

A curva suave resultante pode ilustrar as verdadeiras tendéncias dos dados sem a
necessidade de se ajustar a modelos teéricos ou empiricos, essa via é uma possibilidade
de aplicacao e pesquisas em temas onde a aplicacao de modelos tedricos é problematica,

sendo uma perspectiva de trabalhos futuros.

Uma outra perspectiva de trabalhos futuros a ser explorado consiste no fato de que,
como na curva suave resultante a quantidade de pontos finais é maior que a quantidade
de pontos iniciais do conjunto de dados, e como a quantidade de pontos finais pode ser
controlado pelo pesquisador, o método pode ser usado para a interpolacao entre dados
quando estes forem escassamente coletados.
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