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Área de Concentração: Biometria e Es-
tat́ıstica Aplicada
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Resumo
Tomando a distribuição normal, foi proposto um novo gerador de distribuições cont́ınuas,
a apartir das funções monotônicas tg

(
π
2
G1

)
e log (1−G2), em que G1 e G2 são as

distribuições-base para a classe. A partir da ideia proposta, realizou-se o estudo de
identificabilidade, desenvolveu-se as expansões para a função de distribuição acumulada
e para a função densidade de probabilidade. Além disso, foram mostradas propriedades
de caracterização da classe e suas respectivas expansões, como função de risco, momentos
e momentos centrais de ordem m, função geradora de momentos, função caracteŕıstica,
coeficiente geral e os desvios, médio e quant́ılico. Assim como as derivadas da função
de log-verossimilhança e o estudo do suporte. Fez-se também uma aplicação teórica da
Classe, seguida de uma aplicação a dados simulados e a um conjunto de dados reais,
comparando o modelo proposto com outros modelos já existentes verificando assim,
também, o seu potencial em relação aos demais. Ressaltamos a vantagem da nova classe
acoplar em suas distribuições-base, distribuições que podem ser cont́ınuas ou não, além
de apresentar bimodalidade e não possuir problemas de identificabilidade.

Palavras-chaves: Classe Normal Generalizada; Distribuição Normal; Gerador.
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Abstract
Taking the normal distribution, a new generator of continuous distributions was propo-
sed, starting from the monotonic functions tg

(
π
2
G1

)
and log (1−G2), where G1 and

G2 are the base distributions for the class. From the proposed idea, the identifiability
study was carried out, the expansions for the cumulative distribution function and
for the probability density function were developed. In addition, properties of class
characterization and their respective expansions were shown, such as risk function,
central moments and moments of order m, moment generating function, characteristic
function, general coefficient and deviations, mean and quantile. As well as those derived
from the log-likelihood function and the study of support. A theoretical application
of the Class was also made, followed by an application to simulated data and a set
of real data, comparing the proposed model with other existing models, thus also
verifying its potential in relation to the others. We emphasize the advantage of the new
class coupling in its base distributions, distributions that can be continuous or not, in
addition to presenting bimodality and not having identifiability problems.

Keywords: Generalized Normal Class; Generator; Normal Distribution.
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3.9.2 Critério de informação de Akaike corrigido . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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4.3.6 Expansão para o coeficiente geral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
4.3.7 Expansão para o Desvio Médio e Desvio Quant́ılico . . . . . . . . . . . . . . 40
4.3.8 Gerenciamento de algumas expressões . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

4.4 Derivadas da função log-verossimilhança em relação aos parâmetros . . . . . . . . . 42
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1 Introdução

As distribuições de probabilidade são importantes ferramentas para descrever fenômenos, posto
que fornecem modelos eficazes que ajudam a representar problemas reais. Elas podem ser utili-
zadas em um vasto campo de aplicações, com diferentes propósitos. Na área da saúde (VELOSO
& MALIK, 2010; SANTOS & CUNHA, 2016), no campo ambiental (BERNARDI et al., 2001;
SABINO et al., 2014), social (DRACHLER et al., 2003; ALVES et al., 2010), nas ciências agrárias
(SANTOS, 2019; SILVEIRA, 2019) dentre outras.

Nos últimos anos, diversos métodos geradores de novas distribuições e, consequentemente, novas
distribuições, têm sido propostos a fim de fornecer uma boa flexibilidade e adequação a conjuntos
de dados reais. Remetemos o leitor a Lee et al. (2013) para uma revisão de alguns métodos e Tahir
e Nadarajah (2015) para um levantamento detalhado sobre classes generalizadas de distribuições
cont́ınuas que são amplamente utilizadas, dentre as quais destacamos a beta normal de Eugene
et al. (2002); a McDonald-G (Mc-G) de Alexander et al. (2012); a famı́lia exponencializada
exponencial-Poisson de Ristic e Nadarajah (2014); a logistic-X e a nova Weibull-G de Tahir et al.
(2015); a beta-G de Souza (2016) e a Normal-G de Silveira (2019). Além destes, existe o gerador
T-X definido por Alzaatreh et al. (2013), que origina diversas classes generalizadas, através de
distribuições cont́ınuas.

Neste trabalho, apresentamos uma nova classe geradora de distribuições chamada Classe Nor-
mal

(
tg (π

2
G1), log(1−G2)

)
, dependente de duas funções disjuntas e monótonas de G1 e G2, ge-

neralizada a partir da distribuição normal através do método gerador de métodos geradores de
distribuições de probabilidades e classes de distribuição de probabilidades apresentado nos tra-
balhos de Brito et al. (2019) e Brito (2014). A classe aqui proposta apresenta vantagens sobre
os geradores citados anteriormente, pois permite que as distribuições-base, G1 e G2 contemplem
distribuições cont́ınuas e não cont́ınuas, diferentemente, do que ocorre com o gerador T-X. Além
disso, como veremos mais adiante, não possui problemas de identificabilidade, o que acontece, por
exemplo, com as misturas convexas (TEICHER, 1961), e apresenta bimodalidade. A bimodalidade
caracteriza distribuições que apresentam duas curvas, com duas modas diferentes. Estas aparecem
como picos distintos (máximo local) na função densidade de probabilidade (fdp), garantindo maior
flexibilidade na modelagem de dados, em situações em que estão presentes, por exemplo, duas
amostras diferentes.

Nas linhas que seguem, detalhamos a estrutura desta dissertação, que apresenta caráter teórico
e contempla seis caṕıtulos, incluindo este. No segundo caṕıtulo apresentamos os objetivos, geral e
espećıficos deste trabalho, o terceiro trata do referencial teórico. Nele mostraremos alguns modelos
probabiĺısticos cont́ınuos e discutiremos sobre os modelos de misturas. Faremos uma revisão sobre
o método de estimação de máxima verossimilhança, bem como algumas estruturas matemáticas,
tais como função geradora de momentos, momentos de ordem m, momentos centrais de ordem m e
função caracteŕıstica. Além disso, apresentaremos os critérios estat́ısticos utilizados para comparar
o ajuste dos modelos nas aplicações a dados reais, a simulação de Monte Carlo, que será usada
para avaliar o comportamento assintótico das estimações e por fim, apresentaremos o estudo do
suporte para as classes de distribuições probabiĺısticas e o algoritmo de expectativa e maximização
(EM), usado nas aplicações para as misturas convexas.
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No quarto caṕıtulo iremos apresentar a Classe Normal
(

tg (π
2
G1), log(1−G2)

)
, logo após fa-

remos o estudo de identificabilidade, e calcularemos as expansões para a função de distribuição
acumulada (fda) e para a fdp. Além disso, mostraremos algumas propriedades de caracterização
da classe e suas respectivas expansões, tais como função de risco, momentos e momentos centrais
de ordem m, função geradora de momentos, função caracteŕıstica, coeficiente geral e os desvios,
médio e quant́ılico. Além das derivadas da função de log-verossimilhança da classe e o estudo do
suporte.

No caṕıtulo cinco traremos uma aplicação teórica da Classe, seguida de uma aplicação em dados
simulados, bem como a um conjunto de dados reais, relacionados à tensão de ruptura de fibras de
carbono (em Gba). Faremos a comparação do modelo proposto com outros modelos já existentes
e às misturas convexas normal-normal (NN) e weibull-weibull (WW), verificando assim, também,
o seu potencial em relação aos demais. No sexto e último caṕıtulo, exibiremos as considerações
finais, baseadas nas análises dos resultados adquiridos, e, adicionalmente, algumas sugestões para
posśıveis pesquisas futuras.
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2 Objetivos

2.1 Objetivo Geral

O presente trabalho tem por objetivo geral desenvolver uma nova classe de distribuições de
probabilidade, dependente de duas funções monótonas de G1 e G2, denominada Classe Normal(

tg (π
2
G1), log(1−G2)

)
.

2.2 Objetivos Espećıficos:

• Estudar estruturas matemáticas da classe, tais como função de risco, momentos e momentos
centrais de ordem m, função geradora de momentos, função caracteŕıstica e o coeficiente
geral;

• Verificar a identificabilidade da classe;

• Realizar as estimativas de máxima verossimilhança;

• Fazer o estudo do Suporte da Classe;

• Aplicar o novo modelo a um conjunto de dados reais comparando os resultados com outros
modelos já existentes verificando assim, também, o seu potencial em relação aos demais.
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3 Revisão de Literatura

3.1 Introdução

Alguns tópicos se fizeram necessários para o desenvolvimento deste trabalho como um todo,
neste sentido, no presente caṕıtulo apresentaremos alguns deles, de modo a revisar conceitos e de-
finições que irão facilitar a compreensão do leitor nos caṕıtulos que sucedem. Assim, discorreremos
sobre modelos probabiĺısticos, modelos de misturas e o método de máxima verossimilhança.

Falaremos dos momento e momentos centrais de ordem m, os momentos ponderados de pro-
babilidade e a função caracteŕıstica. Além dos critérios para selecionar modelos e os testes de
Anderson-Darling e Cramér Von Mises e o método de Monte Carlo. Apresentaremos o suporte
para as classes de distribuições probabiĺısticas, algumas classes de distribuiçoes generalizadas e por
fim, o algoritmo EM.

3.2 Modelos Probabiĺısticos

Um modelo probabiĺıstico é uma expressão matemática que descreve fenômenos tanto naturais
quanto sociais, permitindo, assim, realizar previsões e fazer interpretações a respeito dos mesmos
com um considerável ńıvel de confiabilidade. Estes podem ser utilizados nas mais variadas áreas
do conhecimento. A seguir, será apresentado brevemente, alguns dos principais modelos.

3.2.1 Modelo Normal

O modelo normal (N), também chamado de modelo gaussiano, foi primeiro introduzido por
Abraham de Moivre (1667-1754), um matemético francês, num artigo reimpresso na segunda
edição do seu livro “A doutrina do acaso” de 1738. Mais tarde seus resultados foram estendidos
pelo francês Pierre Simon de Laplace(1748-1827) em seu livro “Teoria Anaĺıtica da Probabilidade”
de 1812, num resultado que hoje é conhecido como Teorema de Moivre-Laplace. De forma in-
dependente os matemáticos alemães Robert Adrian (1775-1843) em 1808 e Carl Friedrich Gauss
(1777-1855) em 1809 desenvolveram a equação da distribuição e mostraram que ela modelava bas-
tante bem os erros de observações astronômicas.

Ele é um dos mais importantes entre os modelos probabiĺısticos cont́ınuos (SOUZA e POPOVIC
et al., 2017), posto que vários dos fenômenos naturais apresentam sua distribuição de probabili-
dade tão proximamente normal, que ela se ajusta como se fosse.

Seu grande destaque na área de estat́ıstica se deve ao Teorema do Limite Central, pois ele
garante que o comportamento probabiĺıstico de vários estimadores possa ser descrito com boa
aproximação pela distribuição normal. Além disso, muitas variáveis encontradas na natureza ten-
dem a apresentar comportamento normal (BITTENCOURT, 2006), a medida que o número de
dados aumente, como consequência deste teorema.

A sua fdp é dada por (JOHNSON et al., 1995):

f(x) =
1√

2πσ2
e−

1
2σ2 (x−µ)2

,
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em que µ se refere a média das observações na série de dados e σ2 a variância. Seu gráfico é
representado pela Figura 1 a seguir.

Figura 1: Função densidade de probabilidade da distribuição Normal

Note que a curva tem forma de ”sino”, e a medida que aumentamos o valor de µ, acontece o
achatamento da curva. Além disso, quando µ = 0 e σ2 = 1 ela é chamada de distribuição normal
padrão.

Sua fda é representada por

F (X) =
1√

2πσ2

∫ x

−∞
e−

1
2σ2 (x−µ)2

dx,

para todo x ∈ R.

3.2.2 Modelo Weibull

Proposto por Waladdi Weibull (1954), o modelo probabiĺıstico Weibull (W) é comumente usado
para modelar o tempo de vida médio e a taxa de falha em função do tempo da população analisada.
Uma das suas caracteŕısticas mais significativas é que ele assume várias formas, todas com uma
propriedade básica, sua função taxa de falha é monótona. Isto é, ela pode ser crescente, decrescente
ou constante.

Sua fdp é dada por (JOHNSON et al., 1995):

f(x) =
α

βα
xα−1e−( xβ )

α

,
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em que x ≥ 0 e α,β > 0 são os parâmetros de forma e de escala, respectivamente.

O gráfico é representado pela Figura 2 a seguir.

Figura 2: Função densidade de probabilidade da distribuição Weibull

Observe que a medida que variamos os valores para α e β percebemos as diversas formas que
ela pode assumir.

Sua fda é representada por

F (x) = 1− e−( xβ )
α

.

A distribuição Weibull não tem uma forma fechada para a função geradora de momentos,
entretanto, é posśıvel encontrá-la fazendo

MX(t) = E(Xk) = βkΓ

(
1 +

k

α

)
,

em que Γ(·) é a função gama, e pode ser definida da seguinte forma Γ(α) = (α− 1)!.

Sua média e variância podem ser expressas como

E(X) = βΓ

(
1 +

1

α

)
e

V ar(X) = β2

(
1 +

2

α

)
−
[
βΓ

(
1 +

1

α

)]2

.
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3.2.3 Modelo Gama

Geralmente utilizado em estudos de sobrevivência e confiabilidade, o modelo gama (Ga) é um
dos modelos probabiĺısticos cont́ınuos mais gerais quando comparado aos demais. Sua fdp é dada
por (JOHNSON et al., 1995):

f(x) =
βαxα−1e−βx

Γ(α)
,

em que x ≥ 0, α > 0 é o parâmetro de forma e β > 0 é o parâmetro de escala.

O gráfico é representado pela Figura 3 a seguir.

Figura 3: Função densidade de probabilidade da distribuição gama

O parâmetro α indica o formato geral da curva. Assim, analisando a Figura 3, é posśıvel notar
que quanto maior o valor de α, mais a distribuição tende a se aproximar da normal. Além disso,
quando α = 1, ela se transforma numa distribuição exponencial, e quando α = n

2
e β = 1 ela define

a distribuição qui-quadrado.

A expressão da fda é representada por

F (x) =
γ(α,βx)

Γ(α)
,

em que γ(α,βx) é a função gama incompleta inferior.

A sua função geradora de momentos é dada por:

MX(t) =

(
β

β − t

)α
.

17



A sua média por:

E(X) =
α

β
,

e a variância é definida como:

V ar(X) =
α

β2
.

3.2.4 Modelo Gama Inversa

A distribuição gama inversa (GaI) é usada, especialmente, na estat́ıstica Bayesiana, onde ela
surge como a distribuição marginal posterior para a variância desconhecida de uma distribuição
normal (WITKOVSKY, 2001). Sua fdp é dada por:

f(x) =
βα

Γ(α)

(
1

x

)α+1

e
−β
x ,

com x > 0. com parâmetro de forma > 0 e parâmetro de escala β > 0 .Seu gráfico é representado
na Figura 4 a seguir.

Figura 4: Função densidade de probabilidade da distribuição Gama Inversa

Perceba o achatamento da curva a medida que se aproxima de zero.

Sua fda é representada por

F (x) =
Γ
(
α,β

x

)
Γ(α)

.
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A distribuição gama inversa não possui função geradora de momentos. A sua média é dada
por:

E(X) =
β

α− 1
,

para α > 1, e a sua variância pela expressão a seguir:

V ar(X) =
β2

(α− 1)2(α− 2)
.

3.2.5 Modelo Gompertz

Apresentada po Benjamin Gompertz (1825), a distribuição de Gompertz (Go) é uma distri-
buição de probabilidade cont́ınua. De acordo com Mazzini et al. (2005), a distribuição de Gompertz
foi usada, inicialmente, para descrever a taxa de mortalidade de uma população. No entanto, poste-
riormente, sua aplicação em modelos sigmodais foi sugerida por Duarte, em 1975 (MENDES, 2011).

Sua fdp é dada por (JOHNSON et al., 1995):

f(x) = θeλxe−
θ
λ(eλx−1),

em que x ≥ 0, θ > 0 é o parâmetro de escala e λ > 1 é o parâmetro de forma.

O seu gráfico é representado pela Figura 5 a seguir.

Figura 5: Função densidade de probabilidade da distribuição de Gompertz
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Note que quanto menor o valor de θ, mais achatada será a curva, isto é, maior o coeficiente de
curtose.

E a sua fda é definida pela seguinte expressão:

F (x) = 1− e−
θ
λ(eλx−1).

A sua função geradora de momentos é obtida fazendo:

MX(t) = λeσEt/θ(λ),

em que,

Et/θ(λ) =

∫ ∞
1

e−λvv−t/θdv,

com t > 0.

E a sua média é dada por

E(X) =
1

θ
eλEi(−λ),

em que

Ei(z) =

∫ ∞
z

ev

v
dv.

3.3 Modelos de misturas

Um modelo estat́ıstico permite descrever conjuntos de dados em termos de suas caracteŕısticas.
No entanto, estes dados podem pertencer a uma população composta de subpopulações, fazendo
da modelagem um processo difićıl, Neste sentido, pode-se utilizar várias distribuições de probabi-
lidade, em que cada uma descreve o comportamento de cada subpopulação. Estas distribuições,
geralmente, fazem parte de uma única famı́lia, formando assim, o modelo de misturas de distri-
buições.

McLachlan e Peel (2004) definem mistura de distribuições para uma variável aleatória X como

f(x; p,θ) =
K∑
k=1

pkfk(xk; θk),

em que fk(xk; θk) é a função densidade do k-ésimo componente da mistura, θk são os parâmetros
da k-ésima componente, pk > 0 a proporção de cada componente com restrição

∑K
k=1 pk = 1,

0 ≤ pk ≤ 1, para k = 1,...,K e K a quantidade de componentes do modelo.

Pearson (1894) foi o precursor da mistura NN, ou gaussianas, como também são conhecidas.
Desde então, estas ocupam um lugar de destaque no estudo de misturas, devido a importância
dessa distribuição dentro da estat́ıstica. Além disso, a mistura WW também é bastante utilizada,
posto que esta generaliza as misturas de exponenciais, conforme referido em Everitt e Hand (1981).
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3.4 Método de máxima verossimilhança

O Estimador de Máxima Verossimilhança (EMV) é um método para estimar os parâmetros de
um modelo utilizando as estimativas que tornam máximo o valor da função de verossimilhança.
Sendo apresentado nas linhas seguir.

Seja X = (X1,...,Xn) uma amostra aleatória de tamanho n da variável aleatória X com fdp
dada por f(x|θ), θ ∈ Θ, em que Θ é o espaço paramétrico. A função de verossimilhança de θ
correspondente à amostra aleatória observada x = (x1,...,xn) é dada por (CASELLA & BERGER,
2002):

L(θ;x) =
n∏
i=1

f(xi|θ),

em que θ ∈ Θ.

Perceba que a função de verossimilhança é a fdp conjunta de X avaliada na amostra observada
x, vista como função do parâmetro θ.

Os estimadores de máxima verossimilhança (EMV) são os valores de θ que maximizam L(θ;x).
Em geral, o logaritmo da função de verossimilhança `(θ;x) = log(L(θ;x)), denominado função de
log-verossimilhança, é usado com esse objetivo. Então, como a função logaritmo é monótona cres-
cente, maximizar `(θ;x) ou log(L(θ;x)) em Θ são atividades equivalentes.

Portanto, a função de log-verossimilhança, é dada por:

log(L(θ;x)) =
n∑
i=1

log(f(xi|θ)).

3.5 Momentos e momentos centrais de ordem m

Para que uma variável aleatória seja completamente descrita, é preciso que se conheça a sua
função de distribuição. Para isto, a depender da complexidade do problema ou da falta de in-
formações a respeito do mesmo, se faz necessário uma descrição parcial através de indicadores
capazes de caracterizar os principais aspectos da distribuição da variável. Esses indicadores são os
chamados momentos.

O m-ésimo momento ou momento de ordem m de uma variável aleatória X cuja função densi-
dade é dada por f , é definido por (CASELLA BERGER, 2002):

µm = E[Xm] =

∫ ∞
−∞

xmf(x)dx,

em que E indica a operação de valor esperado.

Além disso, para cada número inteiro m, o momento central de ordem m de uma variável
aleatória X, é definido como (CASELLA BERGER, 2002):

µm = E [X − E(X)]m .
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3.6 Momentos Ponderados de Probabilidade

Apresentado por Greenwood et al. (1979), os Momentos Ponderados de Probabilidade (MPP)
são uma generalização dos momentos habituais para as distribuições de probabilidade. Os MPP
são uma alternativa para realizar estimações quando não é posśıvel através dos métodos dos mo-
mentos e da máxima verossimilhança.

Os MPP são definidos por (GREENWOOD et al., 1979):

τi,j,k = E
{
X i[F (x)]j[1− F (x)]K

}
=

∫ 1

0

Q[F (x)]iF (x)j[1− F (x)]kdF (x),

em que i, j, k ∈ R e Q(·) representa a função quant́ılica de F (·).

Perceba que fazendo j = k = 0 e i um inteiro não negativo, τi,0,0 é a generalização dos momentos
usuais. Portanto, se τi,0,0 for finito, τi,j,k é bem definido para todo i, j, k ∈ R. A vantagem de
calcular os momentos em termos dos MPP é que a maioria das distribuições, ou pelo menos as
principais delas, já tem esse resultado definido na literatura (GAUSS; NADARAJAH, 2011).

3.7 Função geradora de momentos

A função geradora de momentos (fgm) possui esse nome pois, a partir dela, pode-se encontrar
todos os momentos da variável aleatória X, quando estes existem. Para isto, a função precisa estar
definida em uma vizinhança do ponto zero, pois os momentos serão obtidos através de sucessivas
diferenciações aplicadas em zero. Neste sentido, seja X uma variável aleatória, sua fgm é definida
como (CASELLA & BERGER, 2002):

MX(t) = E(etX),

desde que E(etX) exista em algum intervalo do tipo (−a,a) para algum número real a > 0.

Como E(etX) está definido para t ∈ (−a,a) para algum h ∈ R, tem-se que

M
(n)
X (t) =

dn

dtn
E
(
etX
)

= E
(
dn

dtn
etX
)

= E
(
XnetX

)
.

Além disso, considerando X uma variável aleatória cont́ınua, sua fgm, MX(t) é obtida fazendo-
se (CASELLA & BERGER, 2002):

MX(t) = E(etX) =

∫ ∞
−∞

etxf(x)dx,

em que f(x) é a fdp de X.

3.8 Função caracteŕıstica

Também chamada de transformada de Fourier, a função caracteŕıstica, tem aplicações nas mais
diversas áreas do conhecimento cient́ıfico, como por exemplo, no processamento de sinais e ima-
gens, na f́ısica quântica, entre outros. Neste sentido é um operador relevante dentro da área de
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probabilidade.

Assim, seja X uma variável aleatória, então a sua função caracteŕıstica é uma função R → C
definida por (CASELLA BERGER, 2002):

ϕ(t) = ϕX(t) = E(eitX) =

∫
R

e(itx)dFX(x),

em que

E(eitX) = E(cos(tX)) + i E( sen (tX)),

com t ∈ R.

3.9 Critérios para selecionar modelos

A escolha do modelo apropriado, do ponto de vista estat́ıstico, é fundamental na análise de
dados (BOZDANGAN, 1987). Busca-se o modelo mais parcimonioso, isto é, o modelo que melhor
explique o comportamento do fenômeno estudado. Neste sentido, muitos procedimentos comuns
na literatura podem ser utilizados para seleção de modelos. Estes devem levar em consideração a
complexidade do modelo no critério de seleção.

O EMV se torna assintoticamente eficiente e a função de verossimilhança tende a ser um
critério com maior sensibilidade a pequenos desvios dos parâmetros, caso o tamanho da amostra
seja grande e as condições de regularidade forem mantidas. Assim, dentre os modelos a serem se-
lecionados, aquele que obtiver o menor valor, em qualquer um dos critérios apresentados a seguir,
será indicado como o que melhor se ajustará aos dados.

Na literatura há uma divisão de pensamentos quanto ao uso de medidas de bondade de ajustes.
Alguns autores como Cox (1962), acreditam que estes critérios não são indicados para modelos
não encaixados, isto é, modelos que não podem ser obtidos de outro por meio de restrições sobre
os parâmetros que os indexam. No entanto, outros, como Pinheiro e Bates (2000), acreditam
que também seja válida a comparação usando esses critérios. Em vista disso, resolvemos, neste
trabalho, usar todas as medidas de bondade de ajuste, assim como as estat́ısticas de Anderson-
Darling (A*) e Cramér Von Mises (W*).

3.9.1 Critério de informação de Akaike

Akaike (1974) propôs utilizar a informação de Kullback-Leibler para a seleção de modelos.
Ele estabeleceu uma relação entre a máxima verossimilhança e a informação de Kullback-Leibler
desenvolvendo então um critério para estimar a informação de KullbackLeibler, posteriormente
chamado Critério de Informação de Akaike (AIC).

Considerando uma amostra aleatória X1,...,Xn de tamanho n e o vetor de parâmetros θ̂, a
estat́ıstica AIC pode ser calculada por:

AIC = −2 log(L(θ̂)) + 2(p),

em que log(L(θ̂)) é a função de log-verossimilhança e p é o número de parâmetros a serem estimados.
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3.9.2 Critério de informação de Akaike corrigido

O critério de informação de Akaike corrigido (AICc) foi proposto por Liang e Zou (2008). De
acordo com este, se X1,...,Xn é uma amostra aleatória de tamanho n e o vetor de parâmetros θ̂,
então a estat́ıstica AICc é dada por :

AICc = AIC +
2(p+ 2)(p+ 3)

n− p− 3
,

em que p é o número de parâmetros a serem estimados e n é o número de observações da amostra.

3.9.3 Critério de informação bayesiano

O critério de informação bayesiano (BIC) foi proposto por Schwarz (1978). É um procedimento
de avaliação de modelos definido em termos da probabilidade a posteriori, e é conhecido também
como critério de Schwarz, posto que Schwarz forneceu um argumento bayesiano para prová-lo.

Dada uma amostra aleatória X1,...,Xn de tamanho n e o vetor de parâmetros θ̂, então a
estat́ıstica BIC é obtida através da expressão

BIC = −2 log(L(θ̂)) + p log n,

em que em que log(L(θ̂)) é a função de log-verossimilhança, p é o número de parâmetros e n é o
número de observações da amostra.

3.9.4 Critério de informação de Hannan-Quinn

Proposto por Hannan e Quinn (1979), o critério de informação de Hannan-Quinn (HQIC) é
um critério de seleção de modelos alternativo ao AIC e BIC. É definido como:

HQIC = −2p log(log n)− 2 log(L(θ̂)),

em que log(L(θ̂)), p e n são respectivamente a função de log-verossimilhança, o número de
parâmetros e o número de observações da amostra.

Este critério tem pouco uso prático pois, a maioria dos conjuntos de dados tem poucas ob-
servações. Assim como os critérios anteriores, a seleção do modelo é através da comparação do
HQIC de todos os modelos posśıveis, selecionando o de menor valor (BURNHAM; ANDERSON,
2002).

3.10 Testes de Anderson-Darling e Cramér Von Mises

Seja x = (x1,...,xn) uma amostra aleatória observada da função de distribuição FX . A função
de distribuição associada a X∗ que atribui uma mesma probabilidade aos valores da variável,

P [X∗ = xi] =
1

n
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é dita função de distribuição emṕırica, e é denotada por Fn.

Dito isto, outros dois critérios para selecionar modelos são as modificações das estat́ısticas
de Cramér Von Mises (W*) e Anderson-Darling (A*). Estes, são testes baseados na função de
distribuição emṕırica dos dados, e apresentam vantagens sobre o teste de aderência qui-quadrado,
incluindo maior poder e invariância em relação aos pontos médios dos intervalos escolhidos (CHEN;
BALAKRISHNAN, 1995). Quanto menor for as estat́ısticas (W*) e (A*), melhor será o ajuste dos
dados.

3.10.1 Teste de Anderson-Darling

Proposto por Anderson e Darling (1952), e posteriormente, modificado por Chen e Balakrish-
nan (1995), o teste de Anderson-Darling modificado é mais utilizado quando o tamanho da amostra
não é superior a 25.

Considere δi = F (x(i); θ) uma fda, com x(i) em ordem crescente. Faça y(i) = Φ−1(δi) em que Φ
representa a distribuição acumulada da normal padrão.

Seja p(i) = Φ
(

[y(i)−ȳ]

Sy

)
, em que ȳ é a média e Sy, o desvio padrão dos y(i).

Assim, a expressão da estat́ıstica de teste é dada por:

A2 = −n− 1

n

n∑
i=1

[
(2i− 1) log(p(i) + (2n+ 12i) log(1− p(i)

]
em que as quantidades p(i) são percentis ordenados da distribuição normal padrão. A estat́ıstica
de Anderson-Darling é calculada fazendo A∗ = A2(1 + 0,75

n
+ 2,25

n2 ).

3.10.2 Teste de Cramér Von Mises

O teste de Cramér Von Mises foi proposto por Darling (1957). A modificação desta estat́ıstica
de teste, proposta por Chen e Balakrish-nan (1995), tem a seguinte expressão

W 2 =
1

12n
+

n∑
i=1

(
p(i) −

2i− 1

2n

)2

,

em que p(i) é definido de modo analógo a seção anterior. Assim, a estat́ıstica de Cramér Von Mises
é dada por W ∗ = W 2(1 + 0,5

n
).

3.11 Método de Monte Carlo

Lustosa et al. (2010) definem que “o Método de Monte Carlo, consiste numa técnica que uti-
liza a geração de números aleatórios para atribuir valores às variáveis do sistema que se deseja
investigar.” Isto é, repetindo sucessivas simulações um elevado número de vezes, para que se possa
calcular as probabilidades que estão sendo estudadas.
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Assim, suponha que se quer estimar θ, o valor esperado de alguma variável aleatória X é
θ = E(X), além disso, suponha que possam ser gerados valores de variáveis aleatórias indepen-
dentes com a mesma distribuição de probabilidade de X. Cada vez que for gerado um novo valor,
diz-se que uma simulação foi conclúıda. Suponha que vão ser realizadas n simulações, assim, serão
gerados X1,X2,...,Xn.

Se X̄ = 1
n

n∑
i=1

Xi for sua média, então pela lei forte dos grandes números, será usado como um

estimador para θ. Seu valor esperado e sua variância são dados a seguir.

Para o valor esperado tem-se

E(X) =
1

n

n∑
i=1

E(Xi) = θ.

Agora, fazendo σ2 = V ar(X), tem-se

V ar(X̄) =
σ2

n
.

Além disso, decorre do Teorema Central do Limite que, para n grande, X̄ terá uma distribuição
normal aproximada. Assim, se σ√

n
é pequeno, então X̄ tende a estar próximo de θ e, quando n for

grande, X̄ será um bom estimador para θ.

3.12 Suporte para as classes de distribuições probabiĺısticas

Neste tópico comentaremos sobre o suporte da classe, estudo apresentado em Brito et al. (2019)
e Brito (2014), para as classes e as distribuições originadas pelo método gerador por eles proposto.

Por definição de suporte de distribuição de probabilidade, tem-se que para qualquer distribuição
F , o seu suporte, SF é dado por:

SF = {x ∈ R : F (x)− F (x− ε) > 0,∀ε > 0} .

Sabe-se que

FG1,. . . ,Gm(x) =

∫ `1(G1,. . . ,Gm)

µ1(G1,. . . ,Gm)

φ(t)dt, −∞ < t < +∞.

Considerando o Teorema 3.4 (BRITO, 2014, p. 60) que mostra condições em que SHG1,. . . ,Gm
=

Um
j=1SGj , temos que

1. SF for um conjunto convexo;
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2. (a) µn(1, ..., 1) = sup {x ∈ R : F (x) < 1} ,`1(1, ..., 1) = inf {x ∈ R : F (x) > 0} ;
U(·)(x) > 0,∀x ∈ R, e µj(·)(x) ou `j(·)(x), para algum j = 1,2,. . . ,n, forem, estrita-
mente monotônicas ou vn(0, ..., 0) = sup {x ∈ R : ϕ < 1} ;

(b) m1(0, ..., 0) = inf {x ∈ R :∈ R : ϕ > 0} ,ϑ(·)(x) > 0,∀x ∈ R, e vj(·)(x) ou mj(·)(x),
para algum j = 1,2,. . . ,n, forem estritamente monotônicas ;

então SFG1,...,Gm
= Um

j=1SG . Isto é, o suporte da nova distribuição é a união dos suportes das
distribuições-base.

3.13 Classes de distribuições generalizadas

Os estudos em busca de novos geradores ou classes de distribuições generalizadas têm aumen-
tado significativamente nos últimos anos. A forma generalizada de uma distribuição flexibiliza, de
maneira razoável, a modelagem de dados que apresentam assimetria. Isto se deve a capacidade
que essas distribuições possuem de englobar um grande número de submodelos.

Neste sentido, será apresentado a seguir, algumas das principais distribuições generalizadas já
existentes.

3.13.1 Classes de distribuição exponencializada

A classe exponencializada passou a existir quando Gompertz (1825), elevou a função de distri-
buição acumulada da exponencial a um expoente α > 0. Isto é,

F (x) = (1− eλx)α,

para x > 0, λ > 0 e α > 0 são parâmetros de forma.

Para definir a distribuição exponencializada generalizada, tem-se que:

Seja G(x) uma distribuição-base arbitrária, diz-se que X ∼ Exp − G(α), com α > 0, se a fda
e a fdp de X são, respectivamente

Gα(x) = Gα(x)

e

gα(x) = αg(x)Gα−1(x),

em que g(x) = dG(x)
dx

.

3.13.2 Classe de distribuição Beta Generalizada

Eugene, Leeet al. (2002) foram os propulsores dos estudos sobre a generalização da classe de
distribuição Beta, a Beta-G (beta tipo 1). Eles definiram a distribuição beta-normal inserindo a
acumulada da normal no limite superior da integral da distribuição clássica da beta. Obtendo,
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desta feita, uma distribuição mais vantajosa que a normal.

Assim, dado uma variável aleatória cont́ınua X com fda G(x), define-se a classe Beta-G como:

F (x) =
1

B(a,b)

∫ G(x)

0

tα−1(1− t)b−1dt,

em que a > 0 e b > 0 são parâmetros de forma e B(a,b) =
∫ 1

0
xa−1(1− x)b−1dx é a função beta.

3.13.3 Classe de distribuição McDonald

McDonald (1984) apresentou duas distribuições da Beta-G, a Beta Generalizada do tipo 1 e a
Beta Generalizada do tipo 2. Posteriormente, Alexander et al. (2012) trocou o limite superior da
integral na equação da beta generalizada (tipo 1), por Gc(x), em que c > 0 é o terceiro parâmetro
adicional de forma. A partir dáı, definiram uma nova classe de distribuição, denominada beta-
gerada generalizada ou McDonald-G (Mc-G) cuja fda é dada por

F (x) = IGc(x)(a,b) =
1

B(a,b)

∫ Gc(x)

0

tα−1(1− t)b−1dt,

e a fdp correspondente definida como

f(x) = F ′(x) =
c

B(a,b)
g(x)Gac−1(x) [1−Gc(x)]b−1 x > 0,

em que a,b,c > 0 são parâmetros que definem a forma da distribuição.

3.13.4 Classes de Distribuições Kumaraswamy

Proposta por Cordeiro e de Castro (2011), a classe de distribuição Kumaraswamy generalizada
(Kw-G), tem por base a distribuição Kumaraswamy (Kw), apresentada por Kumaraswamy (1980).
Sua fda é dada por:

F (x) = 1− [1−G(x)α]β ,

em que α > 0 e β > 0, são os parâmetros de forma.

Sua fdp é dada por:

f(x) = αβg(x)G(x)α−1 [1−G(x)α]β−1 .

Quando α = β = 1 tem-se a densidade da distribuição-base.

3.13.5 Classes de distribuições da Gama-G generalizada

A famı́lia gama-generalizada de distribuições foi introduzida por Zografos e Balakrishnan
(2009). Sua fda (para x ∈ R) é definida por:

F (x) =
1

Γ(δ)

∫ −log[S(x)]

0

tδ−1e−tdt,

em que S(x) = 1−G(x) é a função de sobrevivência da distribuição-base e Γ(δ) =
∫∞

0
xδ−1ee−xdx

é a função gama.
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3.14 Algoritmo EM

Apresentado por Dempster et al. (1977) o algoritmo de expectativa e maximização, ou sim-
plesmente, algoritmo EM é um método iterativo usado para estimar parâmetros em modelos es-
tat́ısticos, quando este depende de variáveis não observadas (variáveis latentes). A iteração EM
alterna entre executar uma etapa de expectativa (E), e uma de maximização (M). A etapa de ex-
pectativa cria uma função para a expectativa da verossimilhança logaŕıtmica usando a estimativa
atual para os parâmetros. A etapa de maximização (M), calcula parâmetros para maximizar a
verossimilhança logaŕıtmica encontrada na etapa E. Essas estimativas de parâmetro são usadas
para determinar a distribuição das variáveis latentes na próxima etapa E, e o algoritmo se repete
várias vezes (por isso é chamado iterativo).

3.14.1 Descrição do EM

Dados o modelo estat́ıstico que gera um conjunto X dos dados observados, um conjunto de da-
dos não observados Z, um vetor de parâmetros desconhecidos θ, e uma função de verossimilhança
L(θ;x).

Os dados gerados de Y = (X,Z) são chamados dados completos. Se Z é latente, ele pode ser
visto como tendo sido removido do Y completo por meio da aplicação de uma função X = M(Y ).
Sejam fX(x|θ) e fY (y|θ) as densidades dos dados observados e os dados completos, respectiva-
mente, a densidade condicional dos dados faltantes dado os dados observados é dada por:

fZ|X(z|x,θ) =
fY (y|θ)

fX(x|θ)
.

O algoritmo EM visa, iterativamente, maximizar L(θ;x) com respeito a θ. Assim, seja θ(t)

a estimativa de máximo na iteração t, para t = 0,1,..., e Q(θ|θ(t)) a esperança da função de
log-verossimilhança para dados completos, condicional aos dados observados X = x, definida por:

Q(θ|θ(t)) = E
[
logL(θ;Y )|x,θ(t)

]
=

∫
log fY (y|θ)fZ|X(z|x,θ(t))dz.

O algoritmo é inicializado com θ(0) e alterna entre passos de esperança e maximização. Por-
tanto, pode ser descrito como:

1. Iniciar θ(0) e fazer t = 0;

2. Passo E: Calcular Q(θ|θ(t));

3. Passo M: Obter θ(t+1) ao maximizar Q(θ|θ(t)) com respeito a θ e fazer t = t+ 1;

4. Repetir passos E e M até obter convergência para a sequência de estimativas θ(t), segundo
algum critério de parada pré-definido.
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4 Classe Normal
(

tg (π2G1), log(1− G2)
)

4.1 Introdução

O avanço presente nos métodos de análise de dados, aponta a necessidade de distribuições pro-
babiĺısticas mais senśıveis a massa de dados, isto é, que descrevam o mais fiel posśıvel o comporta-
mento do fenômeno estudado. Por conseguinte, a proposta de novas distribuições de probabilidade
tem sido um tema de pesquisa considerado por diversos autores motivados a propor distribuições
que tenham mais flexibilidade e que, portanto, se ajustem a uma variedade maior de dados.

Assim, tendo em vista a grande quantidade de fenômenos que podem ser descritos por novas
distribuições de probabilidade, o respectivo trabalho tem como objetivo propor uma generalização
da classe normal, a Classe Normal

(
tg (π

2
G1), log(1−G2)

)
, em que G1 e G2 são suas distribuições-

base, as quais podem ser cont́ınuas ou não.

4.2 Obtenção da Classe Normal
(

tg (π2G1), log(1−G2)
)

A generalização aqui proposta, é uma aplicação do método gerador de distribuições e classes
de distribuições probabiĺısticas apresentado por Brito et al. (2019) e Brito (2014). Este método é
um teorema com sete corolários, que amplia o processo de construções de distribuições de proba-
bilidades, permitindo que as classes de distribuições sejam constrúıdas partindo de distribuições
conhecidas e funções monotônicas univariadas pré-definidas.

A partir do funcional construtor

FG1,...,Gm(x) =

∫ µ1(·)(x)

`1(·)(x)

dF (t),

em que µ1(·)(x) = tg (π
2
G1(x)) e `1(·)(x) = log(1 − G2(x)) determinar-se-á a nova classe de

distribuição Normal Generalizada.

4.2.1 Modelo funcional da classe

Considerando as funções monotônicas µ1(G1,G2,...,Gm)(x) = tg (π
2
G1(x)), `1(G1,G2,...,Gm)(x) =

log(1−G2(x)) e a fdp da normal padrão, e fazendo uso do método gerador de distribuições e classes
de distribuições probabiĺısticas mencionado anteriormente, tem-se que para quaisquer distribuições-
base, G1, G2 a fda da classe será dada por:

HG1,G2 (x) =

∫ tg (π2 G1(x))

log(1−G2(x))

1√
2π

e−
t2

2 dt. (1)

Uma vez que, Φ (x) =

∫ x

−∞
φ(t)dt e φ (t) = 1√

2π
e−

z2

2 , pode-se escrever a Equação (1) como

HG1,G2(x) = Φ
[

tg
(π

2
G1(x)

)]
− Φ [log (1−G2(x))] . (2)
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Fazendo referência à nomenclatura estabelecida em (BRITO, 2014, p. 64), esta nova classe
será denominada como Classe Normal

(
tg (π

2
G1), log(1−G2)

)
. As funções tg (π

2
G1) e log(1−G2)

nesta denominação fazem alusão, respectivamente, aos limites superior e inferior da Equação (1).

Além disso, sejam g1(x) e g2(x) as fdp’s de G1(x) e G2(x), nessa ordem, então a fdp de HG1,G2

é dada por:

hG1,G2(x) = H ′G1,G2
(x) = Φ′

[
tg
(π

2
G1(x)

)]
− Φ′ [log (1−G2(x))]

=
π

2
g1(x) sec2

(π
2

G1(x)
)
φ
[

tg
(π

2
G1(x)

)]
+

g2(x)

1−G2(x)
φ [log (1−G2(x))] . (3)

Utiliza-se a normal padrão no integrando da acumulada geradora definida na Equação (1), em
virtude de ganhos de parcimônia. Além disso, quando G1 = G2 na acumulada (1) recáımos em
um gerador completamente novo. Para registro, neste trabalho, considera-se o caso em que ambas
distribuições-base são cont́ınuas, embora o gerador proposto, como já mencionado, também possa
contemplar distribuições-base não cont́ınuas, diferentemente, por exemplo, do que ocorre com o
gerador T-X proposto por Alzaatreh et al. (2013). Vale ressaltar que para cada par de distribuições-
base temos um submodelo novo e, além disso, quaisquer que sejam G1 e G2, HG1,G2 6= HG2,G1 o
que não ocorre para as misturas convexas, fato este que conduz a problemas de identificabilidade.

A partir de agora, a menos que seja dito o contrário, X ∼ Normal
(

tg (π
2
G1), log(1−G2)

)
.

4.2.2 Expansão da função de distribuição acumulada

Com o objetivo de simplificar a expressão definida na Equação (1) e os cálculos que seguirão,
faremos uso de expansões em séries de potência, posto que obter as expressões de forma fechada,
para este trabalho, é inviável.

A fda da normal está relacionada à função erro (erf) da seguinte forma:

Φ (z) =
1

2

[
1 + erf

(
z√
2

)]
, (4)

em que erf (z) = 2√
π

∫ z
0

e
−s2

2 ds. Desde que erf
(

z√
2

)
possa ser representado linearmente por:

erf

(
z√
2

)
=

2√
π

∞∑
n=0

(−1)n
(

z√
2

)2n+1

n! (2n+ 1)

=

√
2

π

∞∑
n=0

(
−1

2

)n
z2n+1

n! (2n+ 1)
. (5)

Substituindo a Equação (5) na Equação (4), obtem-se

Φ (z) =
1

2
+

1√
2π

∞∑
n=0

(
−1

2

)n
z(2n+1)

n! (2n+ 1)
.
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Deste modo, tem-se que

Φ
[

tg
(π

2
G1(x)

)]
=

1

2
+

1√
2π

∞∑
n=0

(
−1

2

)n [ tg
(
π
2
G1(x)

)]2n+1

n! (2n+ 1)
. (6)

Note que,

tg (y) =
∞∑
k=0

(−1)k22k+2(22k+2 − 1)B2k+2

(2k + 2)!
y2k+1, (7)

em que |y| < π
2

e Bp são números de Bernoulli em que B0 = 1 e Bp =

p−1∑
l=0

(
p

l

)
Bl

k − l + 1
. Portanto,

substituindo a Equação (7) em (6), tem-se

Φ
[

tg
(π

2
G1(x)

)]
=

1

2
+

1√
2π

∞∑
n=0

(
−1

2

)n

×

[
∞∑
k=0

(−1)k22k+2(22k+2 − 1)B2k+2

(2k + 2)!

[π
2

G1(x)
]2k+1

]2n+1

n! (2n+ 1)

=
1

2
+

1√
2π

∞∑
n=0

(
−1

2

)n (π
2

)4kn+2k+2n+1

×
[G1(x)]2n+1

[
∞∑

k=0

(−1)k22k+2(22k+2 − 1)B2k+2

(2k + 2)!
[G1(x)]2k

]2n+1

n! (2n+ 1)

=
1

2
+

1√
2π

∞∑
n=0

(
−1

2

)n (π
2

)4kn+2k+2n+1

×
[G1(x)]2n+1

[
∞∑

k=0

(−1)k22k+2(22k+2 − 1)B2k+2

(2k + 2)!
[G1(x)]2

k

]2n+1

n! (2n+ 1)
. (8)

Um resultado conhecido, para uma série de potências elevada a um número inteiro positivo N
é a equação definida por Gradshteyn e Ryzhik (2007), como

[
∞∑
j=0

ajy
j

]N
=
∞∑
k=0

cjy
j,

em que c0 = aN0 e cj = 1
ja0

j∑
s=1

(sN − j+ s)ascj−s, para j ≥ 1 e N ∈ N. Desta forma, a Equação
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(8) pode ser escrita da seguinte forma:

Φ
[

tg
(π

2
G1(x)

)]
=

1

2
+

1√
2π

∞∑
n=0

(−1)nπ4kn+2k+2n+1

24kn+2k+3n+1

[G1(x)]2n+1

∞∑
k=0

ck

{
[G1(x)]2

}k

n! (2n+ 1)

=
1

2
+

1√
2π

∞∑
n=0

(−1)nπ4kn+2k+2n+1[G1(x)]2n+1

∞∑
k=0

ck

{
[G1(x)]2

}k

24kn+2k+3n+1n! (2n+ 1)

=
1

2
+

1√
2π

∞∑
n=0

∞∑
k=0

(−1)nπ4nk+2k+2n+1ck
n! (2n+ 1) 24kn+2k+3n+1

[G1(x)]2n+2k+1 . (9)

em que c0 = a2n+1
0 , ck = 1

ka0

∑k
s=1(s(2n + 1) − k + s)asck−s, a0 = 1 e as = (−1)k22k+2(22k+2−1)B2k+2

(2k+2)!
,

para k ≥ 1 e n ∈ N.

De maneira inteiramente análoga, tem-se que

Φ [log (1−G2(x))] =
1

2
+

1√
2π

∞∑
n=0

(
−1

2

)n
log (1−G2(x))2n+1

n! (2n+ 1)
. (10)

Além disso, a expressão log(1− y) = −
∞∑
j=0

yj+1

j + 1
, para |y| < 1. Logo, a Equação (10) pode ser

escrita como:

Φ [log (1−G2(x))] =
1

2
+

1√
2π

∞∑
n=0

(
−1

2

)n
[
−
∞∑
j=0

[G2(x)]j+1

j + 1

]2n+1

n! (2n+ 1)

=
1

2
+

1√
2π

∞∑
n=0

(−1)3n+1

n! (2n+ 1) 2n

[
∞∑
j=0

[G2(x)]j+1

j + 1

]2n+1

. (11)

Usando mais uma vez o resultado de Gradshteyn e Ryzhik (2007) em que

[
∞∑
k=0

aky
k

]N
=
∞∑
q=0

dky
k,

com d0 = aN0 e dk = 1
ka0

k∑
s=1

(sN − k + s)asdk−s, para k ≥ 1 e N ∈ N, tem-se que a Equação

(11) pode ser expressa como

33



Φ [log (1−G2(x))] =
1

2
+

1√
2π

∞∑
n=0

(−1)3n+1

n! (2n+ 1) 2n
[G2(x)]2n+1

[
∞∑

j=0

[G2(x)]j

j + 1

]

=
1

2
+

1√
2π

∞∑
n=0

(−1)3n+1

n! (2n+ 1) 2n
[G2(x)]2n+1

∞∑
j=0

dj[G2(x)]j

=
1

2
+

1√
2π

∞∑
n=0

(−1)3n+1

n! (2n+ 1) 2n

∞∑
j=0

dj[G2(x)]2n+j+1

=
1

2
+

1√
2π

∞∑
n=0

∞∑
j=0

(−1)3n+1

n! (2n+ 1) 2n
dj[G2(x)]2n+j+1, (12)

em que d0 = 1 e dj = 1
j

j∑
s=1

(2s(n+ 1)− j)asdj−s e as = 1
2s+1

para j ≥ 1 e N ∈ N.

Assim, substituindo as Equações (9) e (12) na Equação (2), escreve-se

HG1,G2(x) =
1

2
+

1√
2π

∞∑
n=0

∞∑
k=0

(−1)nπ4nk+2k+2n+1ck
n! (2n+ 1) 24kn+2k+3n+1

[G1(x)]2n+2k+1

− 1

2
− 1√

2π

∞∑
n=0

∞∑
j=0

(−1)3n+1dj
n! (2n+ 1) 2n

[G2(x)]2n+j+1

=
1√
2π

∞∑
n=0

∞∑
k=0

(−1)nπ4nk+2k+2n+1ck
n! (2n+ 1) 24kn+2k+3n+1

[G1(x)]2n+2k+1

− 1√
2π

∞∑
n=0

∞∑
j=0

(−1)3n+1dj
n! (2n+ 1) 2n

[G2(x)]2n+j+1. (13)

Fazendo-se β1,n,k = (−1)nπ4nk+2k+2n+1ck
n!(2n+1)24kn+2k+3n+1 e β2,n,j =

(−1)3n+1dj
n!(2n+1)2n

, a Equação (13) passa a ser expressa
como:

HG1,G2(x) =
1√
2π

{
∞∑

n,k=0

β1,n,k [G1(x)]2n+2k+1 −
∞∑

n,j=0

β2,n,j[G2(x)]2n+j+1

}
, (14)

que é a expressão equivalente a expansão para a fda da classe, a qual é dada em termos das
distribuições-base exponencializadas, descrita na seção 3.14.1. Isto é justificado pelo fato de que
as G’s exponencializadas foram as primeiras famı́lias propostas, assim, encontramos diversas delas
na literatura, e, consequentemente, suas respectivas propriedades. Nesse sentido, se escrevemos a
nossa proposta em função das G’s exponencializadas, obteremos suas propriedades sem maiores
dificuldades a partir delas.
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4.2.3 Expansão da função densidade de probabilidade

A fdp é uma equação que representa a distribuição de probabilidade de uma variável. Neste
caso, a fdp de X é representada pela Equação (3). Para que sua expansão seja obtida, tome g1(x)
e g2(x) como as fdp’s de G1(x) e G2(x) respectivamente, e considere

g1,2n+2k+1(x) = [2n + 2k + 1]g1(x)[G1(x)]2n+2k e g2,2n+j+1(x) = [2n + j + 1]g2(x)[G2(x)]2n+j.

A fdp da HG1,G2(x), na forma expandida é dada por :

hG1,G2(x) = H ′G1,G2
(x). (15)

Assim, substituindo a Equação (14) na Equação (15), obtem-se

hG1,G2(x) =
1√
2π

∞∑
n=0

∞∑
k=0

β1,n,k(2n+ 2k + 1)g1(x)[G1(x)]2n+2k

− 1√
2π

∞∑
n=0

∞∑
j=0

β2,n,j(2n+ j + 1)g2(x)[G2(x)]2n+j

=
1√
2π

{
∞∑

n,k=0

β1,n,kg1,2n+2k+1(x)−
∞∑

n,j=0

β2,n,jg2,2n+j+1(x)

}
, (16)

que é a forma expandida para a fdp da classe.

4.3 Propriedades de Caracterização da Classe

Nesta seção serão apresentadas algumas propriedades matemáticas de caracterização da classe
proposta.

4.3.1 Função de risco

A função de risco ou taxa de falha descreve a probabilidade instantânea do evento ”sobre-
vivência”ocorrer até um determinado tempo t. Isto é, ela descreve a taxa condicional de ocorrência
do evento dado sobrevivência até o momento imediatamente antes do tempo t.

Sabe-se que

RHG1,G2
(x) =

hG1,G2(x)

1−HG1,G2(x)

. (17)

Substituindo os valores das Equações (14) e (16), a Equação (17) passa a ser dada por

RHG1,G2
(x) =

1√
2π

{
∞∑

n,k=0

β1,n,kg1,2n+2k+1(x)−
∞∑

n,j=0

β2,n,jg2,2n+j+1(x)

}

1− 1√
2π

{
∞∑

n,k=0

β1,n,k [G1(x)]2n+2k+1 −
∞∑

n,j=0

β2,n,j[G2(x)]2n+j+1

} .
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4.3.2 Estudo de identificabilidade

O objetivo desta seção é fazer um estudo de identificabilidade da classe proposta, a fim de
mostrar que a mesma não possui problemas desse tipo. Neste sentido, iremos usar o Teorema 1 do
artigo (em processo de submissão) de Silveira (2021), enunciado a seguir.

Teorema da Identificabilidade para a Classe Normal
(
tg(πG1

2
), ln(1−G2)

)
Sejam G1(x|θ1) e G2(x|θ2) as baselines da Classe Normal

(
tg(πG1

2
), ln(1−G2)

)
definida pela ex-

pressão HG1,G2(x|) = Φ
(
tg
(
π
2
G1(x)

))
− Φ (ln(1−G2(x))) . Além disso, θ1 = (θ11, ..., θ1n) ∈ Θ1,

θ2 = (θ21, ..., θ2m) ∈ Θ2 e θ = (θ11, ..., θ1n,θ21, ..., θ2m) ∈ Θ, em que Θ1,Θ2 e Θ são espaços pa-
ramétricos associados a G1,G2 e HG1,G2, resspectivamente. Se G1 e G2 são identificáveis, então
HG1,G2 é identificável.

Diante desse resultado, propomos a seguinte demonstração:
Tome Φ

(
tg
(
π
2
G1(x|θ1)

))
= Φ

(
tg
(
π
2
G1(x|θ∗1)

))
, em que{θ1,θ

∗
1} ⊂ Θ1 e θ1 6= θ∗1. Como Φ é injetiva,

G1(x|θ1) = G1(x|θ∗1), mas isto é uma contradição, posto que nega a identificabilidade de G1. Deste
modo, se θ1 6= θ∗1, então Φ

(
tg
(
π
2
G1(x|θ1)

))
6= Φ

(
tg
(
π
2
G1(x|θ∗1)

))
.

Analogamente, verificamos isso para θ2, θ
∗
2 ⊂ Θ2. Se θ2 6= θ∗2, então Φ (ln[1−G2(x|θ2)]) 6=

Φ (ln[1−G2(x|θ∗2)]). Agora considere {θ,θ∗} ⊂ Θ e suponha que HG1,G2(x|θ) = HG1,G2(x|θ∗). Se
θ1 = θ∗1 e θ2 6= θ∗2, então podemos inferir da equaçãoHG1,G2(x) = Φ

(
tg
(
π
2
G1(x)

))
−Φ (ln(1−G2(x)))

que G2(x|θ2) = G2(x|θ∗2), a saber, um absurdo. Da mesma forma se θ1 6= θ∗1 e θ2 = θ∗2, chegaremos
a uma contradição semelhante, em que G1(x|θ2) = G1(x|θ∗2). Se θ1 6= θ∗1 e θ2 6= θ∗2 então a suposição
falha desde HG1.G2(x|θ) 6= HG1.G2(x|θ∗) para quase todos os valores de x pertencentes ao suporte.
Logo, podemos concluir que HG1,G2 é identificável. �

4.3.3 Expansão para os momentos de ordem m

Os momentos são muito importantes em estat́ıstica, posto que caracterizam as distribuições
de probabilidade determinando as medidas de tendência central, dispersão, assimetria e curtose
da distribuição. Neste sentido, a seguir será introduzida a expressão dos momentos probabilisti-
camente ponderados e em seguida o desenvolvimento dos cálculos da expansão para os momentos
de ordem m para a Classe Normal

(
tg (π

2
G1), log(1−G2)

)
.

Sabe-se que

µm = E(Xm) =

∫ +∞

−∞
xmdHG1,G2(x). (18)

Logo, substituindo a Equação (14) na Equação (18) tem-se:

µm =

∫ +∞

−∞
xm

1√
2π

∞∑
n=0

∞∑
k=0

β1,n,k(2n+ 2k+)g1(x)[G1(x)]2n+2kdx

−
∫ +∞

−∞
xm

1√
2π

∞∑
n=0

∞∑
j=0

β2,n,j(2n+ j + 1)g2(x)[G2(x)]2n+jdx. (19)
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Fazendo [2n+ 2k+]g1(x)[G1(x)]2n+2kdx = τm,2n+2k,0 e [2n+ j + 1]g2(x)[G2(x)]2n+jdx = τm,2n+j,0,
a Equação (19) passa a ser expressa por:

µm =
1√
2π

∞∑
n,k=0

(2n+ 2k + 1)β1,n,kτm,2n+2k,0 +
1√
2π

∞∑
n,j=0

β2,n,j(2n+ j + 1)τm,2n+j,0, (20)

em que

τm,η,r = E {XmHG1,G2(X)η[1−HG1,G2(X)]r} =

∫ +∞

−∞
xmHG1,G2(x)η[1−HG1,G2(X)]rdHG1,G2(x).

Em particular, tem-se a seguinte expansão para média da Classe Normal
(

tg (π
2
G1), log(1−G2)

)
:

Como µ = µ1, a Equação (20) passa a ser escrita como:

µ =
1√
2π

∞∑
n,k=0

(2n+ 2k + 1)β1,n,kτ1,2n+2k,0 +
1√
2π

∞∑
n,j=0

(2n+ j + 1)β2,n,jτ1,2n+j,0.

4.3.4 Expansão para os momentos centrais de ordem m

Para os momentos centrais de ordem m, tem- se que

µ′m = E[(X − µ)m] =

∫ +∞

−∞
(X − µ)mdH(x),

e

µ′m =
m∑
r=0

(
m
r

)
(−1)r µrµm−r. (21)

Mas,

µm−r =
1√
2π

∞∑
n=0

∞∑
k=0

(2n+ 2k + 1)β1,n,kτm−r,2n+2k,0

− 1√
2π

∞∑
n=0

∞∑
j=0

(2n+ j + 1)β2,n,jτm−r,2n+j,0. (22)

Logo, substituindo a Equação (22) em (21), obtem-se a seguinte expressão:

µ′m =
m∑
r=0

(
m
r

)
(−1)r µr

1√
2π

∞∑
n=0

∞∑
k=0

(2n+ 2k + 1)β1,n,kτm−r,2n+2k,0

−
m∑
r=0

(
m
r

)
(−1)r µr

1√
2π

∞∑
n=0

∞∑
j=0

(2n+ j + 1)β2,n,jτm−r,2n+j,0

=
1√
2π

m∑
r=0

∞∑
n=0

∞∑
k=0

(
m
r

)
(−1)r µr(2n+ 2k + 1)β1,n,kτm−r,2n+2k,0

− 1√
2π

m∑
r=0

∞∑
n=0

∞∑
j=0

(
m
r

)
(−1)r µr(2n+ j + 1)β2,n,jτm−r,2n+j,0. (23)
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Além disso, sejam

δ1,m,r,n,k =

(
m
r

)
(−1)r µr(2n+ 2k + 1)β1,n,k e δ2,m,r,n,j =

(
m
r

)
(−1)r µr(2n+ j + 1)β2,n,j,

a Equação (23) passará a ser escrita como

µ′m =
1√
2π

m∑
r=0

∞∑
n,k=0

δ1,m,r,n,kτm−r,2n+2k,0 −
1√
2π

m∑
r=0

∞∑
n,j=0

δ2,m,r,n,jτm−r,2n+j,0. (24)

Note que se m = 1 a Equação (24) descreve a expansão da variância para a Classe Normal(
tg (π

2
G1), log(1−G2)

)
, que é dada por:

σ2 = µ′2 =
1√
2π

2∑
r=0

∞∑
n,k=0

δ1,2,r,n,kτ2−r,2n+2k,0 −
1√
2π

2∑
r=0

∞∑
n,j=0

δ2,2,r,n,jτ2−r,2n+j,0.

4.3.5 Expansão para a função geradora de momentos e para a função caracteŕıstica

A função geradora de momentos é bastante útil, mas nem sempre existe. Por este motivo,
pode-se recorrer a função caracteŕıstica, que sempre existe. Neste sentido, nas linhas que seguem
será mostrado o desenvolvimento dos cálculos da expansão para a função geradora de momentos e
para a função caracteŕıstica da classe.

Para a função geradora de momentos, seja

MX(t) = E(etX) =

∫ +∞

−∞
etxdHG1,G2(x). (25)

Substituindo a Equação (14) na Equação (25), tem-se que

MX(t) =

∫ +∞

−∞
etx

1√
2π

∞∑
n=0

∞∑
k=0

(2n+ 2k + 1)β1,n,kg1(x)[G1(x))]2n+2kdx

−
∫ +∞

−∞
etx

1√
2π

∞∑
n=0

∞∑
j=0

(2n+ j + 1)β2,n,jg2(x)[G2(x)]2n+jdx

=
1√
2π

∞∑
n=0

∞∑
k=0

(2n+ 2k + 1)β1,n,k

∫ +∞

−∞
etxg1(x)[G1(x)]2n+2kdx

− 1√
2π

∞∑
n=0

∞∑
j=0

(2n+ j + 1)β2,n,j

∫ +∞

−∞
etxg2(x)[G2(x)]2n+jdx. (26)

Mas,

etx =
∞∑
m=0

tmxm

m!
. (27)

Logo, inserindo o valor da Equação (27) na Equação (26), obtem-se
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MX(t) =
1√
2π

∞∑
n=0

∞∑
k=0

(2n+ 2k + 1)β1,n,k

∫ +∞

−∞

∞∑
m=0

tmxm

m!
g1(x)[G1(x)]2n+2kdx

− 1√
2π

∞∑
n=0

∞∑
j=0

(2n+ j + 1)β2,n,j

∫ +∞

−∞

∞∑
m=0

tmxm

m!
g2(x)[G2(x)]2n+jdx

=
1√
2π

∞∑
n=0

∞∑
k=0

∞∑
m=0

(2n+ 2k + 1)β1,n,kt
m

m!

∫ +∞

−∞
xmg1(x)[G1(x)]2n+2kdx

− 1√
2π

∞∑
n=0

∞∑
j=0

∞∑
m=0

(2n+ j + 1)β2,n,jt
m

m!

∫ +∞

−∞
xmg2(x)[G2(x)]2n+jdx. (28)

Fazendo
∫ +∞
−∞ xmg1(x)[G1(x)]2n+2kdx = τm,2n+2k,0 e

∫ +∞
−∞ xmg2(x)[G2(x)]2n+jdx = τm,2n+j,0, a

Equação (28) passa a ser escrita como

MX(t) =
1√
2π


∞∑

k,m,n=0

(2n+ 2k + 1)β1,n,kt
m

m!
τm,2n+2k,0 −

∞∑
j,m,n=0

(2n+ j + 1)β2,n,jt
m

m!
τm,2n+j,0

 ,

que corresponde a forma expandida para a função geradora de momentos.

De maneira inteiramente análoga, seguindo os mesmos passos do cálculo anterior obtem-se a expansão
para a função caracteŕıstica, que é dada por

ϕX(t) =
1√
2π


∞∑

k,m,n=0

(2n+ 2k + 1)β1,n,ki
mtm

m!
τm,2n+2k,0 −

∞∑
j,m,n=0

(2n+ j + 1)β2,n,ji
mtm

m!
τm,2n+j,0

 .

4.3.6 Expansão para o coeficiente geral

O coeficiente geral é uma nova generalização que extende as medidas de assimetria e curtose. Sua
expressão é representada por

Cg(m) =
E[(X − µ)m]√
E[(X − µ)2]m

=
E[(X − µ)m]

σm
=
µ′m
σm

. (29)

Portanto, Substituindo a Equação (24) na Equação (29), tem-se que

Cg(m) =

1√
2π

(∑m
r=0

∑∞
n,k=0 δ1,m,r,n,kτm−r,2n+2k,0 −

∑m
r=0

∑∞
n,j=0 δ2,m,r,n,jτm−r,2n+j,0

)
[

1√
2π

(∑2
r=0

∑∞
n,k=0 δ1,2,r,n,kτ2−r,2n+2k,0 −

∑2
r=0

∑∞
n,j=0 δ2,2,r,n,jτ2−r,2n+j,0

)]m
2

.

Em particular, como Ca = Cg(3) tem-se que a expansão para o coeficiente de assimetria da classe é
dada por:

Ca =

1√
2π

(∑3
r=0

∑∞
n,k=0 δ1,3,r,n,kτ3−r,2n+2k,0 −

∑3
r=0

∑∞
n,j=0 δ2,3,r,n,jτ3−r,2n+j,0

)
[

1√
2π

(∑2
r=0

∑∞
n,k=0 δ1,2,r,n,kτ2−r,2n+2k,0 −

∑2
r=0

∑∞
n,j=0 δ2,2,r,n,jτ2−r,2n+j,0

)] 3
2

.
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De maneira análoga, Cc = Cg(4), assim a expansão para o coeficiente de curtose é expressa como

Cc =

1√
2π

(∑4
r=0

∑∞
n,k=0 δ1,4,r,n,kτ4−r,2n+2k,0 −

∑4
r=0

∑∞
n,j=0 δ2,4,r,n,jτ4−r,2n+j,0

)
[

1√
2π

(∑2
r=0

∑∞
n,k=0 δ1,2,r,n,kτ2−r,2n+2k,0 −

∑2
r=0

∑∞
n,j=0 δ2,2,r,n,jτ2−r,2n+j,0

)]2 .

4.3.7 Expansão para o Desvio Médio e Desvio Quant́ılico

O desvio em relação à média (µ) e o desvio em relação ao quantil (q) são duas estat́ısticas que medem a
dispersão da variável aleatória X. As expansões para os desvios médio e quant́ılico da classe são definidos,
respectivamente, como

d1(X) =

∫ +∞

−∞
|x− µ|dHG1,G2(x)

=

∫ +∞

−∞
|x− µ| 1√

2π


∞∑
n=0

∞∑
k=0

β1,n,kg1,2n+2k+1(x)−
∞∑

n=0

∞∑
j=0

β2,n,jg2,2n+j+1(x)

 ,

e

d2(X) =

∫ +∞

−∞
|x− q|dHG1,G2

=
1√
2π


∞∑
n=0

∞∑
k=0

β1,n,kg1,2n+2k+1(x)−
∞∑

n=0

∞∑
j=0

β2,n,jg2,2n+j+1(x)

 .

As medidas d1(X) e d2(X), expressas em Cordeiro e Lemonte (2012), são encontradas fazendo-se

d1(X) = 2µHG1,G2(µ)− 2J(µ)

= 2µ
1√
2π


∞∑
n=0

∞∑
k=0

β1,n,k [G1(x)]2n+2k+1 −
∞∑
n=0

∞∑
j=0

β2,n,j [G2(x)]2n+j+1

− 2J(µ),

e

d2(X) = 2qJ(q)− q + µ− 2J(q),

em que

J(q) =

∫ α

−∞
xdHG1,G2(x)

=

∫ α

−∞
x

1√
2π


∞∑
n=0

∞∑
k=0

β1,n,kg1,2n+2k+1(x)−
∞∑

n=0

∞∑
j=0

β2,n,jg2,2n+j+1(x)

 .

Quando q = m for a mediana, tem-se

d2(X) = µ− 2J(m).
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4.3.8 Gerenciamento de algumas expressões

A maioria das expressõe vistas são facilmente gerenciáveis posto que encontram-se, definidos na litera-
tura, os MPPs de algumas distribuições de probabilidade (Cordeiro e Nadarajah, 2011). Embora, muitas
vezes, esses MPPs dependam de funções especiais, sua manipulação acaba sendo facilitada a partir de
softwares de linguagem algébrica tais como MAPLE, MATHEMATICA e MATLAB. Por exemplo, para ilus-
tração, os momentos ordinários de X ∼ Normal

(
tg (π2 Be), log(1−Ga)

)
, em que Be e Ga representam as

distribuições Beta e Gama com vetores parâmetricos θ1 = (a, b) e θ2 = (c, d), repectivamente, são dados
pela seguinte expressão,

µm =
1√
2π

∞∑
n,k=0

(2n+ 2k + 1)β1,n,kτm,2n+2k,0 +
1√
2π

∞∑
n,j=0

β2,n,j(2n+ j + 1)τm,2n+j,0

=
1√
2π

∞∑
n,k=0

(2n+ 2k + 1)β1,n,k a
−jB(a,b)−(j+1)B(b,m+ a(2n+ 2k + 1))

× F 1:2
1:1

(
(m+ a(2n+ 2k + 1)) : (1− b,a); . . . ; (1− b,a) : (b+m+ a(2n+ 2k + 1))

: (a+ 1); . . . ; (a+ 1); 1, . . . ,1
)

+
1√
2π

∞∑
n,j=0

β2,n,j(2n+ j + 1) d−mc−2n−j

× Γ(m+ c(2n+ j + 1))

Γ(c)2n+j+1
F

(j)
A (r + c(j + 1); c, . . . ,c; c+ 1, . . . ,c+ 1,− 1, . . . ,− 1).

As funções Kampé de Fériet e Lauricella do tipo A (Exton, 1978; Aarts, 2000) que surgem em µm, são
definidas, respectivamente, pelas seguintes expressões

FA:B
C:D ((a) : (b1); . . . ; (bn); (c) : (d1); . . . ; (dn);x1, . . . ,xn)

=

∞∑
m=1=0

. . .

∞∑
mn=0

((a))m1+...+mn((b1))m1 . . . ((bn))mn
((c))m1+...+mn((d1))m1 . . . ((dn))mn

xm1
1 . . . xmnn
m1! . . .mn!

,

e

F
(n)
A (a; b1, . . . ,bn; c1, . . . ,cn;x1, . . . ,xn) =
∞∑

m1=0

. . .

∞∑
mn=0

(a)m1+...+mn(b1)m1 . . . (bn)mn
(c1)m1 . . . (cn)mn

xm1
1 . . . xmnn
m1! . . .mn!

,

em que a = (a1, . . . ,aA), bi = (bi,1, . . . ,bi,B), c = (c1, . . . ,cC), di = (di,1, . . . ,di,D) para i = 1, . . . ,n e (a)i é
o fatorial ascendente definido (por convenção (a)0 = 1)

(a)i = a(a+ 1) . . . (a+ i− 1),

com

((f))k = ((f1, . . . ,fp))k = (f1)k . . . (fp)k

denotando o produto de fatoriais ascendentes. Portanto, os momentos da Normal
(

tg (π2 Be), log(1−Ga)
)
,

podem ser escritos como uma soma ponderada infinita das funções Kampé de Fériet e Lauricella do tipo
A.
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4.4 Derivadas da função log-verossimilhança em relação aos parâmetros

O método de máxima verossimilhança é um dos métodos mais comuns para estimar parâmetros, graças
às suas propriedades assintóticas como eficiência e consistência. As estimativas são pontos que maximizam
a função de probabilidade sobre o domı́nio do espaço paramétrico. Portanto, como a função logaŕıtmica
está aumentando, realizar a maximização da função de probabilidade de log, além de ser uma tarefa mais
conveniente, também fornece a estimativa de máxima verossimilhança.

Seja X = (X1,...,Xn) uma amostra aleatória completa de tamanho n. Seja também θ1 = (θ11,...,θ1s)
o vetor paramétrico associado a G1(x) = G1(x|θ1), θ2 = (θ21,...,θ2m) o vetor paramétrico associado a
G2(x) = G2(x|θ2) e fG1,G2(x) = fG1,G2(x|θ), em que θ = (θ11,...,θ1s,θ21,...,θ2m), então a função log-
verossimilhança de X pode ser escrita como:

`(θ;X) =
n∑
i=1

{
log
{π

2
g1(xi; θ1) sec2

[π
2

G1(xi; θ1)
]
φ
[π

2
G1(xi; θ1)

]}
+

g2(xi; θ2)

1−G2(xi; θ2)
φ {log[1−G2(xi; θ2)]}

}
.

As estimativas de máxima verossimilhança para θ também podem ser obtidas resolvendo-se o sis-
tema U(θ;X) = os+m, em que os+m é o vetor de zeros, de tamanho s+m e U(θ;X) = ∆θ`(θ;X) =
(uj)1≤j≤s+m é o vetor de pontuação, com

uj =
n∑
i=1

{
∂

∂θ1j
log
{π

2
g1(xi; θ1) sec2

[π
2

G1(xi; θ1)
]
φ
[π

2
G1(xi; θ1)

]}
+

g2(xi; θ2)

1−G2(xi; θ2)
φ {log[1−G2(xi; θ2)]}

}
,

para 1 ≤ j ≤ s, e

uj =

n∑
i=1

{
∂

∂θ2k
log
{π

2
g1(xi; θ1) sec2

[π
2

G1(xi; θ1)
]
φ
[π

2
G1(xi; θ1)

]}
+

g2(xi; θ2)

1−G2(xi; θ2)
φ {log[1−G2(xi; θ2)]}

}
,

para 1 ≤ j ≤ m.

4.5 Estudo do suporte para a Classe Normal
(

tg (π2G1), log(1−G2)
)

Até agora, tem-se, na literatura, classes com uma única distribuição-base, em que o suporte desta é o
suporte daquela. Todavia, com o surgimento do método que gera classes com duas ou mais distribuições-
base, é necessário estudar o suporte da classe em função do suporte das mesmas.

Lembre, inicialmente que,

HG1,G2(x) =

∫ log[1−G2(x)]

tg (π2 G1)
φ(t)dt, −∞ < t < +∞,

em que (vide notação estabelecida na Secção (3.12))

µ1[G1(x),G2(x)] = tg
(
π
2 G1) e `1[G1(x),G2(x)] = log[1−G2(x)].

Logo, tem-se que,

1. O Suporte da distribuição normal, Sφ = (−∞,+∞), é um conjunto convexo;
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2. (a) µ1[G1(+∞),G2(+∞)] = µ1(1,1) = tg
[
π
2 G1(+∞)

]
= +∞ = sup[x ∈ R : Φ(x) < 1];

(b) `1[G1(+∞),G2(+∞)] = `1(1,1) = log[1−G2(+∞)] = −∞ = inf[x ∈ R : Φ(x) > 0];

(c) µ1[G1(x),G2(x)] e `1[G1(x),G2(x)] = log[1−G2(x)] são funções monotônicas.

Estes itens satisfazem o conjunto de hipóteses estabelecidas no Teorema 3.4 (transcrito na Secção
(3.12)) de Brito et al. (2019). Portanto, por este resultado, o suporte de HG1,G2(·) resulta da união
dos suportes de G1 e G2, ou seja, SHG1,G2

= SG1 ∪ SG2 . A Figura 6 ao mesmo tempo que demonstra a
flexibilidade da classe proposta para algumas escolhas de G1 e G2, ilustram o importante resultado do
suporte visto nesta seção.

(a) Distribuição Normal
(

tg (π
2 W), log(1−N)

)
(b) Distribuição Normal

(
tg (π

2 W), log(1− C)
)

(c) Distribuição Normal
(

tg (π
2 W), log(1−G)

)
(d) Distribuição Normal

(
tg (π

2W ), g(1−W)
)

Figura 6: Comportamento do suporte para a Classe Normal
(

tg (π
2
G1), log(1−G2)

)
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As distribuições-base escolhidas foram W, N, Cauchy (C) e Ga. Note que em alguns casos (Figs. 6a
e 6b) SG1 6= SG2 . Além disso, apontam a bimodalidade, o que é uma importante caracteŕıstica quando
falamos em aplicação a dados reais.
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5 Aplicações da Classe Normal
(

tg (π2Go), log(1−GaI)
)

5.1 Introdução

Devido ao avanço tecnológico, predominante em todo mundo, a quantidade de informações dispońıveis
para análise, bem como a velocidade com que são geradas, vêm aumentando de forma significativa. Nesse
contexto, generalizações das distribuições existentes têm sido propostas (RODRIGUES et al., 2012), com
a finalidade de prporcionar maior flexibilidade ao processo de modelagem, em relação às distribuições já
existentes, fazendo com que o fenômeno em estudo seja melhor descrito. Além disso, com ferramentas
computacionais, cada vez mais eficazes, como é o caso do software R, uma linguagem de programação
voltada à manipulação, análise e visualização de dados, torna-se posśıvel a análise de distribuições que
possuam mais parâmetros para o melhor ajuste de massas de dados. Como é o caso da Classe Normal(

tg (π2 G1), log(1−G2)
)

aqui apresentada.

Assim, nesta seção apresentaremos algumas aplicações desta classe.

5.2 Distribuição Normal
(

tg (π2Go), log(1−GaI)
)

Realizamos estudos com G1 e G2 sendo a Go e a GaI, respectivamente, e, além destas, outras distri-
buições conhecidas na literatura. Entretanto, verificamos que a escolha G1 = Go e G2 = GaI proporcionou
os melhores resultados que serão mostrados adiante. Ressaltamos que apesar destes terem sido os melho-
res, os outros também apresentaram resultados razoáveis quando comparados com as outras distribuições
já conhecidas, porém, por questões de simplicidade, colocamos apenas esta aplicação.

Sejam G1 e g1 a fda e fdp (nessa ordem) da distribuição Go, e, analogamente G2 e g2 a fda e fdp da
distribuição GaI. Então, a fda da Normal

(
tg (π2 Go), log(1−GaI)

)
, obtida através da expressão definida

na Seção 3.2.2 é dada por:

HGo,GaI (x) =

∫ tg

[
π
2

(
1−e

− θ
λ(eλx−1)

)]
log

(
1−

Γ(α, βx )
Γ(α)

) 1√
2π

e−
t2

2 dt.

De maneira semelhante, a fdp da Normal
(

tg (π2 Go), log(1−GaI)
)
, encontrada através da expressão

obtida na Seção 3.2.3, é definida como

hGo,GaI(x) =
π

2
θeλxe−

θ
λ(eλx−1) sec2

(π
2

1− e−
θ
λ(eλx−1)

)
φ
[

tg
(π

2
1− e−

θ
λ(eλx−1)

)]
+

βα

Γ(α)

(
1
x

)α+1
e

−β
x

1− Γ(α,βx )
Γ(α)

φ

log

1−
Γ
(
α,βx

)
Γ(α)

 , (30)

que é uma aplicação teórica da Classe.

A taxa de falha para o modelo Normal
(

tg (π2 Go), log(1−GaI)
)

pode ser obtida através da Equação
(17), fazendo-se G1 = Go e G2 = GaI. A representação gráfica para a fdp e para a taxa de falha,
considerando alguns valores para os parâmetros θ, λ, α e β são apresentados na Figura (7) a seguir.
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(a) Densidade (b) Taxa de falha

Figura 7: Distribuição Normal
(

tg (π
2
Go), log(1−GaI)

)
Note que a Figura 7a revela a unimodalidade e a bimodalidade da função de densidade da distribuição

gerada pela classe, confirmando a flexibilidade que ela apresenta em suas formas. Além disso, a Figura
7b apresenta aumento-diminuição-aumento da taxa de falha.

5.3 Distribuição Normal
(

tg (π2Go), log(1−GaI)
)

aplicada a dados si-
mulados

Os experimentos computacionais executam um papel importante dentro da estat́ıstica. Graças a eles
é posśıvel examinar o desempenho de algo novo, verificar a validade de uma hipótese, ou demonstrar uma
verdade já conhecida. Nesta seção, serão apresentadas as estimativas dos parâmetros para o modelo aqui
proposto. Para realizar o estudo de simulação de Monte Carlo foi utilizado software R versão 3.4.4 (R Core
Team, 2018). O número de repetições foi de 10.000. As amostras pseudo-aleatórias foram geradas usando
os métodos Nelder Mead, SANN, BFGS e L-BFGS-B, No entanto, o L-BFGS-B, forneceu os melhores
resultados.

Este procedimento requer apenas a fdp correspondente y = f(x), um ponto de mı́nimo e um ponto de
máximo para x e um ponto de máximo para y. Nesse caso, não é necessário implementar a função quantil.
Consideramos quatro tamanhos de amostra, ou seja, n = 50, 100, 200 e 500 e cinco valores diferentes o
vetor de parâmetros e calculamos o viés e o erro quadrático médio (EQM) da seguinte maneira:

Viés i =
1

10000

10000∑
j=1

(
k̂ij − ki

)
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e

EQMi =
1

10000

10000∑
j=1

(
k̂ij − ki

)2
,

em que ki é o i-ésimo elemento do vetor de parâmetros k = (k1,...,kr) e k̂ij é a estimativa para ki na
j-ésima replicação.

Na Tabela 1 são apresentados os resultados para os valores do viés e do EQM, obtidos para os
parâmetros, nas quatro amostras consideradas.

Tabela 1: Viés e EQM para as estimativas do modelo Normal
(
tg(π

2
Go), log(1−GaI)

)
.

Valor real viés EQM

n θ λ α β θ̂ λ̂ α̂ β̂ θ̂ λ̂ α̂ β̂

1,3 0,02 1,5 3,2 0,425 0,136 1,136 0,176 0,310 0,093 1,916 1,605
0,5 0,1 1,7 4 0,555 0,235 1,022 0,556 0,436 0,214 1,830 3,783

50 0,45 0,04 2,8 6,2 0,321 0,109 0,418 1,752 0,387 0,130 0,734 1,673
0,7 0,2 1,4 3 0,406 0,136 1,366 0,649 0,421 0,041 2,702 2,544
0,8 0,02 1,2 1,7 0,180 0,037 0,965 1,560 0,099 0,011 1,237 2,258

1,3 0,02 1,5 3,2 0,287 0,064 1,109 0,111 0,307 0,018 1,778 1,507
0,5 0,1 1,7 4 0,438 0119 0,556 0,296 0,276 0,096 1,783 2,265

100 0,45 0,04 2,8 6,2 0,115 0,026 0,256 1,172 0,094 0,008 0,456 1,512
0,7 0,2 1,4 3 0,292 0,126 1,234 0,634 0,247 0,023 2,201 2,416
0,8 0,02 1,2 1,7 0,132 0,024 0,890 1,510 0,070 0,002 0,883 2,170

1,3 0,02 1,5 3,2 0,191 0,049 1,058 0,099 0,226 0,006 1,598 1,461
0,5 0,1 1,7 4 0,283 0,043 0,330 0,197 0,124 0,018 0,358 1,884

200 0,45 0,04 2,8 6,2 0,047 0,002 0,178 1,047 0,042 0,004 -0,306 1,135
0,7 0,2 1,4 3 0,184 0,118 1,176 0,565 0,152 0,021 1,909 1,301
0,8 0,02 1,2 1,7 0,072 0,020 0,864 1,478 0,065 0,001 0,879 2,088

1,3 0,02 1,5 3,2 0,071 0,046 0,981 0,042 0,218 0,006 1,287 1,307
0,5 0,1 1,7 4 0,167 0,018 0,003 0,135 0,044 0,0005 0,050 1,278

500 0,45 0,04 2,8 6,2 0,037 0,001 0,107 0,804 0,028 0,0008 0,303 1,037
0,7 0,2 1,4 3 0,164 0,086 1,032 0,235 0,134 0,021 1,358 1,214
0,8 0,02 1,2 1,7 0,001 0,017 0,024 1,373 0,064 0,0009 0,002 1,942

Os valores mostrados na Tabela 1, indicam, como seria de esperar, quanto maior o tamanho da
amostra, menor o EQM.

5.4 Distribuição Normal
(

tg (π2G1), log(1−G2)
)
aplicada a dados de que-

bra de fibras de carbono por stress (em Gba)

É consenso entre vários pesquisadores aplicados que quanto mais testada for uma massa de dados,
mais indicada ela será para a validação de um novo modelo. A rećıproca desse fato também é verdadeira.
Neste sentido, apresentaremos, a seguir, uma aplicação a dados reais para a distribuição Normal ( tg (π2 Go,
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log(1−GaI)).

Os dados são definidos a partir de Nichols e Padgett (2006) composto por 100 observações de quebra de
fibras de carbono por stress (em Gba). Estes, são utilizados em aplicações de diversos trabalhos, dentre os
quais podemos citar a distribuição Marshall-Olkin Fréchet transmutada (TMOFr), proposta por Afify et
al. (2014b), a distribuição Gaussiana inversa exponenciada generalizada (EGIG), de Lemonte e Cordeiro
(2010), a distribuição Weibull geométrica complementar transmutada (TCWG), de Afify et al. (2014a), a
distribuição beta log-loǵıstica (BeLL), de Lemonte (2014), a distribuição Weibull beta modificada (MBeW)
de Khan (2015) e a distribuição Weibull generalizada Weibull (WGW) de Yousof et al. (2018). Os dados
estão na Tabela 2 a seguir.

Tabela 2: Dados definidos por Nichols e Padgett (2006) composto por 100 observações de quebra
de fibras de carbono por stress (em Gba).

3,7 2,74 2,73 2,5 3,6 3,11 3,27 2,87 1,47 3,11 4,42 2,41 3,19 3,22
1,69 3,28 3,09 1,87 3,15 4,9 3,75 2,43 2,95 2,97 3,39 2,96 2,53 2,67
2,93 3,22 3,39 2,81 4,2 3,33 2,55 3,31 3,31 2,85 2,56 3,56 3,15 2,35
2,55 2,59 2,38 2,81 2,77 2,17 2,83 1,92 1,41 3,68 2,97 1,36 0,98 2,76
4,91 3,68 1,84 1,59 3,19 1,57 0,81 5,56 1,73 1,59 2 1,22 1,12 1,71
2,17 1,17 5,08 2,48 1,18 3,51 2,17 1,69 1,25 4,38 1,84 0,39 3,68 2,48
0,85 1,61 2,79 4,7 2,03 1,8 1,57 1,08 2,03 1,61 2,12 1,89 2,88 2,82
2,05 3,65

Para estes dados, comparamos os ajustes das distribuições Normal
(

tg (π2 Go), log(1−GaI)
)
, Normal(

tg (π2 N), log(1−GaI)
)
, Normal

(
tg (π2 GaI), log(1−W)

)
, Normal

(
tg (π2 GaI), log(1− C)

)
e suas respec-

tivas misturas GoGaI, NGaI, GaIWI e GaIC. Além dessas, também comparamos com as distribuições
Go, GaI, W e N. Os cálculos foram realizados por meio do software R (versão 3.4.4). Na Tabela 3 é
apresentado um resumo descritivo dos dados mostrados anteriormente.

Tabela 3: Estat́ısticas Descritivas

Média Mediana Moda Variância Assimetria Curtose Mı́nimo Máximo
2,62 2,7 2,17 1,02 0,37 0,17 0,39 5,56

Observe que os dados possuem assimetria positiva e distribuição leptocúrtica.

Na Tabela 4 encontram-se as estimativas de máxima verossimilhança dos parâmetros, bem como seus
respectivos erros-padrão.
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Tabela 4: Estimativas e respectivos erros-padrão (entre parênteses)

Distribuição Estimativas

Normal
(

tg (π
2 Go), log(1−GaI)

)
θ̂ λ̂ α̂ β̂

1,142 0,022 3,108 6,726

(0,201) (0,013) (0,647) (1,837)

GoGaI θ̂ λ̂ α̂ β̂ ŵ

1,784 0,007 4,616 9,313 0,490

(0,259) (0,005) (1,021) (2,314) (0,061)

Normal
(

tg (π
2 N), log(1−GaI)

)
σ̂ µ̂ α̂ β̂

3,047 1,062 3,062 6,670

(0,121) (0,144) (0,692) (2,017)

NGaI â µ̂ α̂ β̂ ŵ

99,999 99,999 5,802 13,005 0,010

(0,121) (0,144) (0,691) (0,045) (0,007)

Normal
(

tg (π
2 GaI), log(1−WI)

)
α̂ β̂ γ̂ δ̂

4,075 1,617 4,3423 0,328

(0,612) (1,232) (0,684) (0,019)

GaIWI α̂ β̂ γ̂ δ̂ ŵ

9,994 25,585 1,780 0,944 0,827

(1,283) (0,010) (0,879) (1,476) (0,097)

Normal
(

tg (π
2 GaI), log(1− C)

)
α̂ β̂ ε̂ κ̂

1,879 4,591 2,895 0,489

(0,370) (1,184) (0,120) (0,118)

GaIC α̂ β̂ ε̂ κ̂ ŵ

3,355 7,104 -3,503 0,003 0,866

(1,912) (5,421) (0,080) (0,087) (0,049)

WW â1 b̂1 â2 b̂2 ŵ

2,454 2,854 8,541 3,134 0,783

(0,200) (0,109) (2,380) (0,126) (0,093)

Go θ̂ λ̂

0,791 0,076

(0,077) (0,017)

GaI α̂ β̂

4,448 9,519

(0,606) (1,375)

W â b̂

2,792 2,943

(0,214 (0,111)

N σ̂ µ̂

2,621 1,008

(0,100) (0,071)
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Note que obtivemos valores pequenos apontando razoável precisão nas estimativas. Para todos os
modelos, a menos do WW, a maximização ocorreu a partir do algoritmo L-BFGS-B, posto que este pro-
porcionou melhores resultados e convergência para os mesmos. Por outro lado, para as misturas WW e
NN a maximização se deu através do algoritmo EM, não havendo convergência para esta última.

A Tabela 5 apresenta os critérios AIC, CAIc, BIC, HQIC e os valores das versões modificadas das
estat́ısticas de Anderson-Darling - A* e Cramér-von Mises - W* (mais detalhes em Chen e Balakrishnan,
1995).

Tabela 5: Critérios de informação e Estat́ısticas de teste

Distribuição AIC AICc BIC HQCI A* W*

Normal
(

tg (π
2 Go), log(1−GaI)

)
286,398 300,819 296,819 290,615 0,197 0,027

GoGaI 292,055 310,081 305,081 297,327 0,324 0,048

Normal
(

tg (π
2 N), log(1−GaI)

)
287,435 301,856 297,856 291,652 0,280 0,046

NGaI 323,049 341,076 336,076 328,321 2,070 0,337

Normal
(

tg (π
2 GaI), log(1−WI)

)
292,803 307,224 303,224 297,020 0,379 0,044

GaIWI 302,633 320,659 315,659 307,904 0,803 0,138

Normal
(

tg (π
2 GaI), log(1− C)

)
292,428 306,849 302,849 296,646 0,400 0,053

GaIC 298,114 316,14 311,14 303,385 0,658 0,130

WW 289,327 307,354 302,354 294,599 0,272 0,034

Go 302,25 309,46 307,46 304,359 1,767 0,229

GaI 321,474 328,684 326,684 323,583 2,871 0,522

W 287,059 294,269 292,269 289,167 0,420 0,063

N 289,541 296,751 294,751 291,649 0,471 0,058

C 324,431 331,641 329,641 326,539 1,676 0,173

Os critérios de informação podem ser usados como medidas relativas à qualidade do ajuste, de modo
que os menoros valores irão caracterizar os melhores modelos ajustados. Apesar de não serem muito
indicados para comparação de modelos não-encaixados os critérios de informação do modelo Normal(

tg (π2 Go), log(1−GaI)
)

ficaram entre os mais competitivos em relação a todos os modelos ajustados.
Por outro lado, as estat́ısticas A* e W* são normalmente usados para investigar a qualidade do ajuste
de modelos probabiĺısticos, sejam eles encaixados ou não-encaixados. De acordo com as mesmas, para os
modelos com valores mais baixos de A* e W* melhor será o ajuste aos dados.

Por estas estat́ısticas, a Distribuição Normal
(

tg (π2 Go), log(1−GaI)
)

venceu a maioria dos mode-
los ajustados, inclusive a mistura WW que é um modelo bem competitivo para dados bimodais. Vale
salientar que os modelos Normal

(
tg (π2 N), log(1−GaI)

)
, Normal

(
tg (π2 GaI), log(1−WI)

)
e Normal(

tg (π2 GaI), log(1− C)
)

tiveram um desempenho superior (para todas as estat́ısticas), quando compa-
rados às suas versões mistas NGaI, GaIWI e GaC, respectivamente.

O gráfico dos ajustes para o modelo Normal
(

tg (π2 Go), log(1−GaI)
)

e os três melhores modelos,
segundo as estat́ısticas A* e W*, são apresentados na Figura 8.
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Figura 8: Histograma

Observe que a Normal
(

tg (π2 Go), log(1−GaI)
)

está bem próxima a mistura GoGaI, no entanto,
ressaltamos que análises gráficassão meramente utilizadas com o intuito da visualização. O que de fato
importa são as análises numéricas, e estas indicam que o nosso modelo é o melhor.
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6 Considerações Finais

Tomando por base o método gerador de classes de distribuições de probabilidade apresentado em Brito
et al. (2019) e Brito (2014) foi introduzida uma nova classe, denominada Classe Normal

(
tg (π2 G1), log(1−G2)

)
.

Foi feito o estudo de identificabilidade, assim como as expansões para a fda e para a fdp da nova classe.
Foram mostradas algumas propriedades de caracterização, que sevem para qualquer modelo gerado pela
classe, tais como, função de risco, momentos e momentos centrais de ordem m, função geradora de mo-
mentos, função caracteŕıstica, o coeficiente geral e os desvios, médio e quant́ılico. Foram calculadas as
derivadas da função de log-verossimilhança da classe e feito o estudo do suporte.

Além disso, foi apresentada a distribuição normal
(

tg (π2 Go), log(1−GaI)
)

gerada pela classe e para
ilustrar sua utilidade, foram feitas aplicações para um conjunto de dados simulados e para um conjunto
de dados reais. O modelo ajustado foi comparado com outras distribuições competitivas, assim como
com a mistura convexa de duas Weibulls, quanto às Estat́ısticas AIC, AICc, BIC, HQIC e os testes de
aderência de Anderson-Darling (A*) e Cramér-von Mises (W*). Os resultados gerais indicam que a Nor-
mal

(
tg (π2 Go), log(1−GaI)

)
supera as outras distribuições em comparação.

Como sugestão para trabalhos futuros, destacam-se a obtenção de outros modelos e subclasses a partir
da Classe Normal

(
tg (π2 G1), log(1−G2)

)
; realizar o estudo dos parâmetros, analisando se são de escala

ou de forma; aplicar o modelo proposto a outros conjuntos de dados e desenvolver as expressões para a
função de risco. Ademais, espera-se que a nova classe e seus modelos derivados possam ter aplicações em
outras áreas do conhecimento.
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Experimentação Agropecuária, Universidade Federal de Lavras, Lavras, Fevereiro, 2011.

NADARAJAH, S.; KOTZ, b. The beta exponential distribution. Reliability Engineering System
Safety, v. 91, p. 689–697, 2006.

NICHOLS, M. D.; PADGETT, W. A bootstrap control chart for weibull percentiles. Quality and
reliability engineering international, Wiley Online Library, v. 22, n. 2, p. 141–151, 2006.

PEARSON, K. Contributions to the mathematical theory of evolution. Philosophical Transactions
of the Royal Society of London A 185, 71-110, 1894.

PINHEIRO, J. C.; BATES, D. M. Mixed-effects models in S and S-PLUS. New York, New York:
Springer-Verlag, p. 528, 2000.

POPOVIC, B. V.; CORDEIRO, G. M.; ORTEGA, E. M.; PASCOA, M. A. R. A new extended mixture
normal distribution. Mathematical Communications, v. 22, p. 53-73, 2017.
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